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Zum Geleit 


Die neue mathematische Fachzeitschrift, welche Mitarbeiter und Freunde des 
Mathematischen Forschungsinstituts fiir das Gesamtgebiet der Mathematik und ihrer 
unmittelbaren Anwendungen hiermit ins Leben rufen, soll dazu beitragen, die heu- 
tigen Schwierigkeiten im Publikationswesen zu überwinden. Diese bestehen zunächst 
in den unmittelbaren praktischen Folgen des deutschen Zusammenbruchs und ver- 
ursachen ein nur sehr langsames Wiederaufleben früherer wissenschaftlicher Fach- 
organe. So liegen bei den Redaktionen und mehr noch bei den Verfassern eine groBe 
Zahl unveréffentlichter Forschungsergebnisse. Sofern nicht neue Wege zur Publi- 
kation beschritten werden, bleibt ein groBer Teil der geleisteten Arbeit für den Fort- 
schritt der Wissenschaft selbst unfruchtbar. Hier zur Abhilfe beizutragen, ist eines 
der Ziele unserer Zeitschrift. 

Wir glauben aber, nicht nur der augenblicklichen deutschen Publikationslage mit 
unseren Plänen zu begegnen, sondern wir môchten der allgemeineren Situation im 
wissenschaftlichen Publikationswesen auf Spezialgebieten Rechnung tragen. Das 
wissenschaftliche Leben selbst strebt und verlangt nach der Môglichkeit rascher 
Verôffentlichung neuer Ergebnisse. Umfangreiche mathematische Abhandlungen 
werden oft ungern und erst spat in den Zeitschriften veréffentlicht. Zur Bekannt- 
gabe der darin enthaltenen wissenschaftlichen Fortschritte bediente man sich der 
Sitzungsberichte der verschiedenen Wissenschaftlichen Akademien, die nur an 
Orten besonders groBer Bibliotheken bekannt werden. Unter diesem Gesichtspunkt 
ist fiir die Allgemeinheit die Schaffung von rein fachwissenschaftlichen Sammel- 
organen von kurzen Selbstreferaten der Verfasser längerer Arbeiten erwünscht, 
die als solche einen Uberblick über einen gréBeren Teil der mathematischen Arbeits- 
ergebnisse gestatten. Sie sind in einigen Landern schon vorhanden. Angesichts der 
heutigen Verhältnissé im spezialwissenschaftlichen Publikationswesen nicht nur 
in Deutschland, sondern in den meisten vom Kriege betroffenen Ländern, ja 
sogar in weiten Teilen der übrigen Welt, darf sogar die Frage gestellt werden, 
ob und wie lange man sich überhaupt die Fortsetzung wissenschaftlicher Publi- 
kationsmethoden noch wird leisten kénnen, welche sich in den reicheren Jahren 
der Vergangenheit herausgebildet hatten. Werden iiberhaupt Fachzeitschriften 
von geringer Auflage Arbeiten beliebigen Umfangs aus dem Gesamtgebiet des 
Faches weiter nebeneinander zum Abdruck bringen kénnen? Werden wir nicht 
rationeller und sparsamer arbeiten müssen ? 
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Unsere neue Zeitschrift will sich an der Liésung der hiermit angeschnittenen 
Fragen beteiligen. Sie verôffentlicht nur kurze Originalabhandlungen von wenigen 
Druckseiten. Freilich verzichtet sie hierbei nicht auf eine an sich véllig verstand- 
liche Darstellung der Beweisfiihrung. Sie bringt auBerdem kurze Selbst- 
referate gréBerer Arbeiten, aus denen gleichfalls die Methoden soweit ersichtlich 
sein sollen, daB der Kenner die wesentlichen Schritte dieser Beweisfiihrung 
durchaus verstehen kann. Es ist vorgesehen, daB die den Selbstreferaten zugrunde 
liegenden gréBeren Arbeiten im Manuskript im Forschungsinstitut zur Einsicht 
niedergelegt werden. Ferner sollen von Zeit zu Zeit zusammenfassende Berichte 
über die Fortschritte einzelner Sondergebiete in den letzten Jahren mit ausführlicher 
Literaturangabe erstattet werden. So wie die deutsche Wissenschaft das Ausland 
durch die FIAT-Berichte über die deutschen Fortschritte auf naturwissenschaftlich- 
medizinischen Gebieten unterrichtet hat, hoffen wir, auf dem Fachgebiet der Mathe- 
matik zum allgemeinen Bekanntwerden der Fortschritte der Teilgebiete in allen Teilen 
der Welt beitragen zu kénnen. SchlieBlich sollen Mitteilungen aus dem Fachgebiet 
die Verbindungen unter den Fachgenossen stärken. Der Verlag hat eine rasche 
Drucklegung in häufig aufeinanderfolgenden Heften zugesagt, so daB eine rasche 
Bekanntgabe der Forschungsfortschritte erwartet werden kann. 

Wir sind glücklich, zu unseren Planen schon die Zustimmung vieler deutscher 
und auslindischer Kollegen gefunden zu haben, die uns in dem Bestreben unterstiitzen 
wollen, in sachlicher Zusammenarbeit die Verbindung der Fachkollegen über die 
Grenzen hinweg wieder herzustellen. 


W.Suss 


Einige neue Ergebnisse aus der Differentialgeometrie 
der Raumkurven im dreidimensionalen projektiven Raum 


Von Gerrit Bot in Oberwolfach 


Die Untersuchungen, iiber die hier berichtet werden soll, sind in den Jahren 
1945—1946 im Mathematischen Forschungsinstitut in Oberwolfach durchgeführt 
worden. Sie sollen in einem Buche über Projektive Differentialgeometrie verar- 
beitet werden, das, wie ich hoffe, im Laufe der nächsten Jahre erscheinen wird. 

Der folgende kurze Bericht enthält nur die wichtigsten Ergebnisse, deren Bekannt- 
gabe auf diese Weise beschleunigt werden soll. 

Wir betrachten ein Kurvenstiick ohne stationäre Schmiegebene. 25, 2, ze, Ze 
seien projektive Koordinaten im Raum. Bei beliebiger Wahl des Kurvenparameters 
kano man dann die Darstellung 


£ (t) = { 29 (4), ta (6), Ze (2), Xs (¢)} (1) 
der Kurvenpunkte durch eine eventuelle Umnormuug 
rt) =e (rc (2) 
so einrichten, daB die Determinante 
(x, r’, rt”, r’’’) 


einen von Null verschiedenen konstanten Wert K hat. 
x (é) genügt dann einer Differentialgleichung der Form 


mY) —1ar’+2dr'+er. > (3) 
a, d, e sind hier Funktionen von t. 
Wir ersetzen diese Differentialgleichung durch das äquivalente lineare System 


TL = 
T1 = Let 3ar (4) 
te = {st 442, + 52 
ts = 3a%e+ 6%,+ ¢f. 
Es wird 
d —5a +b 
e =c+3a"’+ b'—9a?* (5) 


daraus kann man 6 und c als Funktionen von ¢ eindeutig berechnen. Das lineare 
System (4) ist also durch (3) eindeutig bestimmt. 
Es wird - 
(La Ta Us) = (GE, EE) = K #0 (6) 
Die Punkte r, £,, 2, Lg bilden also ein Begleittetraeder, (4) sind die zugehôürigen 
Ableitungsgleichungen. 
1* 
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Die Ebenenkoordinaten dcr Schmiegebenen X (t) der Raumkurve kann man in 
entsprechender Weise behandeln. Das zugehôrige lineare System hat dann die Form 
xX’ =X, 
x= %,+3a% 
X, = %,+4aX%,— bz 
x,’ = 3aX,—bi,+cx 
es unterscheidet sich also nur dadurch von (4), daB 6 durch —- 6 ersetzt wurde. 
X, X,, X_, X; sind die Ebenen des Begleittetraeders, durch Multiplikation mit 
einem konstanten Faktor kann man erreichen, daB fiir die Skalarprodukte der Z, 
mit den x, die Inzidenzentabelle gilt: 


(7) 


(8) 





Fiir die Kurventheorie von zentraler Bedeutung ist die bisher scheinbar nicht be- 
merkte Tatsache!), daB sich die so eingeführten GréBen bei Parametertransformation 


t =f (t*) (9) 
sehr einfach transformieren; setzt man 
dt* ! 
| nu = Pit) A=} A (10) 
so wird a* = œ?(a + A’ — A?) 
b* = vb (11) 
cŸ =gqte | 
und ° 
= 


GEE 

mi* = pot (t+ 3472) 

te = pè (t,+ 442+ 6 Az) 

ts*= pÈ (tg3+ 342, + 641 + 6 AP Z) 
wahrend für die X, dieselben Formeln gelten?). 

b und c sind nach (11) Halbinvarianten, ihr Verschwinden hat geometrische 

Bedeutung. 6 = 0 bedeutet bekanntlich, daB die Tangenten unsrer Kurve einem 
linearen Komplex angehéren. Kurven dieser Art nennt man Komplexkurven. 


(12) 


1) Unser Begleittetraeder wurde für den Fall, daB ¢ die Projektivbogenlänge ist, von Fupini 
angegeben. Die Invariante c hat auch KaNiTAni betrachtet. 

3) Die erste Formel bedeutet, daB wir x bei Parameteränderung umnormieren miissen, damit 
die Determinante (x, z', r'', r''') konstant bleibt. 
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Die Kurven, fiir die c = 0, sind bisher nicht beachtet worden, wir méchten den 
Vorschlag machen, sie Koinzidenzkurven zu nennen. b =c — 0 kennzeichnet die 
Raumkurven dritter Ordnung. 

6 hat die Differentiationsordnung 6, c die Ordnung 7. 

Die Lage der Eckpunkte des neuen Begleittetraeders hangt offenbar an jeder 
Stelle der Kurve nur von dem Wert von A ab, bei verschiedener Wahl von ¢* erhalt 
man also oo! Begleittetraeder. 

Der Ort aller Punkte x, dieser Tetraeder ist nach (12) eine Raumkurve dritter 
Ordnung (,,C,‘*). Diese ist nicht, wie man zunächst erwarten kénnte, die 6-punktig 
berührende C, der Kurve, sondern die von Fusini betrachtete Harmonikal-C y. 

Wir erinnern an die Definition dieser Kurve. Bekanntlich liegen die 6- Punkte-C,, 
die 6 aufeinanderfolgende Punkte und die 6-Ebenen-C,, die 6 aufeinanderfolgende 
Schmiegebenen mit unserer Kurve gemeinsam hat, beide auf demselben quadrati- 
schen Kegel mit Spitze im Kurvenpunkt, dem Schmiegkegel der Raumkurve. Be- 
stimmt man auf jeder Erzeugenden des Schmiegkegels den vierten harmonischen 
Punkt zum Kurvenpurkt in Bezug auf die auf ihr liegenden Punkte der 6-Punkte-C, 
und der 6-Ebenen-C, so erzeugen diese Punkte die Harmonikal-C3. 

Legt man eine C, durch 3 Punkte P,. P,, P, der Kurve, die mit ihr in P, und 
P, Tangente und Schmiegebene gemeinsam hat, und läBt die 3 Punkte zusammen- 
riicken, so erhalt man als Grenzlage ebenfalls die Harmonikal-C,. 

Die Ebenen X, unserer Tetraeder sind die Schmiegebenen der Harmonikal-Cs. 

Die Ebenen X, sind die Tangentenebenen des Schmiegkegels, die Punkte x, 
* erzeugen einen Kegelschnitt, der dem Schmiegkegel dual entspricht, den Schmieg- 
kegelschnitt. Er liegt in der Schmiegebene der Raumkurve. 

Ist h eine beliebige Halbinvariante vom Gewicht 3, fiir die also bei Parameter- 
transformation 

h*=—o°h 
gilt, so erzeugen die Punkte 
| Is tht . 
aller Tetraeder eine C, von Fugini. Insbesondere erhalt man für h== die 6- 


Punkte-C,, fiir 4 = — : die 6-Ebenen-C.. 


Die Geraden (Z,, rs) sind die Tangenten der Harmonikal-C,. (r x,) ist stets die 
Tangente der Raumkurve. Wir wollen auch fiir die anderen Kanten des Begleit- 
tetraeders Namen einfiihren. (rz, 7.) nennen wir die zum Parameter t gehürige Re- 
lativhauptnormale, sie ist auch die Schnittgerade der Ebenen X und X,, entspricht 
also sich selbst dual. (x, r,) nennen wir die erste Relativbinormale, ihr entspricht dual 
die Schnittgerade der Ebenen X und X,, nach (8) ist das die Gerade (x,, r,). Diese 
nennen wir daher die zweite Relativbinormale. 
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Die Gerade (1, 13), die wieder sich selbst dual entspricht, wollen wir die Aches 
des Begleittetraeders nennen. 

Betrachten wir jetzt die Gesamtheit der Begleittetraeder der Kurve in allen ihren 
Punkten, so hangt diese von zwei Parametern ab, von der Stelle ¢ auf der Kurve und 
vom Wert von -4. 

In Abhängigkeit von À und ¢ beschreibt jeder Punkt des Tetraeders eine Fläche, 
jede Ebene hiillt eine Fläche ein, jede Gerade beschreibt eine Kongruenz. 

Wir betrachten A und t als Koordinaten in einer (4. t}-Ebene. 

Eine Kurve 4 = F (t) in dieser Ebene legt dann an jeder Stelle der Kurve ein 
Begleittetracder eindeutig fest. Eine solche Gesamtheit von Tetraedern nennen wir 
ein Bezugssystem. | 

Zu jedem Bezugssystem gibt es Kurvenparameter t*, für die das Tetraeder des 
Systems an jeder Stelle Begleittetraeder ist, man findet sie durch Integration von 


g' __ sé \ dt* — Mm 


Diese Parameter ¢*, also die Lüsungen von (13), gehen durch ganze lineare Trans- 
formation - 
t.*=pl*+q;  p.q konstant (14) 
aus einander hervor. 
Umgekehrt gehért zu jedem Kurvenparameter ein Bezugssystem. 
Besonders wichtig sind die Bezugssysteme und Parameter, für die a* = 0, also 


nach (11) A = A? a (15) 


Wir nennen sie Torsalsysteme und Torsalparameter. 
Zwei verschiedene Torsalparameter ¢* und ¢,* hängen stets durch eine projektive 
Transformation zusammen, es ist 


+ ; | 
eu PM Td, p,q,r,6 konstant, ie | + 0 (16) 


1 — rt“ +8? 

(15) 14Bt sich bei beliebigem Anfangswert von À eindeutig integrieren, jedes 
Begleittetraeder licgt also in einem eindeutig bestimmten Torsalsystem. 

Der Name Torsalsystem weist darauf hin, daB in jedem solchen System die ersten 
Binomalen (x, x.) cine Torse bilden. Ebenso bilden die zweiten Binormalen (r,, 1,) 
eine Torse. Jede dieser Kigenschaften ist kennzeichnend, jede hat also die andere 
zur Folge. 

Bei den Koinzidenzkurven und nur fiir sie bilden die Achsen jedes Torsalsystems 
eine Torse; wenn das für cin Torsalsystem gilt, so für alle. 

Die Tangenten (x. 43) der Harmonikal-C, bilden dann und nur dann in jedem 
Torsalsystem Torsen, wenn die Kurve eine Komplexkurve ist. Wenn das in einem 
Torsalsystem der Fall ist, so in allen. 

Die Punkte x, (4, ¢) aller Begleittctraeder bilden eine Fläche, die wir die erste 
Harmonikal-Flache der Kurve nennen. Sie wird von den Harmonikal-C, erzeugt. 
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Ebenso hüllen die Ebenen X, (A, t) eine Flache ein, die wir die zweite Harmonikal- 
flache nennen. 

Beide Flächen fallen dann und nur dann. zusammen, wenn die Kurve eine Ko- 
inzidenzkurve ist, daher der Name. 

Wenn die Kurve eine Komplexkurve ist, so wird die zweite Harmonikalfläche von 
den Punkten x, (A, ¢), also von den Schmiegkegelschnitten erzeugt, die erste von den 
Schmiegkegeln eingehiillt, jede dieser Eigenschaften ist kennzeichnend. 


Wie in der (A, ¢)-Ebene, so gehért auch auf jeder Harmonikalfläche zu jedem 
Bezugssystem eine Kurve, zu den Torsalsystemen also eine Kurvenschar, die Torsal- 
schar. 

Ist g eine Halbinvariante vom Gewicht 2, also g* = g * g, so kaun mau die Para- 
meter, also die Bezugssysteme betrachten, fiir die a* = g*. 

Jedes Begleittetraeder gehôürt genau einem solchen Bezugssystem an. Die zu- 
gehôürigen Kurven in der (4,t)-Ebene oder auf einer Harmonikalflache bilden eine 
Kurvenschar, die wir eine harmonische nennen. Die Torsalschar ist also eine spezielle 
harmonische Schar (g = 0). 

Jede harmonische Schar bildet die C, der ersten Harmonikalfläche projektiv auf 
einander ab. 

Die Tangenten (1, £5) der Harmonikal-C, bilden eine Kongruenz, von der die 
Harmonikalflachen die Brennflichen sind. Die anderen Brennkurven bilden auf der 


zweiten Harmonikalfläche die harmonische Schar, fiir die g = i 


Die Kongruenz der ersten Binormalen hat die Raumkurve selbst als entartete 
Brennfläche. Die zweite wird von den Punkten x, — br erzeugt, sie enthält also eine 
Schar von C, von Fusini. Sie fallt dann und nur dann mit der ersten Harmonikal- 
fläche zusammen, wenn die Kurve eine Komplexkurve ist. 


Die Kongruenz der Achsen (z,, ï3) einer Raumkurve ist ein W-Strahlensystem: 
auf ihren Brennflachen entsprechen sich die Asymptotenlinien. Die beiden Brenn- 
punkte trennen r, und x, stets harmonisch, sie sind reell, wenn c positiv, konjugiert 
komplex, wenn c negativ ist. Bei den Koinzidenzkurven fallen beide Brennpunkte 
und Brennflächen mit den Harmonikalflächen zusammen. Die Harmonikal-C, sind 
dann Asymptotenlinien der Harmonikalflache. Jede dieser Eigenschaften ist kenn- 
zeichnend fiir die Kurvenklasse. 


Auch wenn c + 0 enthält jede Brennîfläche der Achsenkongruenz eine Schar von 
Cs die auf ihr Asymptotenlinien sind und die Raumkurve vierpunktig beriihren. 
Die Asymptotenlinien der anderen Schar bilden diese C, projektiv auf einander ab‘), 
sie entsprechen den Kurven der Torsalschar. 

Die Achsen bilden in denjenigen Bezugssystemen je eine Torse, fiir die 
c — gai = 


3) Das | gilt für jede Fläche, auf der die Asymtotenlinien einer Schar C, sind. 
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Die ,,Kriimmungslinieu” dieser Kongruenz bilden also auf der Harmonikal- 
fläche zwei harmonische Kurvenscharen, für die g = + } |c. 

Jetzt 1a8t sich auch die absolute Invariante 6‘ c-* deuten, sie hängt zusammen 
mit dem Doppelverhältnis, das in jedem Punkte der Harmonikalfläche der Harmo- 
nikal-C,, die Kurve der Torsalschar und die Brennkurve der Tangentenkongruenz 
der Harmonikal-C,; mit einer der oben genannten Kriimmungslimien bildet. 
Dieses Doppelverhältnis ist langs jeder Harmonikal-C, konstant. 

Wir schlieBen einige Bemerkungen an über die C3, die eine vorgegebene Raum- 
kurve an einer Stelle 4- oder mehrpunktig beriihren. 

Unter den oo vierpunktig beriihrenden C, gibt es 00%, die mit der Kurve auch vier 
aufeinangerfolgende Schmiegebenen gemeinsam haben. Diese sind dadurch gekenn- 
zeichnet, daB sie sich so eineindeutig auf die Harmonikal-C, abbilden lassen, da$ ent- 
sprechende Punkte beider C, mit der Tangente der Raumkurve in einer Ebene liegen 
und entsprechende Schmiegebenen sich auf dieser Tangente schneiden. 

Jede 5-Punkte-C, ist auch 4-Ebenen-C,. Die C, von Fusini sind unter den 
5-Punkte-C, die einzigen, die auch 5-Ebenen-C, sind. 

Eine 4-Punkte-C,, deren Tangenten dem linearen Schmiegkomplex der Raum- 
kurve angehôren, ist stets auch 4-Ebenen-C,. Es gibt oo? solche C3. 

Ist zur Kurve eine feste Ebene gegeben, so kônnen wir den Parameter ¢ so ein- 
richten, daB alle Punkte x, in dieser Ebene liegen. In derselben Ebene liegen dann die 
Punkte x, und £3; die Ebene X, ist jetzt fest. Ist die feste Ebene die unendlich ferne, 
so ist jetzt ¢ bis auf eine Transformation (14) die Affinbogenlänge und unsere 
Formeln gehen in die der Affingeometrie iiber. 

In der Gleichung (3) ist jetzt e = 0. 

Wenn die Schmiegebenen der Kurve eine feste Quadrik berühren, so kann man 
den Parameter so einrichten, daB 2 b = 5a’ und e konstant wird. 

Ist dann e > 0, so ist die Quadrik vom Typus des Ellipsoids, ist e <0 so vom 
Typus des einschaligen Hyperboloids. Für e = 0 berühren die Schmiegebenen der 
Kurve einen festen Kegelschnitt. — 

Ist dieser der Kugelkreis, so ist unsere Kurve isotrop und ¢ bis auf eine Trans- 
formation (14) der Vessior-Srupysche Parameter. 

Die Extremalkurven des einfachsten invarianten Variationsproblems 


3 
Ô J yo dt=0 
sind die W-Kurven der projektiven Geometrie. 


Die erste Variation des Integrals verschwindet bei jeder Abänderung der Kurve, 
bei der die Harmonikal-C, an den Endpunkten ungeandert bleibt. 


(Eingegangen im August 1946) 


Die Ordnungsfunktionen einer Geometrie’) 
- Von EMANUEL SPERNER in Oberwolfach 


Für die Behandlung geometrischer Anordnungsbeziehungen 148t sich eine ein- 
fache algebraische Formelsprache einfiihren, die sich nur durchaus gewohnter Hilfs- 
mittel analytischer Darstellung bedient?). Grundlegend fiir unser Vorhaben ist der 
Begriff der Ordnungsfunktion, der schon unter ganz allgemeinen Voraussetzungen 
geometrische Anordnungsfragen zu behandeln gestattet, und zwar derart, daB Auf- 
fassung und Begriffsbildungen nur geringfiigig von den gebrauchlichen Vorstellungen 
abweichen und doch hierdurch manche Vorteile gewonnen und eine Reihe neuer 
Fragen angeschnitten werden, wie in dieser hier zuerst zu besprechenden und weiteren 

Abhandlungen gezeigt werden soll. 
Wir denken uns eine beliebige Menge, Raum genannt, von zweierlei Elementen, 
von denen die einen Punkte und die anderen Hyperebenen heiBen sollen, gegeben. 
Als eine Ordnungsfunktion dieses Raumes bezeichnen wir jede Funktion h(a), welche 
von den zwei Veränderlichen h (= Hyperebene) und a (= Punkt) abhängt und nur 
der Werte 0, + 1 fähig ist. Mit Hilfe einer bestimmten solchen Ordnungsfunktion 
definieren wir: 

1. Inzidenz. Die Hyperebeneh und der Punkt a heiSen dann und nur dann . 
inzident, wenn h(a) = 0 ist. 

2. Zwiachenbeziehung. Von der Hyperebene h sagen wir dann und nur dann, daB 


sie zwischen den Punkten a und B liege, wenn A(a) MB) = — 1 ist. 
3. Trennbeziehung. Von dem Hyperebenenpaar h, k und dem Punktepaar a, 8 sagen 
wir dann und nur dann, daB sie sich trennen, wenn A(a) k(a) A(B) k(B) = — 1 ist. 


Während der damit eingeführten Inzidenz noch keine besonderen Eigenschaften 
anzusehen sind, insbesondere die Aussagen der affinen oder projektiven Inzidenz- 
axiome micht zuzutreffen brauchen, kommt unserer Zwischenbeziehung von selbst 
eine Eigenschaft zu, die den wesentlichen Inhalt des Axioms von Pascx in einer 
hierher passenden Form ausdrückt. Denn trivialerweise gilt ja für eine Hyperebene À 
und irgend drei nicht mit ihr inzidierende Punkte a, B, y stets die Identitat 


[A(a) h(B)] - [A(B) My)]- [A(y) A(a)] = 1, 
was gemaB der Definition unseres Zwischenbegriffs bedeutet, daB h entweder zwischen 
genau zweien oder zwischen keinem der Punktepaare (a, B), (B, y) und (a, y) liegt. 


1) Cher diesan Gegenstand habe ich zum ersten Mal im November 1943 in Bukarest und 
Timisoara Vortrage gehalten. 

3) Um der leichteren FaBlichkeit und Handhabung willen erscheint uns die Forderung all- 
gemein angebracht, daB eine formalisierende Darstellung eines anschaulichen oder begrifflichen 
Fragenkreises sich môglichst eng an uns gewohnte algebraische Methoden anschlieBe. 
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Preilich fehlt dabei noch jede Aussage über die Existenz von Schnittpunkten, wie 
“sn der ublichen Formulierung des Axioms von Pascx vorkommt. Das ist aber für 
de allyemeine Anwendbarkeit unseres Zwischenbegriffs nur von Vorteil. Entspre- 
chend bestehen für unsere Trennbeziehung zwei Identitäten, die sich mit Hilfe der 
Abkuraung [4,4 | a, B] = h(a) h(B) (a) &(B) so schreiben 

{hy k | ay. ag]: [h, Kia, ag]: [h,k | as, a] = 1, 

[hy hy a, BJ- [hy hg | a, B]° {Ash | a, B] = 1. 
fore beiden zueinander dualen Gleichungen gelten, wenn h und & mit keinem der 
a, mzidieren und im zweiten Fall gleicherweise weder a noch B mit hk, inzidiert, 
fie wrute Identitat besagt, daB das H yperebenen paar (h, k) entweder keines oder genax 
sur der Punktepaare (aj, Ag), (Ag. as). (3, 41) trennt, die zweite beinhaltet entspre- 
chend die dazu duale Aussage. 

Cbrigens ist unser Trennbegriff, der für Punktepaar und Hyperebenenpaar aus- 
yeeprochen wurde, von Anfang an in sich dual. 

Jia mit einer Ordnungsfunktion immer sowohl ein Zwischen- als auch ein Trent- 
heyriff verkniipft ist, mag es auf den ersten Blick Zweifeln begegnen, ob sich etwa der 
Vrennbegriff der gewohnlichen reellen projektiven Geometrie durch eine Ordnungs- 
funktion beschreiben läBt, da ja beispielsweise die projektive Ebene durch eine Ge- 
sue nicht in zwei Seiten zerschnitten wird, was doch andererseits durch h(a) = + 1 
ausyedrickt wird. Indessen ist es tatsächlich so, daB sich jede Zwischen- oder Trenn- 
besiehung durch eine Ordnungsfunktion wie oben beschreiben läBt, wofern sie nur 
du durch die obigen Identitäten ausgedriickten Eigenschaften besitzt. Da diese 
Ausxage natürlich für die allgemeine Anwendbarkeit der Ordnungsfunktionen ent- 
scheidend ist, sei das für den Trennbegriff gültige Resultat ausfiihrlich zitiert. Es 
beschreibt sich folgendermaBen: 


In sinem ,,Raum‘ von Punkten und Hyperebenen sei irgendeine Inzidenz- und Trennbeziehung 
erklart mit folgenden Eigenschaften: 

1. Zu irgend fünf Punkten gebe es mindestens eine Hyperebene, welche mit keinem der Punkte 
inzidiert; zu jeder Hyperebene gebe es mindestens einen Punkt, der nicht mit ibr inzidiert. 

2. Durch die Trennbeziehung werde für jedes Quadrupel h, k, a, B, bei dem die Hyperebenen 
h, k nicht mit den Punkten a, f inzidieren, festgelegt, ob die Paare h, k und a, B sich trennen oder 
sucht, Wenn die Paare h, k und a, fi sich trennen, dann trennen sich auch k, A und a, B, ebenso 
h, k und £, a sowie k, h und f, a. 

3. Wenn a,, ag, Gg drei (nicht notwendig verschiedene) Punkte und h,, hy, hy drei Hyperebenen 
Hind, sodaB kein a; mit einem h, indiziert, so sollen stets die Hvperebenen h,, h, entweder keines 
oder genau zwei der Punktepaare (u,, ag), (a. G3), (4. a3) trennen, und es sollen die Punkte a,, a, 
immer entweder durch keines oder durch genau zwei der Hyperebenenpaare (k,. 44), (Ag, Ag), (44, hs) 
getrennt werden. 

Unter diesen Voraussetzungen laBt sich in diesem Rawm stets eine Ordnungsfunktion h(a) angeben, 
welche dann und nur dann verschwindet, wenn h und a inzidieren, wührend die Gleichung 


hia) hip) ha) kp) = — 1 
notwendig und hinreichend dafir ist, daB das Hyperebenenpaar h,k die Punkte a, B trennt. 


Die Ordnungsfunktionen einer Geometrie 11 


Hinsichtlich des Beweises muB auf die Abhandlung verwiesen werden. 


Das Vorstehende zeigt, wie allgemein die Trennbeziehungen sind, die durch 
Ordnungsfunktionen dargestellt werden kénnen. Natürlich fallt der gewühaliche 
Trennbegriff der reellen projektiven n-dimensionalen Geometrie darunter. Man be- 
achte auch, wie gering die Voraussetzungen über die Inzidenz sind! Für den Zwischen- 


begriff gilt Ahnliches. 


Freilich besitzen diese allgemeinen Zwischen- und Trennbeziehungen noch keines- 
wegs alle Eigenschaften, die wir von solchen Begriffen gewohnt sind. Vielmehr 
miissen wir den Kreis der betrachteten Ordnungsfunktionen noch durch zusatzliche 
Forderungen einengen, um nach und nach mehr aul die gewohnten Anordnungs- 
eigenschaften zuriickzukommen. Der erste, wichtigste Schritt in dieser Richtung 
sei noch angefiihrt. Wir beschranken uns dabei auf den Fall einer ,,ebenen‘ Geome- 
trie. Dann treten an Stelle der Hyperebenen ,,Geraden‘, und die beabsichtigte 
Forderung an die Ordnungsfunktion kônnen wir folgendermaBen aussprechen: 


Wenn a, B, y drei Punkte einer Geraden sind und g, h zwei weitere Geraden, die 
zwar mit y, aber weder mit a noch mit B inzidieren, so gelte stets: 


g(a) 9(8) h(a) MB) = 1. 

Das heiBt: Wenn von den beiden Geraden g und A die eine zwischen a und £ liegt, 
dann auch die andere. Wir nennen diese Eigenschaft die Geradenrelation. Sie ist 
grundlegend fiir das Rechnen mit Ordnungsfunktionen. 


Um die rechnerische Verwendung der Ordnungsfunk- 
tionen zum Beweise von Anordnungssitzen an einem 
Beispiel zu zeigen, setzen wir der Einfachheit halber über 
die Inzidenz voraus, daB es zu zwei verschiedenen Punk- 
ten stets eine und nur eine Gerade gibt, die mit ihnen 
inzidiert. Dann wollen wir beweisen: 

Wenn a,, a3, Pis Pas Vir Ya die drei Paare von Gegen- 
ecken eines vollstandigen Vierseits sind und g, h zwei Ge- 
raden, von denen die eine mit y,. die andere mit y,, aber 
keine mit a; oder B; inzidiert (vgl.Fig.), so gilt stets 
g(a) gas) Aa) A(as) = 9(B1) 9(B2) A(B,) R(Ba). 

Das bedeutet, daB das Geradenpaar g, h die Punk- 
tepaare a; und f; entweder beide trennt oder beide 
nicht trennt. 

Beweis: Es bezeichne f die Verbindungsgerade von y, und y,. Dann wird die Geradenrelation 
viermal angewandt: 





g (a4) 9 (Ba) f (as) f (Ba) = 1 
g (as) 9 (Ba) f (as) f (Ba) = 1 
h (a,) À (Bs) f (a) f (Be) = 1 
h (a3) h (B,) f (a2) f (B1) = 1 


Multiplikation aller Gleichungen liefert die Behauptung, da [f(a,)]* = 1, usw. 
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Schneiden sich g und A insbesondere in einem Punkt der Diagonalen B,, B,, so gilt nach der 

Geradenrelation überdies g(B,) 9(B,) A(B,) A(B,) = 1, s0 daB auch 
ga) g(as) h(a,) Mas) = 1 
wird. D. h., dann trennen g und h die Punkte a, und a, niemals. , 

Welche Tragweite haben nun die Voraussetzungen, die in einer Ordnungsfunk- 
tion mit Geradenrelation liegen? Um eine befriedigende Antwort auf diese Frage 
zu geben, werden unsere Trennbeziehungen einerseits mit dem üblichen Trennbegriff 
für zwei Punktepaare verglichen, andererseits ihre Wirkung auf einen mit Hilfe 
einer Punktrechnung konstruierten Koordinatenbereich untersucht. Das ist aller- 
dings nur môglich, wenn die Eigenschaften der Inzidenz stark genug sind. Dem- 
gemäB setzen wir für unsere ebene Geometrie die projektiven Inzidenzaxiome als 
erfüllt voraus. Dann gilt erstens: 

Eine Ordnungsfunktion mit Geradenrelation ist gleichwertig einer Trennbezichung, 
die für je zwei Punktepaare einer jeden Geraden angibt, ob ste sich trennen oder nicht, 
die invariant gegenüber Perspektivitdten ist und die überdies die lineare Eigenschaft 
besitzt: Sind ay, az, B,, Bs, Bs fiinf Punkte einer Geraden und inzidiert a, nicht mit B,, 
so trennt das Punktepaar (a,, as) entweder keines oder genau zwei der Punktepaare 
(Bas Ba), (B2 Ba), (Bs, B). 

Fiihrt man weiter in unserer ebenen Geometrie auf einer festen Geraden nach 
 Festlegung dreier Punkte 0,1, co in bekannter Weise eine Addition und Multipli- 
kation der Punkte ein, so induziert eine Ordnungsfunktion in dem so konstruierten 
, Koordinatenbereich" (gegebenenfalls Kôrper) eine Anordnung, gemaB der für jedes 
Element a erklärt ist, ob es > 0, = 0 oder < 0 ist, und die das ,,Monotoniegesetz 
der Multiplikation™ befriedigt, d. h., da8 af dann und nur dann > 0 ist, wenn ent- 
weder beide Faktoren < 0 oder beide > 0 sind. Hingegen gilt i. a. nicht das Mono- 
toniegesetz der Addition, d. h. trotz a > 0, 8 >0 kann sehr wohl a+ B < 0 sein, 
wie es übrigens auch vorkommen kann, daB — 1 > 0 ist. 

Eine solche Anordnung des Keordinatenbereichs, die nur dem Monotoniegesetz 
der Multiplikation zu gehorchen braucht, pflegen wir Halbordnung zu nennen. Dann 
kann man sagen: 

Eine Ordnungsfunktion mit Geradenrelation ist gleichwertig einer Halbordning des 
Koordinatenbereiches der Geometrie. 

Diese Aussagen umreiBen die Tragweite der Voraussetzungen, die in einer Ord- 
nungsfunktion mit Geradenrelation liegen. Durch stärkere Forderungen an die 
Ordnungsfunktion kann man stufenweise weitergehende Anordnung erreichen. 


(Eingegangen am 10. 12. 1947) 


Zum Problem des volistandigen Ungleichungssystems 
bei konvexen Kérpern 


Von H. Hapwicer in Bern/Schweiz*) 


Es bezeichne & die Klasse der konvexen Kérper des dreidimensionalen eukli- 
dischen Raumes. Für einen Kôrper 4 € & sollen wie üblich M, F und V das Inte- 
gral der mittleren Kriimmung, die Oberfläche und das Volumen von A bezeichnen. 
Es ist bekannt, da8 die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafiir, daB drei 
nicht negative reelle Zahlen M, F und V in der oben festgelegten Bedeutung durch 
einen konvexen Kérper A € & realisiert werden, noch nicht vollstandig aufgefunden 
werden konnten (vgl. hierzu z. B. T. BoNNESEN und W. FENCHEL}?), d. h. das Problem 
des vollständigen Ungleichungssystems ist noch ungelôst. In der vorliegenden Note 
werden auf Grund geeigneter Differenzierbarkeitseigenschaften der MaBzahlen M, F 
und V innerhalb der vollständigen inneren und äuBeren Parallelkérperschar des 
Ausgangskérpers drei Klassen St,, &; und 8, festgelegt, und zwar so, daB 


8 = À, DR; > &, 


gilt. Es zeigt sich sodann, daB für die echten Teilklassen St, und À, das obenerwähnte 
Problem gelést werden kann; d. h. es werden im Folgenden die notwendigen und hin- 
reichenden Bedingungen dafür angegeben, da8 die drei Zahlen M,F und V zu einem 
konvexen Kôrper der Klasse &, bzw. zu einem solchen der Klasse &, gehôren. Für 
die Klasse À = À, bleibt das Problem nach wie vor ungelüst. 


Wir bezeichnen mit G. BoL?) die Kérper der vollständigen inneren und déuBeren 
Parallelschar des Ausgangskorpers A mit A (A); À bedeutet hier den Scharparameter, 
den wir so wählen, daB A (0) mit dem sogenannten Kern von A, d. h. dem Ort der 
Inkugelmittelpunkte identisch wird. Der ursprüngliche Kérper A, von dem man bei 
der Scharbildung ausgeht, ist dann identisch mit 4 (r), wo r den Inkugelradius von 
A bezeichnet. Es ist dann A (r + a) bzw. A (r — a) der äuBere bzw. der innere 
Parallelkérper von A im Abstand a falls a > 0 ist. 


*) Uber das gleiche Thema hat der Verfasser im Oktober 1947 im Mathematischen Forschungs- 
institut in Oberwolfach vorgetragen. 

1) T. BonnEsEN und W. FENCHEL: Theorie der konvexen Kôrper, Ergebnisse der Mathematik 
und ibrer Grenzgebiete, Bd. 3, Berlin, J. Springer 1935. 

2) G. Bot: Beweis einer Vermutung von H. Minkowsk1, Abhandlungen aus dem Math. Seminar 
der Hansischen Univ. 15, 1943. 27—36. 


1 H. Hapwicer 


Bezeichnen wir nun die MaBzahlen des Kürpers A (A) mit M (4),F (A) und F (41. 
so läBt sich auf Grund der BRuNN-Minkowskischen Theorie die Folgerung ziehen. 
daB im ganzen Scharintervall 0 < À << o 

1 2 3... 

} Af (A), | F (A), | V (4) 
konkave Funktionen des Scharparameters A sind. Betreffend der Einzelheiten 
verweisen wir auf die oben zitierte Abhandlung von G. Bou. 

Die Funktionen .M (2), F (4) und V (A) sind somit in jedem inneren Punkt des 
Scharintervalls sowohl nach rechts als auch nach links differenzierbar. Im Folgenden 
soll ein angebrachter Strich stets die rechtsseitige Ableitung bezeichnen. Nach den 
Untersuchungsergebnissen des oben erwahnten Verfassers gelten dann die folgenden 
Relationen (a) \"’ (À) > F (2), 

(8) F’(4) = 2M (A), 
(y) M’ (A) = 42. 

Da es sich um die rechtsseitige Ableitung handelt, kann die Giltigkeit der an- 
gegebenen Beziehungen auf das links abgeschlossene Intervall 0 <= À < oo aus- 
gedehnt werden. 

Nun ergibt sich die in Aussicht gestellte Klasseneinteilung nach dem folgenden 
Gesichtspunkt. 

Ein konvexer Kürper A4 soll zu der Klasse &, bzw. &, bzw. À, gehéren, falls für 
alle 0 s2 À << o in (a) bzw. in (a) und (8) bzw. in (a) und (8) und (y) stets das 
Gleichheitszeichen gilt. 

Da bekanntlich in (a) stets das Gleichheitszeichen gilt, ist (wie dies oben wieder- 
holt vermerkt wurde) N, 5: &. 

Um gegenseitige Vergleiche der entsprechenden sich auf die verschiedenen Klassen 
bezichenden Ungleichungen besser zu erméglichen, wollen wir diese so schreiben, 
da8 auf der einen Seite iiberall die VolummaBzahl V steht. Die in Aussicht gestellte 
Aussage lautet dann wie folgt: Notwendig und hinreichend dafür, daB drei nich- 
negative Zahtwerte M, F und V das Integral der mittleren Kriimmung, Oberflache und 
Volumen eines konvexen Kôrpers der Klasse St, bzw. À, bzw. St, darstellen, tet das Be- 
stehen der beiden Ungleichungen (1) und (2,) bzw. (1,) und (2,) baw. (1,) und (2), 


wober 
gf? 


| (a) Vo sa 
| (2,.) FT? 


, . FF 
| (lj) OF: 3 M 


| y) Vo: . - M(6aF--M*)- - (2 — a) + | (7S a) 


men ae il. 
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(,) Vs —— LM (6 nF— M?)+ Vue — 427} 


(2,) Vz oh, |M Oar M?) — (12— x) 7 Gee) 


ist. 

In (1,) steht das Gleichheitszeichen bekanntlich fiir die Kappenkôrper der Kugel. 
Ungleichung (2,) ist unbekannt, demnach auch die Schar der zugehôrigen extremalen 
Kôrper“). Einen im Sinne der in Frage stehenden Extremalforderung günstigen 
Effekt zeigt die Schar der symmetrischen Kugelzonen*); diese Kérper kénnten als 
Lôüsung des betrachteten Problems wohl in Frage kommen (?). In (1,) steht das 
Gleichheitszeichen wieder für die Kappenkérper der Kugel, in (2;) für die Parallel- 
kérper der Kreisscheibe. Diese Kérper wurden im gleichen Zusammenhang von 
W. BLascakES) als vermutliche Lésungsschar des oben erérterten Extremalproblems 
innerhalb der umfassenden Kôrperklasse & = St, betrachtet. Diese Vermutung 
erweist sich demnach als richtig für die engere Kérperklasse &;. 


In (1,) endlich steht das Gleichheitszeichen fiir die Parallelkérper der Strecke 
und in (2,) wieder fiir die Parallelkérper der Kreisscheibe. Diese durch die beiden 
genannten Parallelscharen in gewissem Sinn begrenzte Klasse Sst, besteht aus den 


Parallelkérpern der ebenen konvexen Bereiche. 


Die an sich recht einfachen Beweise der oben vorgebrachten Behauptungen 
kénnen kurz angedeutet werden: Der wesentlichere Teil besteht offenbar darin, 


. nachzuweisen, daB die angegebenen Ungleichungen notwendig bestehen. Ungleichung 


(1,) gehért zur klassischen Theorie und folgt aus dem Brunn-Minkowskischen 


Hauptsatz. Ungleichung (2,) fehit (!). Der Beweis für Ungleichung (1,) ergibt sich 


durch die Bemerkung, daB &,€ St, gilt und da8 die Kappenkérper der Kugel zur 
Klasse &; gehéren. Zum Beweise der Ungleichung (2,) betrachten wir die beiden 
Funktionale 


J(a)=M(AP—42F (4) und H (4) = M (a8 —6x M (A)F (A) + 2422 V (A). 


Für die rechtsseitigen Ableitungen erhält man auf Grund der in der Klasse &, 
geltenden Voraussetzungen V’ (A) =F (1) und F’(A)=2M(A) die Ausdrücke 
J’ (A) = 2M (A) (M’ (A) — 42) und A’ (A) = [BM (AP? — 62 F (A)] M' (A) — 
12 x M (4} + 242? F (A), so dab wegen M’ (A) = 4 x sich J’ (A) = 0 und H’ (A)=0 
für alle 0 < À herausstellt. 


3) Vgl. den orientierenden Aufsatz: H. Hapwicer: Uber eine fehlende Ungleichung in der The- 
orie der konvexen Kôrper, Elemente der Math. 2, 1947, 51—54. 

*) Verschiedene Untersuchungen in dieser Richtung wurden von P. Givr, Assistent am Math. 
Seminar der Univ. Bern, durchgefiihrt. 

5) W. BLascaxe: Eine Frage über konvexe Kérper, Jahresbericht der D. M. V. 25, 1916. 
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Bezeichnen wir nun die MaBzahlen des Kürpers A (4) mit M (4).F (4) und T 
80 lä8t sich auf Grund der BRUxx-Mixkowskischen Theorie die Folgerung ziel 
daB im ganzen Scharintervall 0 < À < 0 

1 2 3 

para), F(A), IF) 
konkave Funktionen des Scharparameters 4 sind. Betreffend der Einzelhei 
verweisen wir auf die oben zitierte Abhandlung von G. Bou. 

Die Funktionen 3f (2). F (4) und F (A) sind somit in jedem inneren Punkt 
Scharintervalls sowohl nach rechts als auch nach links differenzierbar. Im Folgen 
soll ein angebrachter Strich stets die rechtsseitige Ableitung bezeichnen. Nach 
Untersuchungsergebnissen des oben erwahnten Verfassers gelten dann die folgen 
Relationen 





Da es sich um die rechtsscitige Ableitung handelt, kann die (iiltigkeit der 
gegebenen Beziehungen auf das links abgeschlossene Intervall 0 < 4< x a 
gedehnt werden. 

Nun ergibt sich die in Aussicht gestellte Klasseneinteilung nach dem folgen 
Gesichtspunkt. 

Ein konvexer Kürper A soll zu der Klasse A, bzw. St, bzw. st, gchüren, falls 
alle 0 £ A < © in (a) baw. in (a) und (8) baw. in (a) und @ und (7) stets 
Gleichheitszeichen gilt. 

Da bekanntlich in (a) stets das Gleichheitszeichen gilt, ist (wie dies oben wiec 
holt vermerkt wurde) st, = 3. 

Um gegenseitige Vergleiche der entsprechenden sich auf die verschiedenen Klas 
beziehenden Ungleichungen besser zu erméglichen, wollen wir diese so schreib 
daB auf der einen Scite überall die VolummaBzahl F steht. Die in Aussicht gestel 
Aussage lautet dann wie folgt: Notwendig und hinreichend dafiir, dap drei ni 
negative Zahiwerte Mf, F und V das Integral der mittleren Krümmung, Oberfläche à 
Volumen eines konvexen Korpers der Klasse M, bzw. St, bzw. St, darstellen, ist das. 
arr der beiden Ungleichungen (1,) und (2,) baw. (1) und @) baw. (1,) und ( 
wove: 








a) F< sy 
@) VE? 
| 4) Fs Ji 


| @ 





M(62F — M?) — (12 — 


Vollstindiges Ungleichungssvetem f+. seine. 0 ¢ 


° 1 . 2 EE _ 
| (ly Vx 04 33 [M6 — M) Me — = 


| i) FE [MG F -- Me — oe 


ist, 

In (1,,) steht das ( Crleichheitszeichen beKanntl 13 ores 
Uneleichung (2, Vist unbekannt. demnach 42% 2e S 2 
Kürperñ. Einen im Sime der in Frage ser er Lee 
Effekt zeigt die Schar der svmmetniseher booze. ere 
Lisune des betrachteten Problems wohl an frac por 
Gleichheitszeichen wieder für die happens’ ries aes el or. 
kirper der Kreisscheibe. Diese RKerper wore too - 
W. BhascHke®) als vermutliche Losurg.-) ue ue. nur ee. 
innerhalb der umfassenden Kerpersige~ 4 = 4 tees 
erweist sich demnach als richtig far ds ere. à es. 


In Ly endlich steht das Glejerts ess cer 
und in (2.1 wieder für die Parallek. rss cer tle ee 
genannten Parallelscharen in géxisssr sir tere ne 
Parallelkerpern der ebenen Kenvexen Bee. cr. 


Die an sich recht einfachen Brin tee ee en 
kinnen kurz angedeutet werden: ler voue 2e 7. 
nachzuweisen. daB die angegebenen Ws zrue,c eyes ee 
(1) gehort zur klassischen Theor:+ wre a 
Haupr<atz. Ungleichung (2,1 fehit "0 Tee bee. ne 
durch die Bemerkung, daB N.2Z 8, gir ce 
Klasse N, gehüren. Zum Bewei-e qu "ee eee _ 
Funktionale 


Je MUR —42xF() und Foe. 8 


Für die rechtsseitigen Ablesürer mie : 
geltenden Voraussetzungen Voi = 7 x 
J'(Ay = 2M (ALM (A)— Gr xe ° 
WaMisrP— 22 (As ce se. - 
für alle 0 < À herausstel: 








3) Vgl. den orientierendes Agee: 7 
e der konvexen Kérper, Reman ° 





Uber Integrale in der Kinematik*) 


Von WILHELM BLAScHKkE in Hamburg 


Als ich vor nunmehr 40 Jahren an der hiesigen technischen Hochschule studierte, 
hat mir mein Lehrer O. von LicHTENFELS die Aufgabe gestellt, die Arbeit von 
J. STEINER Zu berichtigen, die von der Verallgemeinerung der Sätze über Parallel- 
kurven handelt. Eine solche Aufgabe ist besonders anziehend. Einerseits namlich 
war STEINER voller guter Gedanken, abgesehen von seinen alten Tagen. Anderseits 
hat er seine Gedanken oft nur wenig durchgefiihrt, was damit zusammenhing, daB 
ihm rechnerische Hilfsmittel fremd blieben. 

Ich will heute in diesem Vortrag wieder an eine Arbeit STEINERS ankniipfen, die mit 
der eben genannten zusammenhängt. Sie ist 1840 in Crelles Journal 21 erschienen und 
trägt den Titel: Von dem Kriimmungsschwerpunkte ebener Kurven.(— Werke 2, S.99— 
159). Einige Geometer haben daran schon früher angekniipft, wie G. DanBoux in der 
Mechanik I von C. DEsPeyrous, Paris 1884, Note VIII, aber die Hauptsache bleibt 
dabei noch zu tun, wie ich Ihnen heute an einigen Beispielen zeigen zu kénnen hoffe. 

Ich beginne mit Betrachtungen der ebenen Kinematik, werfe dann einen 
Blick auf die Bewegungslehre der Kugel und schlie8e mit einer Formel der räumlichen 
Kinematik. 

§ 1. Ebene Kinematik 

Es sei {0’; €,', e.'} ein ,,festes‘’ cartesisches Achsenkreuz in der festen Ebene oder 

Rastebene E”, 9’ sein Ursprung, e,’,e,’ die Einheitsvektoren auf seinen rechtwink- 


ligen Achsen. Auf der Rastebene LX’ liege die bewegte oder Gangebene E und sie werde 
durch das bewegte Achsenkreuz oder Gangkreuz {0;e,,e,} vertreten. Wir setzen 


e, =e,’ cos#-+ e,’ sin Ÿ, eo = — €,’ sin 7 + e,' cos 9; 
D — DD —eu + Co Us, (1) 
t = 0 n= Ex (Uy + 21) + Co (ug + de). 
Daraus folgt 
de, — Co dÿ, de. = — C1 dd (2) 


und 
dy = e, {dx, + du, — (ue + x) dd} + e, {dxs + dus + (us + 2,)dd}. (3) 


*) Vorgetragen in Graz am 24. 3. 1944. 
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Für den Drehpol p, dessen Führungsgeschwindigkeit verschwindet, folgt daraus 
Pp, = — Uy, — Us, Po = — Ug + %, (4) 


wenn der Punkt Ableitung nach @ bedeutet. 
Liegt x in £ fest, so folgt aus (dz; = 0) (3), (4) 

L = ey (Pa — To) — ey (Pa — 44), (5) 
woraus zu ersehen ist: Die Bahnnormalen gehen jeweils durch den Drehpol, was 
schon DESCARTES bemerkt hat. Wir nehmen nun an {o (t); e, (t), e, (t)} seien stetig 
differenzierbare Funktionen der Zeit ¢ mit der Periode 2 x. Wir sprechen dann von 
einem geschlossenen Bewegungsvorgang und erklären die von der geschlossenen 
Bahn des Punktes x umfahrene Fläche F, durch 


+2 Do — Le 
2F, — poe ee? a. 6 
: 9 ut Ta — Pi + Li (8) 


Daraus ergibt sich ausfiihrlich 
Fy = Fo + Ay % + Ag y+ V2 Ay (ZF + à). (7) 
Darin treten dis Integrale auf | 
A, = $u,d0 =— $p, dd, A, = $u,dd = — $ pd. 

(7) ist im Wesentlichen das Hauptergebuis von STEINER. Für A, = 0 kônnen wir 
daraus entnehmen 

2 Fx 

Ay (9) 
ist die Potenz des Punktes x bezüglich eines in Æ befestigten Kreises K mit dem 
Mittelpunkt 

p, dd Pe dd 

a 7 Me = à (10) 
den man als Schwerpunkt der beweglichen Polbahn P dann erhält, wenn man ihre 
Bogenelemente mit der Masse d 8 belegt. Die Bedeutung der Integrale A,, A, führt 
sofort auf das Planimeter von A. AMSLER. 

Soweit die Ergebnisse Sterners. Aber schon in diesem einfachen Fall eines ge- 
schlossenen ebenen Bewegungsvorganges gibt es weniger bekannte Tatsachen. 
Nehmen wir etwa eine in Æ befestigte Gerade g, die bezüglich des Gangkreuzes 
{0;e.,e.} die Gleichung hat: 


x, COS a + zz, sina =p. (11) 


m= 


Sie hat vom Rastursprung den Abstand 
p =p+u,cosa+ u, sin a (12) 


und schlieBt mit einer Rastrichtung den Winkel 9 ein. Wir erklären den Flächen- 
DL; 
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inhalt der von g umhiillten, geschlossenen Linie oder Hiillbahn durch 





, dp! \?). 
F, = hr (%) | ad. (13) 
Wir finden bei geeigneter Wahl des Gangkreuzes {0; e., e,} im Fall 4, 0, wenn wir 
= ve Pa. =" | — :} Gs 7 == —— _..9o_ _— 
AT oF +937 MAT jo 493° «=? l'a? + 93 (14) 
setzen, wobei dann die g; homogene Linienzeiger von g sind, die Gleichung 
Avg? + (Au — 2F,) 9? + (422 —2F,) 92 =0. (15) 


Die Linien, die von den Geraden g in der Gangebene £ umhiillt werden, für die F, 
feste Werte hat, bilden also eine Schar konfokaler Kegelschnitte. Das Gangkreuz 
{0;e:,e.} ist dabei so zu wählen, daB es aus den Hauptträgheitsachsen der Be- 
legung der Gangpolbahn P besteht, die wir vorhin betrachtet haben. Die Integrale 
A,, haben die Werte | | 

A,,= $ (uu, —u;u,) dd. | (16) 


J 


$ 2. Kinematik auf der Kugelfläche 


Wir betrachten ein Rastkreuz {o'; e,’, e,’, e,'} und ein Gangkreuz {0; e,, €g, es}. 
das mit dem Rastkreuz den festen Ursprung 0’ gemein hat. Sind die e; rechtwink- 
lig und einmal stetig differenzierbare Funktionen der Zeit ¢ mit der Periode 2 x, so 
sprechen wir von einem geschlossenen Bewegungsvorgang eines Kreisels oder auf 
der Einheitskugel K' um den Festpunkt o’. Wir setzen 

de, = 69 Wg — C3 Wo, 
deg = €3 ©] — €, 3; (1) 
deg = Cy We — Cg D, 
wo die | 
wo, = f, (t) dt 
unseren Bewegungsvorgang bestimmen. Betrachten wir nun den Punkt 


T= €, Xy + Cy Xe + Cg Ta 
mit festen x. und 
x? + x + 22 =1. 
Für die von £ bei unserem geschlossenen Bewegungsvorgang auf der festen Einheits- 
kugel K’ umfahrene Fläche findet sich bei geeigneter Vorzeichenwahl 
F,=Fiti+Fitit Faits . (2) 
mit 
$ w; =F; (3) 
Auch dieses einfache Gegenstück zur Formel von STEINER dürfte bekannt sein. Es 
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gestattet manche Anwendungen in der Differentialgeometrie, wie G. Bot kürz- 
lich bemerkt hat. Den Drehpol kénnen wir durch 
Vi 
D Vo Foi + oF (4) 
erklären. Dann wird 


do=y œ? + w? + w2 


§ 3. Raumliche Kinematik 

Es sei {0’; e,’,€,’,¢3} das Rastkreuz und {0;e,,e,,e4} das Gangkreuz. Wir 
betrachten einen Bewegungsvorgang mit zwei Freiheitsgraden, indem wir 
o=0(t,, t,),¢, =e, (t,,t,) abhängig von zwei Parametern ¢,,¢, annehmen. Wir setzen 
voraus, daB die Fläche F der £,,t, im Phasenraum orientierbar und geschlossen sei und 
sprechen dann von einem geschlossenen zweigliedrigen Bewegungsvorgang. 
Ein im Gangkreuz befestigter Punkt re, 2,+ e¢,7,-+ €,2, beschreibt dann eine 
geschlossene ,,orientierbare** Fläche, der man einen Rauminhalt J, zuweisen kann. 
Für diesen Inhalt ergibt sich im ,,allgemeinen Fall" bei geeigneter Wahl des Gang- 
kreuzes eine Formel von folgender Art 
JT =do+- x? + Rss + An x? + “ut En x, (1) 
Flächen, fiir welche J, fest ist, sind also im allgemeinen ähnliche, zu ihrem gemein- 
samen Mittelpunkt ahnlich gelegene Quadriken. 

Der Grund dafiir, da8 diese Formel (1) und andere ähnlicher Art bisher nicht be- 
trachtete zu sein scheinen, ist wohl der, da8 das Rechnen mit mehrfachen Integralen 
in ausführlicher Form umständlich ist, daB man sich ferner in der Technik meist 
auf die Kinematik zwangsläufiger Einrichtungen beschränkt. Vielleicht darf ich 
zum Schlu$ darauf hinweisen, wie man dem Vorbild von E. Cartan folgend mittels 
der Formen von Prarr die Rechnungen übersichtlich gestalten kann. 

Wir setzen für unser Gangkreuz wie in § 2 zunächst 


d €r — es We — Qs W3, d Co = eC, Da — Cs 4, d es — Co O1 — €: Da (2) 


Darin sind die w jetzt Formen von Prarr, und zwar, wenn wir jetzt einen dreiglied- 
rigen Bewegungsvorgang nehmen, in drei Veränderlichen #,, tg, ts 


o= fa (t,, to, ts) d fy + he (t, to, ts) d ty + fs (t,, to, ts) d ty. (3) 
Als duBeres Differential von w bezeichnet man den Ausdruck 
dao= > a4 of t; , dt,] , (4) 


worin die eckigen Klammern andeuten, das die Produkte alternieren sollen: 


[w, o,] = — [a, w;]. (5) 
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Dann folgen durch äuBere Ableitung aus (2) die Integrierbarkeitsbedingungen 
d oO); — [We Ws], d Ws — [Ws 1), d Ws — [@, Os] (6) 
Jetzt wird für einen im Gangkreuz angehefteten Punkt £ 
E= Cyt + Cyt, + Cy Ts (7) 
mit 
T, = 0, Te Wg — La Wa) 
Ta = Og + Lg W, — Li Ws, (8) 
Ts = Os + LT: Da — Lo Wy. 
Aus (7) ergeben sich für die Prarrschen Formen die Integrierbarkeitsbedingungen 


do, = [02 3] + [ws:os], 
do, = [G3 0] + [w39,]. (9) 
d'os = [01 We] + [wo]. | 
Für das Raumelement, das vom Punkt x beschrieben wird, ist dann 
dJ,=[Titetal. (10) 
Das Integral über dieses alternierende Produkt erstreckt über ein Gebiet G des 
»Phasenraumes‘, kann man in ein Randintegral verwandeln nach der Formel 
Jd 92 = | 92. (11) 
G R(G) 
die alle üblichen Formeln von Gauss, GREEN und SToKEs umfaBt. Man findet 
dann unter Verwendung der Integrierbarkeitsbedingungen (6), (9) 


3 3 
2J,=2Jy— D 2Rojt;— D> Ry, tj %q + (Ri + Reet Ras) (x? + 25 + 25). (12) 
1 I 


Darin treten die Doppelintegrale als Randintegrale auf wie 
| (o,0,] = — Ry; j,k, t = 1, 2, 3; 2, 3,1; 3, 1, 2. (13) 
R 


und Ry, = R,;= { [o, w;]. (14) 


J 
Durch besondere Wahl des Gangkreuzes kann man erreichen 
Ro = Rog = Ros = 0 
Rog = Rs, = Ris = 0 
und kommt so auf unsere Formel (1) zuriick. 

Ks liegt nahe, daB es eine Fülle zu (1) verwandter Formeln gibt für Bewegungs- 
vorgänge im Raum mit zwei bis sechs Freiheitsgraden, wenn man, wie ich das in 
meiner Integralgeometrie getan habe, für die einfachsten geometrischen Figuren 
Dichten einführt und diese Figuren den Bewegungsvorgangen unterwirtt. 

Vielleicht kann ich auf diesen Gegenstand später noch ausführlich eingehen. 


(15) 


[Eingegangen am 1. 11. 1947] 


Uber die Ableitung absolut additiver Mengenfunktionen 


Von Otro Haupr in Erlangen und Curistian Pauc in Kapstadt 


I. Klassische Sätze der LesEescugschen Theorie besagen’): 


1. Darstellungssatz. Jede reelle, a-additive?), endliche (Mengen-)Funktion 
F (X) über einem geschlossenen®) (im übrigen beliebigen) o-Kôrper £ gestattet be- 
züglich eines beliebigen MaBes m (X) |f die Darstellung 


F(X) = 8 (E) + [f(X)dm 


wobei S (X) als (m-) singulärer Teil*) und / (X) als ein (m-) Integrand von F (%) 
bezeichnet werde. | 


2. Ist, speziell m (X) | { das LeBEsGuEsche (n-dimensionale) MaB im euklidischen 
E, und a das System z. B. aller (achsenparalleler) Würfel im £,,, so gilt 


a) Ableitungssatz. Es besitzt F (X) m-fast überall eine Ableitung 
DF (X) = D(X;F; a) nach a beziiglich m; überdies gilt 


b) Verschärfung. Es ist m-fast überall D F(X) — f (X), also m-fast iiberall 
die Ableitung gleich einem Integranden. 


Ii. Der Darstellungssatz gilt, wie aus seiner Formulierung hervorgeht, für beliebige 
f,m und F; auch wird darin keinerlei Bezug genommen auf eine in (der gréBten 
Menge) R (von f) etwa erklärte Topologie. Demgegeniiber ist der Ableitungssatz 
nebst Verschärfung zunächst nur fiir sehr spezielle £, m und a ausgesprochen, nämlich 


1) Vgl. z. B. Saxs, S., Theory of the integral, Warschau-New York, 1987, Chap. I., §14 und 
Chap. IV., § 5—7. 

3) Es wird F(X) als absolut- (oder voll-) additiv, kurz: a-additiv, bezeichnet, wenn 
F(X, + 2,+ ...) = F(%,) + F(X) +... für Z,,¢€ fund X,X,, = ©, fallsn + m; m,n = 1,2... 

3) Der o-Kôrper f heiBe geschlossen, wenn in f eine grôBte Menge R existiert. Bei geschlos- 
senem fist F(X | f, wenn endlich, sogar beschränkt. Der Darstellungssatz gilt für schwach endliche 
m(X) und F(X), d. h. für solche m und F, daB À Summe abzahlbar vieler fremder À, € fist mit 
endlichem m(R,) und F(R,). Der Einfachheit wegen sei oben im Text F(X) immer als endlich an- 

men. 

*) Zu S(£) existiert eine m-Nullmenge XN derart, daB S(X) = F(NX). Daher ist S(Y) = 0 für 
RY =O. Das Integral L(X) = F(X) — S(X) ist m-totalstetig, d. h. zu jedem € > 0 gibt es ein 
Ô(e) > 0, so daB | L(X)| < « für | m(X)| < d(e) (und X € f) oder, was damit gleich wertig, 
F (4) = 0, wenn nur m(X) = 0. 
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für das Lepescursche Ma8 im E, und das System a der Wiirfel im F,. Mit dieser 
Bemerkung ergibt sich die 


Frage: Inwieweit ist auch der Ableitungssatz nebst Verschärfung veraligemeine- 
rungsfähig und zwar méglichst unabhängig von topologischen Voraussetzungen über RL? 


Diese Frage ist von Herrn DE PossEL‘) positiv beantwortet für den Fall, dag 
F (X) m-totalstetig [also S (X) = 0 für jedes XE Fall (st)]; bzw. spezieller für den 
Fall, daB F(X) eine m-Lipscuitz-Funktion®) [Fall(s)] ist. Dabei ist ? und m | tf 
beliebig, wahrend das System a im Falle (st) bzw. (s) eine sogenannte starke bzw. 
schwache Viracische Ableitungsbasis, kurz st. baw. schw. Virau-Basis, 
bezüglich m fist, d. h. eine Gesamtheit von gerichteten’) Systemen g, die den 
folgenden beiden Axiomen geniigt: 


Axiom (A) 1. Die Elemente 3 eines jeden Systems g€ a sind in f enthalten 
und es ist 0 < _m(3) < + o. 2. Es ist m-fast jedem Punkt XE R mindestens 
ein Svstem g = g (X) € a zugeordnet und zu jedem g’ € a existiert ein 
Y=}(g)e R, so daB g’' = g (FY). 3. Erblichkeitseigenschaft: Für jedes g (X) gilt: 
Jedes zu g (X) konfinale Teilsystem von g (ZX) ist selbst ein g (X). 


Axiom (stV) bzw. (sehwV). Starkes bzw. schwaches ViTaLI-Über- 
deckungsaxiom: Es soll für a der starke bzw. schwache Vitatische Uberdeckungs- 
satz gelten. 


Dabei besagt der schuuche Vitatische Überdeckungssatz: Es sei MC R be- 
liebig mit 0 < m (M) < + oo, wobei m (M) = inf. (m(Y); ME Y; YErL) Ferner 
sel m-fast jedem Punkt X EM d. h. jedem X E M — N’, wobei MN’ E EF mit m (N°) — 0, 
mindestens eines der zugehôrigen g(X)C a zugeordnet, etwa g’ (X); das System 
aller 3 aus allen solchen g’ (X) sei v und werde als eine a-VÜberdeckung von 
M bezeichnet. Dann existiert zu beliebigem € > 0 eine Folge 3,, Sa, ... von 
Mengen 3,€ v und eine m-Nullmenge À € f derart, daB 


MEN + F1 + Fo + ..., also m(M) = m (MN (F1 + Ve + ...)), 
und m (Sa) + m3.) + ... << m (M) + €. 


Existieren sogar paarweise fremde derartige 3,, so spricht man von der Gültigkeit 
des starken ViraLischen Cberdeckungssatzes. | 


ns mm mo ee — 


5) R. DE Posse., Journ. Math. pures et appl. IX. s., 15 (1936), 391—4109. 

6) Es werde F(X) | t als m-Lipscuitz-Funktion bezeichnet, wenn eine Konstante M existiert 
mit | F(X)! < Mm(X). Notwendig und hinreichend hierfür ist, daB F(X) totalstetig und da ein 
Integrand von F(X) beschrankt ist. Vgl. pe Posse, a. a. 0.5), 400. 

*) Betr. gerichtete Systeme vgl. Haupt-AuMaNnN-Patc, Diff.- und Integralrechnung, 1. Bd. 
(2. Aufl. Berlin 1948), Nr. 6. 1. 5. Beispiele solcher g(X) im £, sind die auf X sich zusammenziehenden, 
ZX enthaltenden Folgen von Wiirfeln. Herr DE Posset beschrankt sich (a. a. O.5) auf rationale 
q(X), d. h. auf solche, die konfinale Folgen enthalten. 
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Fiir jedes dem Axiom (A) geniigende System a kann die obere und untere 
a-Derivierte einer (beliebigen, reellen) Funktion H (X)|f im Punkte PE R wie 
üblich, erklart werden als DH (P) = D(P;H; a) = sup, 4, (lim H (3,): m (3,)) 
und DH (P) = D (P; H; a) = inf, p, (lim H (Se): m(3,)); dabei ist lim und lim 
gebildet®) beziiglich eines beliebigen der q (P)E a, also 3, € q(P), und sup bzw. 
inf ist zu nehmen iiber alle g (P). 

Ill. Beim Versuche, Verallgemeinerungen zunächst nur des Ableitungssatzes 
für beliebige, (nicht nur m-totalstetige) a-additive F (X) | £ zu gewinnen, ergab sich, 
daB dies gelingt, wenn man zu den Axiomen (A) und (stV) hinzunimmt das 

Axiom (U). Umfassungsaxiom: Ist 3’ Element eines g(Y), so sind fiir m-fast 
jeden Punkt ZE 3’ und für jedes g (Z) schlieBlich alle’) 3 € g (Z) in $’ enthalten. 

Wir behaupten also: 

Satz. Vor. Es sei a eine, dem Axiom (VU) genügende starke Vita.i-Basis. Ferner 
sei F (X) | f eine a-additive, endliche Funktion. 

Beh. Ke existiert m-fast überall in R die a-Ableitung D (X; F; a). 

Bew. (I) O. B.d. A. kann man F(X) > 0 annehmen. Zwecks indirekten Be- 
weises setze man voraus, daB m (IN) > 0 fiir M = [D F— DF > 0]. Dann gibt 
es zwei positive Zahlen a, b und eine Teilmenge 8 von M mit 0 < m (B) < + wo 
derart, daB DF(X) <a <b < DF(X) für jedes X CB. (II) GemäB der Defi- 
nition von % existiert eine a-VUberdeckung von B, für deren sämtliche Elemente 
3 gilt: F(3) <am(S). Wegen 0 < m(%) gibt es daher gemäB Axiom (st V) zu 
beliebigem € > 0 unter diesen § abzählbar viele, paarweise fremde 3,, so daB für 
S=3+t et .-- gilt: 

(2) F(S)<am(S) und m(B) = m(B ©) sowie m(S) < m(B) + «. 

(III) GemäB Axiom (U), angewandt auf die $, in (11), und gema8 der Definition 
von 8 existiert nun eine a-VÜberdeckung von 8’ = % €, fiir deren sämtliche 
Elemente 3 gilt: 3’C S und bm(3’) < F(3'). Wegen 0 < m(%) = m (8) 
existieren daher gemäB Axiom (stV) unter diesen S$’ abzählbar viele, paarweise 
fremde %, derart, daB für S$’ = § + 3, + ... gilt: 

(3) CCE, bm(C') <F(S’) sowie m(B’) = m(B’ S’). 

(IV) Aus (2) folgt F (ES) < a m(%) + ae (wegen a > 0). Aus (3) folgt b m (B’) 
= b m(B’ 6’) < bm(S') < F (S') < F (S) (wegen 6 > 0 und G’C &). Zusam- 
men ergibt dies b m (B) <a m(B)+ ae [wegen m (8) = m(%’) gemaB (2)]. Da 
e > 0 beliebig (unabhängig von a, b und 8), ergibt sich b m(®) = a m(%) im 
Widerspruch mit 0 <a < b und 0 < m(B) < + oc. 

Zusatz. Da F(X) endlich auf dem geschlossenen o-Kürper f, so ist D F(X) 
m-fast iiberall endlich. 


8) Vgl. HaUPT-AUMANN-PAUC, a. a. O.%), Nr. 6. 1. 5. 1. 
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Anmerkung. DaB die Axiome (A), (stV) und (U) zusammen nur zum Beweis 
des Ableitungssatzes, nicht aber seiner Verschärfung für beliebige a-additive (end- 
liche) F (X) ausreichen, zeigt folgendes, von Herrn pE PossEL angegebene Beis piel: 
Es sei KR = [(—1,+ 1]C £, und f der aus dem System aller offenen Teilmengen 
von R erzeugte kleinste (BorEtsche) o-Kôürper, ferner L | £ das gewôhnliche (1-di- 
mensionale) Boretsche Ma8. Weiter sei ’ = (—1,0], R’=[0,+ 1] und 
m (X)= L (X R’) sowie F (X) = L(X RK") fiir XE £. Dann ist m (X) | fein MaB und 
m (ft) = 0. Hingegen ist F(X) = F(X AR") endlich, a-additiv und m-singular 
über f, also insbesondere jeder Integrand / (X) von F (X) m-fast überall Null. Nun- 
mehr erklären wir eine Ableitungsbasis a bezüglich m | f folgendermaBen: Jedem 
Punkt YE R’ sei zugeordnet ein g(¥) bestehend aus einer Folge von Mengen 
Y. = (x, al + [z.+1, x + 1] derart, daB Ex, x], [z,, z,]C À’ und 
lim (x! — x,) = 0. Es ist S,€e Ï. Wegen m (R’’) = 0 ist damit m-fast jedem Y ER 
ein g (Y) zugeordnet und das System a aller dieser g (Y) genügt den Axiomen (A), 
(st V) und (U) beziiglich m | f. Andrerseits ist D(X:F;a) = 1, also DF (X) +f (X), 
für m-fast alle XC R. 

IV. Aus dem Beispiel von Herrn DE Posse (Ziff. III., Anmerkung) geht hervor, 
daB die Ableitungsbasis a auBer den Axiomen (A), (stV) und (U) noch weitere 
Axiome erfiillen muB, wenn fiir die a-Ableitung jeder a-additiven Funktion auch die 
Verschärfung des Ableitungssatzes gelten soll. Ein derartiges Axiom ist ebenfalls 
von Herrn DE PossEL angegeben worden’). Ein anderes derartiges Axiom, das we- 
sentlich einfacher erscheint und lediglich eine mengenalgebraische Eïgenschaft der 
Ableitungsbasis, also eine auch von m unabhangige Eigenschaft zum Ausdruck bringt, 
erhält man bei Analyse eines der Beweise!®) für die Verschärfung des Ableitungs- 
satzes im Falle des E,. Dieser Beweis beruht nämlich im wesentlichen auf einem 
LEBESGUEschen Lemma (vgl. Ziff. V.) und dieses wiederum auf folgender Tatsache: 
Es sei £ der kleinste o-Kôrper (Boretscher Kérper) über dem Korper der Inter- 
vallaggregate (im £,). Dann besitzt das System o der offenen Mengen (im £,) die 
folgende | 

EinschlieBungseigenschaft: Zu jeder beliebigen a-additiven, endlichen, 
nicht-negativen Funktion F(X)|f, zu beliebigem ¢ >0 und beliebigem Yet 
existiert ein G& = G (F; €; Ÿ) € o derart, daB YZ) € Gund F (G — J) <e. 


Der Beweis dafür, daB o im EF, die EinschlieBungseigenschaft besitzt, wird üb- 
licherweisel®) unter Heranziehung spezieller Eigenschaften der Intervallaggregate 
bewiesen: Wie eine näâhere Untersuchung ergibt, ist indes die EinschlieSungseigen- 


9) R. pe Posse, C. R. Acad. Sci. Paris, 224 (1917), 1137—1139 und insbesondere 1197—1198. 
Dort wird ein verallgemeinerter Ableitungsprozess zu (runde gelegt und es werden Funktionen 
mit Werten aus einem normierten, volistandigen vektoriellen Raum zugelassen. Bei Herrn D&E Posse. 
tritt Axiom (U) nicht explizite auf. 

10) Vgl. Saxs, a. a. O.1), Chap. III, § 6. 
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schaft eine Folge lediglich der beiden, rein mengenalgebraischen Eigenschaften des 
Systems 0, nämlich: (E,). Es ist o ein o,d-System, d. h. die Bildung der Summe aus 
abzählbar vielen und des Durchschnittes aus endlich vielen Mengen von o führt nicht 
aus 0 hinaus. (E,). Es ist o eine (Borersche) Erzeugende für f, d. h. f ist im klein- 
sten o,0-System über o enthalten. 


Wir behaupten also die Giltigkeit des folgenden algemeinen, nämlich von den 
Azxiomen (A), (stV) und (U) unabhängigem 

Hilfssatz. Vor. Es set £ srgend ein o-Kérper. Ferner sei 0 ein in t enthaltenes 
o,d-System und zugleich Erzeugende von f. 

Beh. Hs besitzt 0 die EinschlieBungseigenschaft. 


Bew. Ist 9 E 0° — 0, so kann G = Y) gesetzt werden und die Beh. ist daher 
jedenfalls richtig für o© statt fiir f. Wir wenden transfinite Induktion an. Die Beh. 
sei also schon bewiesen bis zur Ordnungszahl y, d. h. für die Vereinigung f = 0 
aller Mengensysteme, die durch a-malige, abwechselnde o- und 6-Bildung, beginnend 
mit der 6-Bildung über 0, erzeugt werden für alle a < g. Ist nun M,€ f, 
y=1,2,... unde=e,+e,+... mit €, > 0 fiir jedes », so existiert nach Vor. 
bei beliebiger, aber festgehaltener Funktion F (X)|f ein G,€ o mit M,C G, und 
F (G,— M,) <e. Wir setzen © = M, + M+... und G = GE, + G4 ...; 
dann ist GE f,, 6 € osowie SC G und G6 — SC (G, — M) + (Ge — Mo) + .... 
Daraus folgt [wegen F (X) > 0], daB F (G — G).< €, und damit die Beh. für f,. 
Zum Beweise der Beh. auch fiir f, setzt man D = Mt, M, ...E f, und G, = G,... 
G, Go und zeigt analog, daB F (G, — D) < 2 & für schlieBlich alle n. Da nun 
o**! entweder gleich f, oder gleich f,, ist der InduktionsschluB fertig. 


V. Entsprechend den Darlegungen in Ziff. IV. fügen wir den Axiomen für die 
Ableitungsbasen noch hinzu das 

Axiom (E). Erzeugendenaxiom: Es sei a eine dem Axiom (A) geniigende 
Ableitungsbasis beziiglich m | f und v das System aller, in den g (X) € a auftreten- 
den §. Dann soll im kleinsten o-System b, über » ein o,d-System o enthalten sein, 
das Boretsche Erzeugende fiir f ist. 


Das von uns benôtigte verallgemeinerte LEBEsGuEsche Lemma lautet 

Lemma. Vor. Es set m|f ein Ma. Ferner sei a eine den Axiomen (A), (st V), 
(U) und (E) geniigende Ableitungsbasis beziiglich m | t. 
' Beh. Für jede a-additive (endliche) und nicht negative Funktion F (X)|t 
gilt: Ist MC R mit 0 < m(M) < + co; ist ferner DF (X) > a für jedes X € M, 
so besteht für jedes XC £ mit MC X die Ungleichung F (X) > a m (Ni). 

Bew: Wegen F(X) > 0 kann a > 0 sowie 0 < m(M) angenommen werden, 
ferner ist F (X) < + oo. Es sei 0 < 6 < a und € > 0 beliebig. Da Axiom (E) erfüllt 
sein soll, ist der Hilfssatz in Ziff. IV. anwendbar. Daher existiert zu jedem PET 
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mit MC Y (und F(Y) < + oo) ein GEo mit YC Gund F(G— Ÿ) < €, also 
mit F (G) <F(%)+ «. Wegen GE oc », ist & Summe abzählbar vieler SE v. 
GemäB Axiom (U) sind daher fiir m-fast jeden Punkt X’ von @ und fiir jedes 
g (X')€ a schlieBlich alle 3 € g (X’)in G enthalten. Da nach Vor. ferner DF (X) >a 
für jedes X € M, so gibt es zu m-fast jedem Punkt X” von M ein g (X’’) derart, 
daB F (3) > 6 m (3) für jedes JE g (X"’) und überdies FC G. GemäB Axiom (st V) 
existiert daher wegen 0 < m (Ÿ) eine Folge von in G enthaltenen paarweise 
fremden %,, $2, ..., derart, daB m (M) = m(M S) mit E = 3,4+3.+ ...cG 
und da8 überdies F (3,) > 6m(§S,) für » = 1,2, ... Summation der letzten Un- 
gleichungen ergibt F(S) >bm(S); wegen F(Y) >F(G)—e und m(S)> 
m (MS) = m(M) sowie ECG ist mithin F(Y)) >F(S)—e>bm(S)— 
e > b m(M)— €. Da aber weder Y) noch Mt von € abhängen und da b beliebig 
(0 <b < a), so folgt schlieBlich F (9)) > a m (M), w. z. z. w. 
Mit Hilfe des Lemmas ergibt sich jetzt der 


Ableitungssatz nebst Verschärfung. Vor. Es sei a eine starke ViTALI-Basis, 
die auBerdem dem Umfassungs- und dem Erzeugendenaxiom genügt. 

Beh. Jede a-additive, endliche Funktion F (X) besitzt m-fast überall einen Inte- 
granden f (X) von F(X) als a-Ableitung. 

Bew. GemäB dem in Ziff. II. erwähnten Satz [Fall (st)] von Herrn DE Posse’) 
besitzt der m-totalstetige Teil von F(X) m-fast überall einen Integranden von 
F (x) als a-Ableitung. Es ist daher nur noch zu zeigen, daB der m-singuläre Teil 
S (X) = F (MX) von F(X) m-fast überall die a-Ableitung Null besitzt. Dies folgt 
aber unmittelbar aus dem Lemma: Wir nehmen o. B. d. A. S(X)> 0 an. Es sei 
R= R—N und C, = (DS (X) Sn] R’, n —1,2,.... Zu zeigen ist, daB 
m (&,,) = 0 für jedes n, wobei 0. B. d. A. m (€,) < + oo angenommen werden kann. 
Zufolge des Lemmas ist aber S (9) > n-1 m(&,,) > 0 für jedes ICE mit C, € Y. 
Wegen €, R° kann 2) = À’ gesetzt werden. Da aber S (R') = F [M(R — N)} 
= F (©) = 0 ist, ergibt sich m (€,) = 0. 


(Eingegangen am 20. 12. 1947) 


Darstellungs- und Struktursätze für BooLesche Verbände 
und 0-Verbände!) 


Von CHRISTIAN Pauc in Kapstadt 


1. Der Stonesche Darstellungssatz?*) 


1.1. Die Ultrafilter als Punkte. Wir bezeichnen mit À einen Booreschen 
Verband mit Einheit, mit a,b, ... beliebige Elemente aus À (Somen), mit 0 bzw. 1 
das Null- bzw. Einheitselement von À, mit a © b bzw. a © b (oder a : b) die Vereini- 
gung bzw. den Durchschnitt zweier Elemente a und b, mit a + b die Sronesche 
Summe (Diskrepanz), mit C a das Komplement von a. 


Nehmen wir an, es liegt eine Darstellung von 2 durch Mengen A vor, nämlich 
A =R (a), a=R-1(A), wobei R eine Isomorphie ist. Wir setzen A = R (2), 
N =R (0), E = R(J); N ist dann die leere Menge von EF, die Mengen A sind Teil- 
mengen von £. 


Es sei e ein beliebiger Punkt von E. Das System J = J (e) der Mengen A, die 
e nicht enthalten, ist ein Primideal in dem als Booceschen Ring aufgefaBten Verband 
9; das System U = U (e) der Mengen À, die e enthalten, ist ein Ultrafilter®). J bzw. 
U entspricht in À durch R-! das Primideal § = $ (e) = R-!(J) bzw. der Ultra- 
filter 1 = W(e)=R-1(U). Die Aussage e€ A ist mit einer der gleichwertigen 
Aussagen a non € 3 (e), ac M(e) äquivalent. Daraus folgt, da8 man die allgemeinste 
Darstellung durch Punktmengen (bis auf eine Isomorphie) von À gewinnt, indem 
man als Punkte entweder die Primideale 3 oder die Ultrafilter U von À nimmt 
und die Zusammengehôrigkeit zwischen Punkten und Elementen von 2, in Zeichen 
©, durch 

(3© a) = (anon€ 9) 

oder (UE a) = (ac U) 


1) Dieser Bericht enthält den Stoff von drei Vorträgen, die ich dank einer freundlichen Ein- 
ladung von Prof. St'ss im Mathematischen Forschungsinstitut in Oberwolfach am 11., 12. und 13. 
August 1947 gehalten habe. 

3) M. H. Stone, Proc. Nat. Ac. sc., 20, 1934, 5.198; The theory of representations for BooLe an 
algebras. Trans. Am. Math. Soc., 41. 1937, S. 375—481. 

3) N. Boursaxi, Topologie Générale, Act. Se. Ind., 858, Paris, 1940, S. 25—26. Die Ultra- 
filter heifen in der amerikanischen Literatur ,,maximal basic sets‘ (LEFSCHETz) oder ,.dual prime 
ideals** (Loonis). 
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definiert. In den Darstellungen von STONE bzw. H. Cartan werden alle Primideale 
bzw. alle Ultrafilter herangezogen. Wir wollen im Folgenden den CARTANschen 
Standpunkt verfolgen. 


Wir bezeichnen mit « den Ultrafilter 1, wenn er als Punkt aufgefaBt ist. Jedem 
a aus À wird die Menge M = P (a) der Punkte u zugeordnet, derart, daB ac IL 
Solche Ultrafilter werden durch Verfeinerungen des Filters der Oberelemente von 
a ermittelt. Da die Filtereigenschaft endlichen Charakter besitzt, gewährleistet 
das Zorxsche Lemma deren Existenz für jedes a’). Wenn a + b ist, dann ist min- 
destens eines der Elemente a -Cb und b-Ca, etwa a-Cb von Null verschieden. 
Jeder Filter über a-Cb ist Filter über a und enthalt b nicht; also gehôrt jeder 
Ultrafilter über a: Cb zu P(a), aber nicht zu P(b). Daraus folgt P (a) FPO 


Die Homomorphieeigenschaften von P, namlich 


P (Ca) = U — P (a), (U': Gesamtheit der Ultrafilter in 9 
P (a, v a) = P(a,) v P (a), 

werden leicht aus der Eigenschaft abgeleitet, die die Ultrafilter unter den Filtern 
kennzeichnet: 

Jeder Ultrafilter über einer endlichen Vereinigung enthalt mindestens einen der 
Summanden®). Aus dieser Eigenschaft folgt die Komplementeigenschaît : 

Von je zwei Komplementarelementen gehért einem Ultrafilter genau eines an. 

Wir erhalten die allgemeinste Darstellung R von A durch Mengen, indem wir 
die Menge U = P (1) durch eine Teilmenge £ ersetzen, derart, daB E - P (a) dann und 
nur dann leer ist, wenn P (a) selbst leer ist (Verarmungsproze8 unter Erhaltung der 
Boozrschen Verkniipfungen)*) und R (a) = £ - P (a) setzen. 


1.2. Koordinaten und Signatur eines Ultrafilters‘). Wir legen ein im 
SToNEschen Sinne erzeugendes System5) @ von À zugrunde, dessen Elemente wir 
etwa in eine transfinite Folge g,, ge. ...,gq;, ... vom Typus w, ordnen. Es liege 
ein Ultrafilter 11 von À vor. Wir setzen 


K,=1, wenn g,EGU, A, =0, wenn Cg, € U. 


Wir nennen A, die A-te Koordinate von 1. Die Folge s = (K,, Ko, ..., Kj, ...) 
heiBe die Signatur von 1 wie auch von wu; s ist ein Element aus der &,-ten Potenz 
S = S™ der binären Menge {0, 1}; ein Element aus S kann nämlich als eine Folge 
von Nullen und Einsen vom Typus , bezeichnet werden. Durch s ist U eindeutig 
bestimmt. In der Tat sei a ein beliebiges Element aus À, das sich von g,1, ..., 
q,, aus durch die Boo.eschen Operationen gewinnen 1aBt; a ist eine Vereinigung von 
-Monomen®) 





4) Cur. Pauc, Compléments à la représentation ensembliste d'une algèbre et d'une o-algébre 
booléennes, C. R. Paris, 225, 1947, S. 219—221. 

5) M. H. Stone, The theory of representations for Boo.Ean algebras, Trans. Am. Math. Soc., 40, 
1936, S. 55. 
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M=q,,° G++» Qi,, Wobel q,.— g,, oder = Cqg,. (it = 1,2, ...,n), 
Jedem G-Monom ordnen wir eine Signatur ¢ = (X,,, ..., À, ) zu, wo 
X,,=1, wenn q,.= g,, und X, — 0, wenn q,.=C g,. 
Die Signatur ¢ bestimmt das Monom m = m, eindeutig. Also a = Ut wo 7' eine 
t 


endliche Menge von Monomsignaturen bezeichnet. 

Definition. Eine Monomsignatur ¢ = (X,,, ...,X;,) heife mit einem Punkt 
8 = (K,, Ky, ..., Kj, ...) aus S vertriglich, wenn X,,.= K,.(i = 1, ..., 2). 

a gehért W an dann und nur dann, wenn fiir ein ¢ aus 7’, m,€ U, also wenn min- 
destens ein ¢ aus 7' mit der Ultrafiltersignatur s vertraglich ist. Daraus folgt, daB zwei 
Ultrafilter mit derselben Signatur identisch sind. 

Ist s die Signatur von U, dann bilden die Monome, deren Signatur mit s ver- 
träglich ist, eine Basis von U1, die Elemente q, = g,, wenn K, = 1, q, = C g,, wenn 
K, = 0, ein im Sime von BourBaki erzeugendes System von U1’). Für die Signatur s 
eines Ultrafilters W gilt: 

(S) Jedes Monom m, dessen Signatur mit s verträglich ist, ist Æ 0. 

Nehmen wir an, daB ein Punkt s aus S die Eigenschaft (#) besitzt. 
Dann bilden die Monome m, deren Signaturen mit s verträglich sind, die Basis eines 
Filters U,. Wir behaupten, daB U, sogar ein Ultrafilter ist. Es sei nämlich a ein 
Element aus 2, das sich etwa aus g,,...,9,, erzeugen lat. Wir betrachten die 
Monome m,, die durch Ausmultiplizieren des Durchschnitts (g,, L Cg;) 
(g,, v © g,,) --.. (Gi, v © g;,) = J entstehen; D sei die Menge ihrer 2” Signaturen. 
a ist eine Vereinigung solcher Monome’) a = |} m,, wobei D,C D ist, Ca = |] m,, 

‘ED, tED, 

wo D, = D—D,. D enthält eine Monomsignatur (übrigens nur eine) a, die mit 8 
vertraglich ist. Aus der Definition von U, folgt m, € U,. Es gilt entweder m, Ca 
oder m, € Ca, je nachdem a€ D, oder a€ Dy. Wegen der Filtereigenschaft be- 
steht eine der Beziehungen ac U,, Cac U. Das ist gerade die Komplements- 
eigenschaft, die die Ultrafilter unter den Filtern charakterisiert. Infolgedessen 
dürfen die Punkte der Carranschen Darstellung als Punkte von S) aufgefaBt 
werden, die die Eigenschaft (%) besitzen. 

Wir waren zur Einführung dieser Punkte und zur Bedingung (%) auf einem an- 
deren Wege geführt worden’); nämlich durch den 

1.8. Isomorphiesatz fiir BooLesche Verbande, die erzeugende Systeme 
mit denselben Bindungen zulassen. Es seien A und Y' zwei Booresche 


6) Boursaxt, loc. cit.?), S. 22. 

*) G. BinguorFr and SAUNDERS Mac Lane, A Survey of Modern Algebra, New York, 1944, 
S. 320—323. 
8) Cur. Pauc, Construction de mesures, C. R. Paris, 222, 1946, S. 123—125. 
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Es sei O ein d-System1®) von Teilmengen einer Menge Æ£. Eine Menge X CE 
heiBe durch O unteilbar oder ein O-Atom, wenn fiir jedes o aus O entweder o : X leer 
oder o = X ist. 

Wir nennen einen Ultrafilter von O atomistisch oder einen Hauptfilter, wenn er 
aus den O-Obermengen eines O-Atoms besteht. 


Die durch O auf £ erzeugte topologische Struktur!1) ist bikompakt!?), wenn alle 
Mengen eines Filters aus O einen Punkt, mithin ein O-Atom gemeinsam haben, oder 
was damit äquivalent ist, wenn jeder Ultrafilter aus O ein Hauptfilter ist 13). 


Nun wollen wir zum Raum [UJ] und zum System P zuriickkommen. Die U- 
Aggregate sind die Mengen aus [l’], die zugleich offen und abgeschlossen sind. 


Unter dem bindren Raum verstehen wir den diskreten, aus zwei Elementen, etwa 
O und 1. bestehenden Raum. Mit [|S] = [S“] bezeichnen wir die &,-te Potenz des 
binären Raumes. In [S] bilden die S, eine Umgebungsbasis. Die Topologie von 
{U]ist die in U durch (S] induzierte Topologie. Als Umgebungssystem eines Punktes 
u von U dürfen wir das System der Mengen UU", zugrunde legen, wobei ¢ eine mit u ver- 
tragliche Monomsignatur ist. Dasselbe System stellt die Ubertragung durch die 
Isomorphie P des x definierenden Ultrafilters dar. 


2. Die natiirliche Topologie eines Booceschen Verbandes 


In § 1. 3. ist uns eine Topologie des Darstellungsraumes begegnet, die wesentlich 
mit dem Booreschen Verband verbunden ist. In diesem Paragraphen geben wir 
einige Anwendungen dieser Hilfstopologie. 


2.1. Kompaktisierung eines BooLeschen Mengenverbandes. Nehmen 
wir an. À sei ein BooLescher Mengenverband; um daran zu erinnern, bezeichnen wir 
ihn mit A und die Einheit (Grundmenge) mit £. Wir pragen £ eine topologische 
Struktur auf, indem wir À als eine Umgebungsbasis nehmen. AuSerdem verabreden 
wir, die durch A untrennbaren Punkte zu identifizieren. mithin die A-Atome als 
Punkte aufzufassen. Æ wird dadurch zu einem total unzusammenhangenden Haus- 
porFFschen Raum [£]. Nun betrachten wir den im vorangehenden Abschnitt cin- 
gefiihrten Raum [U]. Um diese Raume in Verbindung zu setzen, identifizieren wir 
den aus den A-Obermengen eines beliebigen Punktes e von £ gebildeten Ultrafilter 
mit dem Punkt e selbst. Damit wird der Raum [£] in [U] eingebettet. 


Jeder Menge A aus À entspricht durch P das U’-Aggregat P. Da A jedem Ultra- 
filter über einem Punkt von À angehürt. gilt A € P. Es ist unmittelbar klar. daB 


10) Ein d-Svstem ist ein Svstem, das mit je zwei Elementen deren Durchschnitt enthilt. 

11) N. BourBakl, loc. cit.3), 8. 10, 11. 

13) Nach Hacsporrr, d.h. es gilt der Heint-Boresche (berdeckungssatz. 

13) Vol. N. BourBAKI, loc. cit.3), 5. 59, 60. Der espace compact’ bei Boursakt ist der bikom- 
pakte Hausporrrsche Raum. 
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P-E = A ist: folglich gilt 4 = P-E. Mit P ist zugleich A nicht leer: infolgedessen 
gilt E= UL. 

Wir behaupten, daB P (4) = 4. Es sei u ein beliebiger Punkt aus U. ferner F 
der « entsprechende Ultrafilter von Mengen aus A: das zugrundegelegte Umgebungs- 
system von uin{Ü]ist U == P(E). Jede Umgebung P* von u aus U enthalt die Menge 
A* = P-1(P*) aus F. Es gelten die Aquivalenzen 


(ue P(A) ~ (AEF) ~ (A> F nicht leer für jedes F aus F) ~ 
~ (A-V nicht leer für jedes Vo aus U)~(u € A). 


Damit ist die Gleichheit P (4) = A bewiesen. 


Der Chergang von [E]zu [U | istein Spezialfall des WaLtMansschen Verfahrens™) 
zur Einbettung einer mit einer topologischen Struktur versehenen Menge in einen 
hikompakten Raum). Da [£| vollstandig regular ist!*). sind wir in dem Cecu™+ 
Tycuonorrschen Fall: der gewonnene Raum ist Hatsporresch. 

Wenn wir das Tycuonorrsche Verfahren anwenden wollen. dann ordnen wir 
jeder Menge A aus A ihre charakteristische Funktion g , zu. Als Koordinaten eines 
Punktes ¢ von E werden die g , (¢) definiert. Jeden Punkt e von Æ dürfen wir mit 
einem Punkt von {0,1}. wo p = À .identifizieren. Dadurch ist |Z] in eine Po- 
tenz des binären Raumes {0. 1} eingebettet. [UT ist. bis auf cine Homüomorphie. 
die abgeschlossene Hülle von £ in dem umfassenden Raum. 


2.2. Erweiterung eines Jonpas-Inhaltes Zu einem MaBe. Es sei y ein 
JORDAN-Inhalt (nicht negative. endlich additive. endliche Somenfunktion) mit den 
Booteschen Verband Y als Definitionsbereich. Mac NEILLE!) betrachtet für je 
zwei Elemente a’. a” aus X den Nikonyuschen Abstand 6 (a. a”) = y (a’ — a") 
= yo -— a’). Dureh Vervollstandigung des damit gewonnenen metrischen Raumes 
[X] sowie stetige Chertragung der BoozEschen Verknüpfungen und y. gelangt er zu 
einem mit einem positiven MaBe!®) # versehenen BoorEschen o-Verband GC. Ist 
y positiv. dann stellt « eine Erweiterung des Jorbax-Inhaltes y dar. 

Wir übertragen y von % auf P = P (M). indem wir y* (7?) = y (a) setzen. wobei 
P Pa). Wegen der Kompaktheit der Mengen P ist >* trivialerweise (bedingt) 
abzählbar additiv. läBt sich infolgedessen ‘zu einem MaBe «* erweitern, mit dem 
Boreischen o-Verband über P. in Zeichen B = B (P). als Definitionsbereich. Be- 
zeichnet N das o-Ideal der #*-Nullmengen von B. dann stimmt & mit ”* auf BN 
iiberein. Das MaB #* nennen wir die natürliche Erweiterung von y*. 

Ny WaLLMaxx. Lattices and topological spaces, Annals of Math. 39. 1838. SN. 112—126. 

D) Raum im Sinne von Koeratowsar Vel. ALEVaNpRoFF und Horr, Topologie, Berlin, 1933, 
S.37. 

8, FE. Cecn. On bicompact spaces, Annals of Math.. 38. 137. 8. 823-0 S44. 

3 Extensions of measure. Proc. Nat. Ae. Se. USA. 24. 1438. 8. INS -193. 

y Ein MaB heift positiv. wenn es auf jedem von Null verschiedenen Soma, positiv ist. 
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Falls X ein Mengenverband ist, etwa A mit der Einheit £, dann kann nicht immer 
y zu einem MaBe A erweitert werden; wohl aber y*. Nehmen wir an, daB y in À er- 
weiterbar ist. Aus 4 — P-£ folgt, daB B = B*- Fist für zwei homologe!*) Bo- 
REIsche Mengen B bzw. B* über A bzw. P. Andererseits gilt wegen der homologischen 
Bildung 4(B) = u*(B*). Ist B* CU — E, dann ist B leer, infolgedessen #* (B*) 
= 0. Das innere u*-MaB von U — E ist Null, was dasselbe wie u*(E) = u*(U) 
besagt. Diese Gleichheit ist eine notwendige Bedingung für die Erweiterbarkeit 
von y. Ist sie erfiillt, dann geniigt es für jede Menge zu setzen B A(B) = p* (B), 
um die Erweiterung von y über B zu ermitteln. 


2.3. Topologische Begriffe in einem Booveschen Verband. Um die 
Ausdrucksweise handlicher zu machen, werden wir im Folgenden ein Element a 
aus einem Boo eschen Verband Y, falls À nicht von vornherein als Mengenverband 
auftritt, von seiner Stoneschen Darstellungsmenge P(a) nicht unterscheiden. 
Unter Punkten von a verstehen wir die Ultrafilter aus À, die a enthalten. So künnen 
wir lokale Eigenschaften von À definieren. Wir geben ein Beispiel: 

CARATHÉODORY zum Teil folgend?°), fassen wir eine Ortsfunktion auf % als Paar 
zweier Somenfunktionen ® (a) und ® (a) auf, wobei D nicht wachsend, @ nicht ab- 
nehmend und ® < © ist. Wir kénnen in jedem Punkte e von J die Funktion ¢ (e) 
bzw. y (e) als die Grenze von ® (a) bzw. D (a) im Bezug auf e als Ultrafilter definieren 
und sie als oberen bzw. unteren Limes der ,,Ortsfunktion‘ in e interpretieren. Die 
Differenz ¢ (e) — g(e) nennen wir die Schwankung in e. Die Ortsfunktion heiBe 
stetig?!) in e, wenn ¢@ (e) = y (e). 

Der Raum [U] als bikompakter Hausporrrscher Raum ist im Sinne von A. 
WEIL uniformierbar?2). Als Indices der uniformen Struktur diirfen wir die endlichen 
offenen Überdeckungen heranziehen™), wobei wir uns auf P-Überdeckungen be- 
schränken, und sogar, weil die P-Mengen zugleich offen und abgeschlossen sind, auf 
endliche P-Zerlegungen von L’. Wenn wir jetzt auf die Betrachtung des Darstellungs- 
raumes verzichten, fassen wir jede endliche M-Zerlegung Z der Einheit als ..Klein- 
heitsgrad” auf: 


19) D. h.: sie werden, ausgehend von entsprechenden Elementen von A und P, vom selben 
BoreLschen ProzeB erzeugt. 

#0) CARATHÉODORY, Entwurf für eine Algebraisierung des Integralbegriffs, Sitz. Ber. Bay. Ak. 
Wiss., 1988, S. 61. Wir behalten nur die zwei ersten Eigenschaften bei. Die dritte drückt die MeBbarkeit 
in einem Booxeschen o-Verband aus. 

21) Vel. Pospisi., Von den Verteilungen auf Boozrschen Ringen, Math. Ann. 118, 1941, 
S. 32—40. 

22) A. WeiL, Sur les espaces à structure uniforme et sur la topologie générale, Act. Se. Ind., 
531, 1937, Paris. 

33) Nach einer Bemerkung von A. Wert, die von R. Paintanpre in einer unverétfentlichten 
Note ausgeführt wurde. 

3* 
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Zwei Punkte uw’ und wu” heiBen Z-benachbart. wenn sie demselben Soma von Z 
angchiren. Das Soma a heiBe Z-klein. wenn es Teilsoma eines einzigen Somas von 
Z ist. | 

Mit Hilfe dieses Kleinheitsbegriffs, künnen wir die klassischen Definitionen des 
oberen und des unteren Rremannschen Integrals ciner Ortsfunktion ( ®P, ®)im Bezug 
auf einen Jorpan-Inhalt y auf A wértlich übertragen. Jeder endlichen M-Zerlegung 
Z von 1 entsprechen eine obere Riemannsche Summe (.& (z) und eine untere & (2). 
Das obere bzw. untere Riemanxsche Integral ist der Limes von ÆY (z) baw.  (z)im 
Filter der endlichen %-Zerlegungen der Einheit (Filter von Dreuponneé). Die 
Riemannsche Integrale treten als Unterteilungsintegrale?*) auf. Eine notwendige 
und hinreichende Bedingung fiir die Gleichheit beider ist wiederum das pu Bois 
Reymonps Kriterium: Das MaB der Unstetigkeitspunkte der Ortsfunktion ist Null*). 


3. Darstellungssätze fiir Bootesche o-Verbande 
9 bezeichne in diesem Abschnitt einen BoorEschen o-Verband mit Einheit 1. 


8.1. Die maximalen 6-Filter als Punkte. Nehmen wir an, es liege eine: 
Darstellung von À durch Mengen À vor: 


A=R(a) a—R-1(4) A=R(Q). 
webei R eine Isomorphie im Bezug auf die Operationen C. 6 und o ist. 


Unter einem 6-Filter F in einem 6-Verband (6-lattice) verstehen wir eine Menge 
von Elementen + 0 derart, daB gilt: 


1. Mit x gehürt jedes Oberelement von xr der Menge F an. 
2. Mit x, (@ = 1,2, ...,n....) gehért der Durchschnitt ld, der Menge F an. 
Jeder 6-Filter ist erst recht ein Filter. 


Es sei e ein beliebiger Punkt von £ = R (1). Das System U = U (e) der Mengen 
aus A, die e enthalten, ist ein maximaler d-Filter*#). infolgedessen auch die ihm durch 
R-1 entsprechende Somenmenge 1 = U(e). Die Aussagen eG 4 und ac U(e) 
sind äquivalent. Wir bezeichnen mit U die Menge der als Punkte aufgefaBten 
maximalen 6-Filter von X. mit P (a) die Menge der maximalen 6-Filter von X durch a. 
Indem wir £ als Teilmenge von U’ betrachten, gilt R (a) = E - P (a). 

Ahnlich wie in § | beweist man, da8 P eine Homomorphie ist. Bezeichnet 92 das 
o-Ideal der Elemente von À, die keinem maximalen 6-Filter angehéren, so ist das Sy- 
stem P der Mengen P (a) isomorph mit A/R. Folglich besitzt A eine Darstellung durch 


7 24) Vel. Hacpt-AuMANN. Differential und Integralrechnung, 111, 1938, Berlin, S. 61. Auch 
I. Bd.. 2. Aufl... 1948, S. 177. 

25) Im AnschluB an diesen Paragraphen erwähnen wir den Aufbau einer Topologie für teilweise 
geordnete Mengen und Booxesche Verbände (Topologie ohne Punkte) von G. NOBELING, dessen Ab- 
handlung demnächst in der von W. BLASCHKE geleiteten Sammlung erscheinen soll. Unsere Betrach- 
tungen beziehen sich auf den Fall a -= a. 

26) dual prime a-ideal bei Loomis, Bull. Am. Math. Soc.. 58, 1947 8. 757—760. 
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Mengen dann und nur dann, wenn Ÿ = {0}, also wenn jedes von Null verschiedenes 
Element aus A einem maximalen 6-Filter angehért. Ist diese Bedingung erfiillt, dann 
erhalten wir die allgemeinste Darstellung durch cinen dem in $ 1. 1. beschriebenen 
ähnlichen VerarmungsprozeB. Wie in §§ 1. 2. definieren wir die Koordinaten und die 
Signatur eines maximalen 6-Filters mit Hilfe eines zugrundegelegten YU-erzeugenden 
Systems Qu, Ge: ---.@,--- (1 S À < m,); ein 6-Monom m ist der Durchschnitt 
(1q,,(6=1,2....,2,...), wobei q,,= g;. oder Cg, ; die Signatur ¢ von mt ist 
das System (X;,...,X,,...), in welchem X; = 0 oder 1, je nachdem q;. = 9;. 
oder q;, =C€ g,,. Die 6-Monomsignatur ¢ hei8t mit dem Punkts—(K;,....K;,,....) 
aus {0, 1} “« verträglich, wenn X i, =K;G=1,...,n....) Die Punkte u von U 
(Signaturen von maximalen 6-Filter aus %) sind durch folgende Eigenschaft gekenn- 
zeichnet: 


(B,) Jedes ô-Monom m. dessen Signatur mit « verträglich ist, ist Æ 0. 


3.2. Darstellungssatz für MaBverbände. Ein o-Verband GC, der ein po- 
sitives endliches MaB, etwa y, tragen kann, heiBe Mafverband oder WECKEN-Ver- 
band®), Daraus und aus der Definition des 6-Filters folgt, daB jeder -Filter in © 
ein Minimalelement enthält. Ist der 6-Filter maximal, dann muf dessen Minimal- 
element ein Atom sein; der Filter selbst besteht aus den Oberelementen eines Atoms. 
G läBt also eine Darstellung durch Mengen zu, dann und nur dann, wenn sich die Ein- 
heit von © in abzählbar viele Atome zerlegen |é8t**). Im allgemeinen Fall gibt es 
keine Darstellung durch Mengen, wohl aber durch Aquivalenzklassen von Mengen”). _ 
Um dies zu beweisen, führen wir einen Boo.eschen Teilverband D von © ein, der im 


—--— —— ~. 


27) , Measure algebra‘‘ in der amerikanischen Literatur, ,,5-System‘* bei Wecken (Abstrakte 
Integrale und fastperiodische Funktionen, Mathematische Zeitschrift, 45, 1939. S. 377—4104). 

#) Satz von WECKEN, loc. cit.**), 5. 380. 

3) A. Biscnor, Beiträge zur CARATHÉODORYschen Algebraisierung des Integralbegriffs. Schrif- 
ten Math. Inst. Berlin, 1941, S. 257. 

30) Darunter verstehen wir die ,,sequential topology (Vgl. z. B. H. Lowic, Ann. of Math., 42, 
1941, S. 1138—1196). Eine Folge a,,..., a,, ... von Elementen aus einem o-Verband Y heiBt 
gegen a konvergent, wenn || 1 a= LJ a =a. Durch diese Definition wird A zu einer 





n kes n kon 

Fr&cuetschen Limesklasse [M]. Im allgemeinen erfordert der (bergang von einer Menge 3X (von 
Somen) zur kleinsten abgeschlossenen Obermenge transfinite Wiederholung der A-Operation ( BOREL.- 
scher Proze8. Vel. Haun. Reelle Funktionen, 1982, Leipzig, 5. 258—263). Im Falle eines MaB- 
verbandes laBt sich die somatische Topologie durch die Nixonyusche Entfernung y (a', a’) -: 
ye (a' — a") ausdrücken; dabei darf irgend ein positives MaB benutzt werden. Die Frage liegt nahe. 
ob die MaBverbände unter den allgemeinen o-Verbänden gerade durch die Metrisierbarkeitseigen- 
schaft (vielleicht nur die Gültigkeit des dritten KuraTowsxischen Axiomes gy == yy) gekennzeichnet 
sind. DorotHy MAHARA™M (An algebraic characterization of measure algebras, Annals of Math.. 48. 
1947, S. 154—167) hat in dieser Richtung bewiesen, dab jeder metrisierbare o-Verband Träger eines 
stetigen positiven äuBeren MaBes ist und durch die demselben entsprechende Nikony sche Ent- 
fernung metrisiert werden kann. 


Delais bale setiaziset > Tauesae Bole LL uueat st amt die Srowe-Carransehe 
Dearetes.te P af rien Grerlrse rc ure sad PF. Wir sehränken den De 
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Ronstcistion am Arfang ver $2.2. ar as ist. at lent oraehtheh. isomorph mit 
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gacn Redustion moal S upecin 
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A Béistiel fir Masverhande. deren Elennte ver vermherein ak Somen (nicht 
ais Aquival-nzklassen. auftreter. eradinmer wir de Nimonyeschen Verbande™). Die 
Flemenre sind ahoesechiascene linear Toison 2 de Hicsertcchen Raumes (A! 
Per Drarchecñnitt einer Menge von Elementer ist der mengentheoretsche Durch- 
senmict, die Venainigung ist der sleinste angesrhiccser- Lirsarraum. der alle Elemente 
entrait: € 2 isc der Raum. der aut . senkrecht steherden Vektoren aus [HZ]. Dhe 
frsan.theit der angeschiessenen lineawn Teilrdanm: ven A> bidet einen Verband. 
Wir nernen Nikonywwae Perisinie die ais dieser tosamrheit ausgesonderten man- 
main Beesleschen o-Verhdnde. Fur te zwet Raune !. und L eines Nikonyuschen 
Verbandes Mgilti, - it. 1, - 11 Das allgemeinete Mas auf Kist = Proj, r 2. 
Bebet s einen teliehigen Vektor aus /{ bezeicinet. La es Vektorem gibt. die nur in 
der Éirheit ver M trsamtraum: enthaiten sind .vecteurs générateurs” nach \Ni- 
Keepy Moist Nein Mauverhand. Die Jeux Crt: ven Nikeny~ sind nichts anderes 
aie Punkte zaeeks einer Mengendarsteliqng vi 2S 


3.3. Peer Leewissehe DarsteLumgssate. In sinem neulich erschienenen 
Arixe: fat Loos folgender aligemeinen Sat: bewiesen: Jeder Boo esche 
e-Verband M ist isermorph zu dem Chietienten eines Bootescher c-Mengenverbandes 
durer, ein o-Tdeal. 

Teer Bewetgedarae ist folmmders Loos mirc al Purst jede Teilmenge « 
sélection sabeet’ aus Mo die ver je zwei Komplementänlementen von S&. round 
Cz. genag vines enthalr. Jedem à aus X ordnat er die Menge Sai dere zu. die a 

Piast Te WANN Deel PLETE NON 
7 tr Nracre ws fin Boot gan felis of wvastaces An amiens Horne ar space, Ann. Soc. 
Beran, Macro Da. iets. os. ins 


BR Nea WL Sie les tris ote setiseestesss eo esmace de Lars TH RMITE OC. R Paris. 


224. ita. + 022: Triste atta Les a ii casse ard ie i saus-espaces d un espace 
me Hisnsu-- His Re Pars. MA atl snus be 
BRO Gouin, DU, the Det resentater of gerompir te Ro ean altebras, Ball Am. Math. Soc. 33, 
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enthalten. Es sei B* der BoozEsche o-Verband, der von den Mengen S (a) erzeugt 
ist (Boreische Erweiterung), D das Svstem der Mengen aus B* von der (iestalt 


pl S, (—1,...,n oder i = 1,...,n,...), 


wobei S;, = 8 (a,), A a, = 0, J das von D erzeugte o-Ideal. Er zeigt, daB A mit 
B*;J isomorph ist. 


Wir wollen die Loomisschen Betrachtungen mit dem vorangehenden in Verbin- 
ae meen. Die Punkte ¢ sind nämlich die Punkte von S = {0,1}%, wobei 


% (also q =: , wenn À unendlich ist), die S (a) sind die Schichten von S, 


- ist "der von den Schichten erzeugte BoreLsche Verband. Die Mengen von J sind 
durch folgender Eigenschaft gekennzeichnet: Sie werden von den S-Mengen aus durch 
einen Bore tschen ProzeB erzeugt, der auf die entsprechenden Elemente von X an- 
gewandt das Nullelement liefert. 


Wenn wir das Loomissche Darstellungsv erfahren auf deu MaBverband © (vel. 
§ 3. 2.) anwenden, ziehen wir den Raum {0. 1}° heran. wobei c die Potenz des Kon- 


tinuums bezeichnet. Wir selbst kommen mit dem Raum {0,1} "° aus. Im allgemeinen 
legen wir ein Bore.sches erzeugendes System von À zugrunde, etwa als eine Folge 
Que Ge. + -., Q;, ... Vom Typus w, geschrieben: jedem g, ordnen wir die À-Schichte 
S, von S = {0,1} "« zu; % bezeichne den von den S, erzeugten Boretschen o-Ver- 
band. Wir kénnen versuchen, die Abbildung g, > 8, durch Boretsche homologe 
Prozesse in eine Abbildung zwischen À und % zu erweitern. Hier verfiigen wir nicht 
mehr über eine kanonische [Darstellung eines Bore schen Prozesses, wie es bei end- 
. lichen Verkniipfungen der Fall ist. Wir vermuten aber, da8 der Boozesche o-Ver- 
band %, folgende Eigenschaft besitzt: Liefert ein auf die S, angewandter BoreLscher 
ProzeB die Nullmenge, dann liefert er das Nullelement, wenn er auf irgendwelche 
a, aus einem Boozeschen o-Verband angewandt wird®). Nehmen wir diesen Satz 
als richtig an, dann sind zwei BoreLsche Prozesse, die, auf die S, angewandt, dieselbe 
Menge aus 8 ergeben, identisch®). Ein Boretscher Proze8 läBt sich durch eine 
Menge B aus 8 kennzeichnen. Dieser Menge B entspricht durch homologe Bildung 
von den q. aus ein Element b = H (B) aus A. Wir vermuten, daB H eine Homo- 
morphie ist, woraus der Loomissche Satz folgen würde. 

Wir kônnen auch versuchen, die Betrachtungen von § 1. 2. zu übertragen. Wir 
tilgen aus S die einem verschwindenden abzählbaren%) Monom entsprechende 
Menge und ersetzen S, durch ihre Spur auf die iibrigbleibende Menge. Es tritt aber 
eine neue Erscheinung auf. wie am folgenden Beispiel leicht ersichtlich ist: Ç ist der 


35) Diese Eigenschaft ware die natürliche Übertragung der charakteristischen Eigenschaft 
der endlichen freien BoozEschen Verbände. bestehend aus den Teilmengen der Menge {0.1}" Vel. 
G. BiRkHorr, Lattice theory, Am. Math. Soc. Colloquium Publications, 25, 1940, S. 92 -93. 

%) , abzahibar‘’ im Sinne von .,endlich’’ oder .,abzählbar unendlich™. 
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MaBverband der Lestscure-meBbaren Mengen des Intervalls 7 = [0,1] mod. 
Lesescuescher Nullmengen. Die Aquivalenzklasse g, enthalt die Menge der Zahlen 
von J, deren n-te Ziffer in einer dyadischen Entwicklung = 1 ist. Jeder unendliche 
Durchschnitt von q, oder C q, ist Null. Folglich sind wir veranlaSt, alle Punkte von 


S° — {0,1} “© zu tilgen. Andererscits sind die endlichen Monome nicht Null; diesen 
‘soliten nicht leere S,-Monome entsprechen, was mit der eben erwähnten Tilgung 
unvertraglich ist. 

Wir stoBen auf cine Eigenschaft der BooLeschen Mengen-o-Verbande, die vermut- 
lich solche Verbande unter den allgemeinen Booveschen o-Verbanden kennzeichnet: 


a,, bezeichne eine Doppelfolge von Elementen aus A. Gilt fiir jede Permutation 
ju... der natürlichen Zahlen [ a, Gj, dann [1 U a; € |. 
3 a J 


7, = 
Diese Kigenschaft kann man so formulieren: Die unabzählbare Vereinigung der 
Durchschnitte [| a,, für alle méglichen Permutationen der natürlichen Zahlenfolge 


existiert im verbandstheoretischen Sinne und ist = {1 U a,;. 
1 J 


Die Eigenschaft gilt in totalen Booreschen Verbänden, als Folge der totalen 
Distributivität des Durchschnitts im Bezug auf die Vereinigung. Im oben angeführten 
Beispiel gilt sie nicht; es sei nämlich a,, = g;. a2 —Cg,, 4,3 = 04 =... — 0. 
Alle Durehschnitte [| 0, sind Null, doch ist [1 U a, = 1. | 


Durch den Loomisschen Satz wird gezeigt, daB der Übergang von Mengen zu 
Somen in der MaBtheorie nur eine scheinbare Verallgemeinerung darstellt. Der 
CARATHÉODORYsche Standpunkt macht aber die MaStheorie durchsichtiger, indem 
die algebraische Seite abgesondert wird. Am Beispiel der NixkonyMschen Verbände 
erkennt man, daB es zweckmäfBig sein mag, Punkte dort einzuführen, wo von vorn- 
herein Somen auftreten. Die meBbaren Ortsfunktionen, die etwa durch eine LE- 
BESGUEsche Zerlegung der Einheit wie bei WEckEN‘®) definiert sind, lassen dann 
gewohnliche meBbare Punktfunktionen als Repräsentanten zu. Denken wir an die 
Rapon-Nixopymsche Darstellung®) einer (abzählbar) additiven Mengenfunktion 
y (a) über dem mit einem Ma8 versehenen Boo.eschen o-Verband A. Der Integrand 
ist gerade durch eine LeBEsGuEsche Zerlegung der Einheit definiert. Der Darstel- 
lungssatz für MaBverbände reicht in diesem Falle aus; der Vorteil der Loomisschen 
Darstellurg besteht darin, da8 sie Punkte unabhangig von der ,,Bemessung“ von À 
ermittelt. * 


4. Struktursätze für Booesche o-Verbinde 


Ein MaBverband mit Einheit heiBe stetig, wenn die Einheit keine Atome ent: 
halt. Durch eventuelle Wegnahme der (héchstens abzählbar vielen) Atome kann 


37) loc. cit. 27), S. 382—383. 
3) Haurt-AUMANN, loc. cit. #4), S. 103. 
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man jeden MaBverband in einen stetigen verwandeln. Unter kanonischem MaB- 
verband verstehen wir den Verband der Aquivalenzklassen einer Potenz des regulären 
binären MaBes. DorotHy MAHARAM”®) hat folgenden erschépfenden Satz bewiesen: 
Jeder MaBverband ist direkte Summe von kanonischen MaBverbänden. 


Der Spezialfall, da8 der MaBverband eine abzählbare Basis besitzt, war schon 
in folgender Fassung früher bekannt: Jedes endliche stetige, ,,separable MaB ist 
mit dem Lesescueschen MaB auf dem Einheitsintervall isomorph**). 


(Eingegangen am 12. 12. 1947) 


%) On homogeneous measure algebras, Proc. Nat. Acad. Sci. U.S.A., 28, 1942, S. 108—111. 

#4) N. ARONZAJN in seinen metrischen Untersuchungen (Warschau, 1929, unverôffentlicht) 
hatte die Isometrie der MaBraume (d. h. der durch die Nixonmysche Entfernung metrisierten Svsteme 
der meBbaren Mengen) erkannt. Aus der Isometrie folgt leicht die Isomorphie. Der spezielle Iso- 
morphiesatz findet sich bei (. CararHEopory., Die Homomorphien von Somen und die Multi- 
plikation von Inhaltsfunktionen, Ann. Se. Norm. Sup. Pisa, 8, 1939, S. 105—131: Paun R. Har- 
wos and JoHn von NeuMANN, Ann. of Math., 43, 1942, S. 332—350; Cur. Pauc. Mesures ab- 
straites, Congrès de I’ Ass. Fr. Av. Sc.. 1945, 5. 85—87. 


Die Einheitengruppe in einem 
total-reellen nicht-zyklischen kubischen Zahlkôrper 
und im zugehôrigen bikubischen Normalkôrper') 


Von HELMUT Hasse in Berlin 


1. Ist J’ ein reeller galoisscher Zahlkôrper mit der Automorphismengruppe 6. 
so läBt sich die Einheitengruppe // von I’ als cine abelsche Operatorgruppe mit 
als Operatorenbereich auffassen. und es erhebt sich die Frage nach der Struktur 
von H als solcher Operatorgruppe. In dieser Hinsicht kennt man bisher nur den 
folgenden allgemeinen Satz von MiNnkowskI’): 


Es gibt in H eine Einheit E derart. daB die durch E erzeugte Operatoruntergru pe 
{FE} endlichen Index in H hat. 


Ohne den Begriff der Operatorgruppe ausgesprochen. besagt dieser Satz die 
Existenz einer Einheit Æ in I" derart. daB die aus den Konjugierten E* (S in 6) 
erzeugte Untergruppe endlichen Index in der vollen Eiuheitengruppe H von I hat. 
Hierzu geniigt es. i so zu wahlen, daB die Konjugierten Æ° bis auf die trivale Norm- 
relation N (FE) = .- | ein unabhangiges Emheitensvstem bilden. 

2. Im Folgenden wird der Begriff Gruppe durchweg im Sinne von Operator- 
gruppe mit G$ als Operatorenbereich gebraucht und der Begriff Struktur einer Gruppe 
dementsprechend verstanden. Eine aus cinem einzigen Element E& erzeugte Gruppe 
{E} wird sinngemaB zyklisch genannt. Der Satz von Mixkowskt kann dann auch 
so ausgesprochen werden, dab H eine zvklische Untergruppe {Æ} von endlichem 
Index besitzt. Damit ist über die Struktur von /7 noch wenig ausgesagt. Zu einer 
vollen Beherrschung dieser Struktur miiBte man erstens den Index [H:{4}] und ge- 
nauer die Strukturinvarianten (Elementarteiler) der endlichen Faktorgruppe H;{F} 
kennen. und zweitens auch noch das Faktorensystem (Multiplikationskonstanten 
aus {Æ}) dieser Faktorgruppe bei der Einbettung von {Æ} in //. Eine derartige Be- 
schreibung der Struktur von [/ ware schlieBlich erst dann wirklich befriedigend. 








1) Kurze Zusammenfassung der Ergebnisse einer Arbeit. die im Herbst 1946 im Mathematischen 
Forschungsinstitut Lorenzenhof, Oberwolfach, entstand, wo der Verfasser — aus seinem bisherigen 
Wirkungsfeld gerissen -- Aufnahme und Arbeitsmôglichkeit fand. 

2) Zur Theorie der Einheiten in den algebraischen Zahlkôürpern. Gott. Nachr. 1908, 90—93 -- 
Ges, Abh. 1. 316— 319. Siehe anch Hersravp, Sur les unités d'un corps alzébrique. Compt. Rend. 
Acad. Paris. 192 (1931), 24-—-27. 
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wenn dabei die zvklische Untergruppe {Æ} von endlichem Index strukturinvariant 
durch Hf bestimmt ware. 


3. In den Spezialfällen der reellen zyklischen kubischen und biquadratischen 
Zahlkérper I’ konnte ich im Rahmen meiner Klassenzahluntersuchungen®) die Struk- 
tur der Einheitengruppe H in diesem scharfen Sinne vollständig bestimmen. Im 
kubischen Falle erweist sich H selbst als zyklisch, und die Erzeugende Æ (Grund- 
einheit) liegt wesentlich eindeutig fest, nämlich bis auf die trivialen Substitutionen 
E — + Ef1 und Konjugierte. Im biquadratischen Falle gilt Entsprechendes für 
die Untergruppe H, der Relativeinheiten von I’ nach dem quadratischen Teilkérper 
©, d.h. der Einheiten Hy aus [mit der Relativnorm N,., (Ho) = + 1, und die 
volle Einheitengruppe H von I ist entweder das direkte Produkt », Hy von Hy mit 
der Einheitengruppe » von ©, oder sie besitzt dieses direkte Produkt als Unter- 
gruppe vom Index 2 mit genau angebbarem Faktorensystem. | 


Was die Angabe dieses Faktorensystems betrifft. so geschieht sie am durch- 
sichtigsten in geometrischer Form. Allgemein werden die Einheiten H aus I’ geome- 
trisch im Logarithmenraum von I’ gedeutet, dessen Koordinaten die Logarithmen 
der Konjugiertenbeträge sind. Sie bilden dort ein echtes Parallelgitter in der Hyper- 
ebene N (H) = +1. Diese geometrische Deutung ist bis auf einen willkürlichen 
Vorzeichenfaktor an H auch rückwärts eindeutig. Mit H’ ~ H wird das Uberein- 
stimmen von H und H’ bis auf einen solchen Faktor bezeichnet. Die zuvor angefiihr- 
ten Ergebnisse lauten bei dieser Deutung folgendermaBen: 


Im zyklischen kubischen Falle ist das Einheitengitter H hexagonal. Im zyklischen 
biquadratischen Falle ist das Relativeinheitengitter H, quadratisch, und das volle 
Einheitengitter H ist entweder die orthogonale direkte Summe 1, H, aus Ha und dem 
linearen Eïnheitengitter » von ©, oder H entsteht aus diesem Orthogonalgitter durch 
Hinzunahme der Mittelpunkte seiner Maschen. 


4. Im Anschluf an diese speziellen Untersuchungen ist es mir gelungen, die 
Struktur der Einheitengruppe H im angegebenen scharfen Sinne auch für den Fall 
vollständig zu bestimmen, da8 J‘ der Normalkürper zu einem total-reellen nicht-zy- 
klischen kubischen Zahikérper A ist. Daraus ergibt sich überdies als einfache 
Anwendung eine interessante Tatsache iiber die Einheitengruppe © des kubischen 
Teilkôrpers A. Diese besitzt ja zwei voneinander unabhängige Grundeinheiten 
E,. E,. Bisher war keine strukturinvariante Vorschrift zur Normierung eines solchen 
Grundeinheitensystems bekannt. Hier ergibt sich eine ganz einfache derartige 
Vorschrift, durch die das Grundeinheitensystem Æ,..Æ, in strukturinvarianter Weise 
wesentlich eindeutig festgelegt wird. Sie lautet in dem einen der beiden zu unter- 
scheidenden Falle einfach bk, = \,-, (Bo) Fy = Nyx (ES) mit ciner Relativ- 








3) Eine zusammenfassende Verôffentlichung dieser Untersuchungen ist in der von W. BLASCHKE 
bei der Wolfenbiitteler Verlagsanstalt herausgegebenen Monographiensammlung in Vorbereitung. 
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einheit EK, von I’ nach dem quadratischen Terkirper © und einem erzeugenden 
Automorphismus S von ['Q. 

Ich gebe nachstehend eine kurze Zusammenstellung meiner Ergebnisse. 

a. Es sei G = {5,7} mit S§ = 1, TS = S?7, T? = 1 die Galoisgruppe von I. 
Der zum Ausgang genommene total-reelle kubische Zahlkérper A ist der Invarianten- 
kirper etwa zu 7 (scine beiden Konjugierten A*. K* dann zu S?T, ST), und der 
Invariantenkürper zu S ist der quadratische Zahlkürper ©, erzeugt durch die Qua- 
dratwurzel aus der Diskriminante von A. Mit 11, sei die Gruppe der Relativeinheiten 
von IQ bezeichnet, gekennzeichnet durch N,. (Ho) = Hg! + **+ ™ ~ 1, ferner 
mit © die darin enthaltene Einheitengruppe von À. gekennzeichnet durch 9! - 7~1. 
und schlieBlich mit », die Einheitengruppe von 2, gekennzeichnet durch 4/1 - * 


~l. 


Die Relativeinheitengruppe Hj ist cin vierdimensionales Parallelgitter im Lo- 
garithmenraum von I’. Der zugehürige Teilraum des Logarithmenraumes ist Dar- 
stellungsmodul für denjenigen einfachen Bestandteil © des rationalzahligen Gruppen- 
rings von (%, welcher der re Darstellung zweiten (Grades 

(A) — (§ i), T — (ca) (2 primitive dritte Einheitswurzel) 
von (§ entspricht. Dieser Bester deel © ist die zerfallende verallgemeinerte Quater- 
nionenalgebra mit den erzeugenden Relationen 


1+ S4+827=0,  TS—= ST,  T?=1. 


ks bezeichne J die nicht-maximale Ordnung von © mit der Basis 1,8, 7, ST. Dann 
ist Hy isomorph zu einem regulären J-Rechtsideal & aus ©. Die Struktur von H 
hängt demnach nur von der Idealklasse von A ab. Insbesondere ist H, zyklisch 
dann und nur dann, wenn YX Hauptideal ist. 

Nun läBt sich die nicht-maximale Ordnung J auf genau zwei Weisen zu Maximal: 
- ordnungen ©, von © erweitern, die den beiden ganzrationalzahligen Gestalten 


(43) S — (5 a) -—+ Ô h ï (6 = +1) 


der irreduziblen Darstellung A von Gi entsprechen, nämlich aus allen denjenigen 
Elementen aus © bestehen, denen bei der einen oder andéren dieser Darstellungen 
A, ganzrationalzahlige Matrizen zugeordnet sind. Für ein reguläres J-Rechtsideal 
YW aus © sind dann, wie man idealtheoretisch oder zahlengeometrisch leicht bestätigt, 
nur die folgenden beiden Falle méglich: 

a) Q ist cin J-Hauptideal, 

b) % ist kein J-Hauptideal, aber cin ©,-Hauptideal mit eindeutig bestimmtem 

0 = + 1. 

Im Falle a) ist die Relativeinheitengruppe H,, zyklisch, mit wesentlich eindeutig 
bestimmter Erzeugenden kK, (Relativgrundeinheit). Als Gitter im Logarithmenraum 
von I’ ist dann H, direkte Summe von zwei hexagonalen Gittern. 
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In einem Hexagonalgitter gibt es zwei Arten von Mittelpunkten der gleichseitig- 
dreieckigen Gittermaschen. den rechtstehenden und kopfstehenden Dreiecken ent- 
sprechend. Je nachdem man bei einer direkten Summe von zwei Hexagonalgittern 
die gleichartigen oder die ungleichartigen Mittelpunkte der beiden Komponenten 
zu neuen Punkten paart, erhält man zwei Arten der Erweiterung eines solchen 
bihexagonalen Gitters. 

Im Falle b) ist die Relativeinheitengruppe H,, nicht zyklisch, entsteht vielmehr aus 
einer eindeutig bestimmten zyklischen Untergruppe vom Index 3 mit wesentlich eindeu- 
tig bestimmter Erzeugenden Kg durch Hinzunahme der Mittelpunkte mit gleichartigen 
bzw. ungleichartigen Komponenten, je nachdem 6 = + | ist. 

Im Falle a) erhält man die sämtlichen Relativeinheiten //,, von 1": in der ein- 
deutigen Darstellung 

Hy~ EH 
mit Exponenten X = &, + &,7 ausJ; dabei sind &,, £, von der Form & = x, + x,S 
mit ganzrationalen x,. x,, entsprechen also isomorph den ganzen Zahlen x, + x,o 
des Kérpers der dritten Einheitswurzel 0; insbesondere entspricht S — S? isomorph 
der |/— 3. 

Im Falle b) erhält man die sämtlichen Relativeinheiten H, von 1°Q in der 
cindeutigen Darstellung 


Hy TT Ke Lo 


mit À aus J und zx mod. 3: dabei ist Ky eine durch die Relationen 


7. . _ 3 : . ops 7% __.. 
Ee S ~ Eb 07 OT ~ 1 


wesentlich eindeutig bestimmte Relativeinheit von [°/Q. Das Faktorensystem von 
Hs! {Eat wird durch die Folgerelation 
EE; S—-S) (+07) 

gegeben. 

Nach diesen Ergebnissen sind die Alternativen a) oder b) und 6 = + 1 Struktur- 
invarianten der Relativeinheitengruppe H, von [';0. 

6. Für die volle Einheitengruppe H von I ergibt sich jetzt leicht die folgende 
Struktur: 

A. Entweder ist H = 1H, das direkte Produkt von H, mit der Einheitengruppe », 
von 92. 

B. Oder das direkte Produkt 1H, ist eine Untergruppe vom Index 3 in H. 

Im letzteren Falle kann das Faktorensystem von /1/;),H, dureh ähnliche Relatio- 
nen wie eben angegeben werden: dabei sind die beiden Fälle a) und b) für F/,, zu unter- 
scheiden, in deren letzterem aber dann nur 6 = 1 miglich ist. 


i an es eo ene oe ae ee bee eee Zones 


5 our Ge D TT Ie CUT UNe & We Cimeemes Zaiiener , 
egret ei hiebiet nu ted inet LUTTE IST Peewee Cp Adeeni 
La aie 

ie Los © wn? one Dee tre eanmeure our Eocene 


- « -" - © 


+ ee am ee; tS a 


tee ter or des Ot © DFI Ane eS Sa TPO perk am si 


PAL a tere Te En LIEN var. 

Let ar te LR mie up = on LT or Foals. sr dr Fa: 
wi: : re MO plie VOST ANUS HOUSE ees RÉ ju 
we Fn 

LE =, 2 = , E 


~~ 


Wil 10 TONE Orde J. 0 Di ime &- ver omnes Le epremdesnheit 

Joey vos ui ter Fels ome 1 = Lome « pesos À cose ‘-randesadesten pa 
Low: Fire Um Lo Ferree be © proie E: aes por E r £, ere 
ins - pre or te 200 Use om ees Der vedbrs Ernksite: 


ese Gowns 8 


FHM ey me ge Le 


Fine Verallgemeinerung der Kreis- und Hyperbelfunktionen’) 


Von Richard GRAMMEL in Stuttgart 


In einem kartesischen (x, y)-System definiert die Gleichung x” + y" = 1, wo 
n > 1 eine positive ganze Zahl ist, die sogenannten Laméschen Kurven (für gerades n 
doppeltsymmetrische geschlossene Kurven, für ungerades n einziigige Kurven mit 
der Asymptote x + y = 0). Ist v der doppelte Inhalt des Flächensektors zwischen 
der positiven z-Achse, der Kurve und dem Fahrstrahl vom Nullpunkt nach dem 
Kurvenpunkt (x, y), also 


v= | (xdy — ydz), 
(= 0) 
so erhält man die Verallgemeinerungen der Kreisfunktionen durch folgende Defi- 
nitionen (die mit » = 2 auf die Kreisfunktionen zurückführen): 


1 


dx 
v= Ar Cos(n) x = | ni: «= Cos(n) v, 
: (1 _ x") n 
A hd ‘ | dy ve 
v= ArSin (n) y = | uns y =Sin(n)r, 
0 (1 ~~ y") " 


Tg(n) v = Sin(n) v.Cos(n) v. Ctg(n) v = 1. Tg(n) v. 
Fiir sie gilt : 
Cos(n)” v + Sin(n)” v = 1, 


(Cos(n) v)’ = --- Sin(n)”~" v, (Sin(n)v) = Cos(n}" 7! e, (*) 
(Tg(n) v)’ = 1, Cos(n} v, (Ctg(n) o) = --- 1 Sin(n} v. 
woraus die Umkehrfunktionen 
dz dz 
v= Ar Tg(n)z = | oy  v—= ArCtgin)z = | ! 2 


. (1+ 2")" +: 


folgen. | 


1) Eine ausfübrliche Darstellung erscheint im Ing.-Arch. 16. (1948) 5. 188, 
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Man kann der Integraltafel der gewühnlichen Kreisfunktionen eine nahezu ebenso 
unfangreiche Integraltafel der verallgemeinerten Funktionen an die Seite stellen: 
ils Beispiele seien herausgegriffen: 


Î Cos(n)” — ! v dv = Sin(n) », 

Î Cos(n)” v dv = & [v + Cos(n) v Sin(n) v]. 
d . 

/ Cosine = Tg(n) v, 


dv - se | dx 
I cor , = 9(Sin(n) v), wo g(x) = /, ye 
for, ame 


~Cos(n)"v  a— n — 1 Cos(n)"—! CR 
wml tem et ee 
Î Cos(n) v Sin(n)” v dv = m +1 SIn(n) v  (m—+ — |), 
Cos(n)" 6, TV 
; Î “Sinn 8 dv = In Sin(n) v, 
de 
Î Los) » Sin(ny r = Mn Ten)». 
Î [Cos(n)" » — Sin(n)" »] Cos(n)" v Sin(n}" v dv = 
__ 1 m + 1 ae ot + 1 ue YT 
= ii Cos(n) v Sin(n) v(m + —1), 
Cos(n)” # — Sin(n)'t ) ~ vs 
| oS SA do = In [Cos(n) » Sin(n) v] 
1 . 
J Costny"» dv = nn Cos(n)" = "+! Sin(n) v + 


m—n-+l m—n,, 
+ mn à gf Con) v dv (m + n — 2), 








dr 1 Sin(n) ev m — 2 dv 
Nec a\ m —1 m— (m = 1), 
Cos(n)™e m—1 Cos(n) m — 1 Cos(n) r 
1 1 
n — 1 — … mou = . . . 
J Tec) vdv = n—2 Cos(n)"~? ¢ Ge + 2), 
" 1 Sin(ny™ —" +1 
| tem vdy= m—1 Cos(ny” le | 


Mm—n +] 
— —— "—"vd = 1). 
m1 | Tg(n) vdv (m = 1) 
Die ganz entsprechende Vcrallgemeinerung der Hvperbelfunktionen geht in glei- 
‘her Weise von den Kurven 
| x" __ y" — l 
Archiv der Mathematik. 1. | 1 
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aus, welche für gerades x hyperbelartig. für ungerades n die an der x-Achse ge- 
spiegelten Kurven 2” + y” = 1 sind. Man wird so auf die folgenden Verallgemeine- 
ruugen geführt: 
. | dx . 
v = Ar Coj(n) x = a-i, = Goj(n)», 
1 ( 2" — 1) ™ 


dy 


v = Ar Sin(n) y = ysis Y= Cin(n) v, 
5 (g"+1) ” 
Tg(n) vo = Sin(n)v/Coij(n)v, Ctg(n) v = 1/Eg(n) », 


v= te Lola) = | mo, v= Me Cigin)2 = | ee 
¢ (l—=")” vy (2*—1)" 
und findet Schritt für Schritt dieselben Formeln wie fiir die verallgemeiuerten Kreis- 
funktionen, jedoch mit denjenigen Vorzeichen-Verschiedenheiten, wie man sie von 
den gewohnlichen Hyperbelfunktionen her kennt. ; 

Für ungerades n sind diese Funktionen nicht wesentlich von den verallgemeinerten 
Kreisfunktionen verschieden; denn man hat dann 

Coj(n) v = Cos(n) (— v), Sin(n) v = — Sin(n) (— v). 
Für gerades n dagegen ähnelt ihr Bild den gewéhnlichen Hyperbelfunktionen, je- 
doch mit lotrechten Asymptoten von den Abszissen + À, (mit dem vorhin definierten 
Wert 4,). | 

Auch alle Reihenentwicklungen behalten ihre vorige Gestalt bei, mit denselben 
Koeffizienten, jedoch entsprechenden Vorzeichen-Verschiedenheiten. 

Für die verallgemeinerten Kreis- bzw. Hyperbelfunktionen mit rein imaginärem 
Argument gilt folgendes: Ist r eine gerade, nicht durch 4 teilbare Zahl, so driicken sie 
sich in der entsprechenden Hyperbel- bzw. Kreisfunktion reellen Argumentes genau 
ebenso aus wie im Falle n = 2. Ist n eine durch 4 teilbare Zahl, so driicken sie sich 
ebenso in der entsprechenden Kreis- bzw. Hyperbelfunktion reellen Argumentes aus. 
Ist n ungerade, so sind sie für rein imaginäres Argument komplex. 

Für n = 0 und negative x gelten alle diese Formeln nicht, für nichtganze positive 
n wenigstens in gewissem Umfang. 

Eine weitere Verallgemeinerung geht aus von einer Kurve 

f (x, y) = 1 oder aufgelüst y = p(x) oder x = y (y), 
von der man voraussetzen mu8, daB der vom Nullpunkt gum Kurvenpunkt (x, y) 
gezogene Fahrstrahl eine eindeutige und stetige Funktion des Winkels zwischen 
diesem Fahrstrahl und der positiven r-Achse ist. Man wird so auf die Funktionen 
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v= ArC(z) =/ [x g'(x) — g(r)]dx, x= C(v), 
i 


7. . : 
e=ArS(y)=/[y(y)—yv lay y =S() 
0 ‘ 
geführt und findet die Formeln 
j (CC). S @)) = 1, 
Co = AC g'(C) — 8], S'= 1/[C —S y’ (SI, 
CS'’—SC’ =], 


"dr S dr C 
CC: SOS 


Ist insbesondere f(z, y) eine in x und y homogene Funktion n-ten Grades mit den 
partiellen Ableitungen /, und /,, so ist 


, 1 al 1 A] 
C = — ,/,(CS), S'— , f,(C, S): 


In diesen Formeln sind die entsprechenden früheren Formeln als Sonderfälle ent- 
halten. 


(Eingegangen am 13. 11. 1947) 
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Uber die rationalen Darstellungen der allgemeinen 
linearen Gruppe 


Von HERMANN BOERXER in Oberwolfach 


Die rationalen Darstellungen der vollen linearen Gruppe G, aller nichtsingulären 
n-reihigen quadratischen Matrizen 4 = (a,) mit Elementen aus einem Kôrper A 
der Charakteristik Null sind bekanntlich!) vollständig reduzibel. Die Matrixelemente 
einer irreduziblen Darstellung sind homogene Polynome, etwa vom Grad +. der 
Matrixelemente aj, der Darstellungsraum ist ein Teilraum des Tensorraums r-ter 


ae eee 
Stufe. einer ..Symmetrieklasse von Tensoren“. Ist F 17°" ein Tensor »-ter Stufe 
und s = (07%) irgendeine Permutation der Indexnummern 1, ..., », so ent- 
steht aus F durch Anwendung der Operation s der Tensor s F mit den Komponenten 


CRE FT Pe Te . . “7 7 . 
8F'""=F"""" .undwcitrsiar = N'u,sF,woa= © a,s ein Element 
s $ 


des Gruppenrings ©. der symmetrischen Permutationsgruppe ©, bedeutet. Dann er- 
halt man bekanntlich') die Operationen. welche Symmetrieklassen erzeugen, in fol- 
gender Weise. 


n-ganze Zahlen m, = my =... 2m, = 0 mit m,+ m+... +m, = » de 
finieren den Rahmen eines ..Tableaus” von » Stellen in x Zeilen der Längen m,, .... 
m,. Wobei die ersten Stellen der Zeilen untereinander stehen sollen, so daB auch die 
.Spalten® erklärt sind. Ein Tableau entsteht aus dem Rahmen dureh Eintragung 
der Zahlen 1. ....» in irgendeiner Reihenfolge. Bedeutet dann p eine Permutation. 
die die Zeilen, g eine solche, die die Spalten des Tableaus invariant laBt, d. h. nur in 
sich transformiert. so ist e= Se, q pe, = =: 1. je nachdem q gerade oder ungerade) 


f.¢ 
ein bis auf einen Zahlenfaktor idempotentes Element von ©,, und der aus dem all- 
gemeinsten Tensor F durch die Operation ¢ entstehende Tensor L = e F beschreibt 
cine Svmmetrieklasse L von Tensoren. die bei der Tensortransformation 


ky ay 


(1) 


APE . ay ù ? by ly tp k, see 
F = > ag el eee ax. F 
4...k, 
1) B. L. vax pen WAERDEN, Ergebnisse der Math. usw. 4. (1935), 2. $ 22 und die dort angege- 
bene Literatur. Die ..semirationalen’’ Darstellungen Scuurs kénnen auBer Betracht bleiben, da 


sie sich auf die Gruppe der komplexen Matrizen als Gruppe vor reellen Parametera (Real- und 
Imaginärteile der Elemente), also auf'eine andere Gruppe bezieben. 
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invariant bleibt und eine irreduzible. Darstellung von G, erleidet. Man erhält jede 
irreduzible Darstellung genau einmal, wenn man sich auf Rahmen mit m, = 0 be- 
schränkt und jeden Rahmen genau einmal verwendet. Für a = 1....,n setze man 
r,=n—aund!i,=m,+ r,, dann ist der Grad N der durch & bestimmten Dar- 
stellung, d. h. die Dimension von ©, gleich dem Quotienten der Differenzenprodukte 
der Zahlen /, und der Zahlen r,,. 


Zu £ gehért das durch é= > «, pq erzeugte Linksideal { in ©, in dem Sinne, 
Pg 


daB für jede Tensorkomponente L*'‘"" das Ringelement mit den Komponenten 
8L'""" int liegt. Die Dimension / von { oder der Grad der durch { bestimmten 


— bekanntlich ebenfalls irreduziblen — Darstellung von ©, oder von &, ist 
II §—') 
favl/s4... | f gibt zugleich an, auf wieviele Arten man die Zahlen 1, ...,» | 


ATA bel 
so in den Rahmen eintragen kann, da8 die Zahlen in jeder Zeile von links nach rechts 
und in jeder Spalte von oben nach unten zunehmen. 


Durch diese bekannten Resultate beherrscht man die Darstellungen im Prinzip, 
aber man ist noch nicht imstande, die Matrizen wirklich hinzuschreihen. In (1), wo 
man F durch L ersetzen darf, treten ja alle xn” Komponenten von L auf, von denen nur 
N linear unabhangig sind. Stellt man sich die Aufgabe, die Matrizen wirklich hin- 
zuschreiben, so muB man eine Basis von & aufstellen. Dies kann in der Weise ge- 


schehen, da8 man unter den Tensorkomponenten LV" ein vollständiges System 
linear unabhängiger auswahit und angibt, wie sich die übrigen durch diese aus- 
drücken. Die Matrix ergibt sich dann in einfacher Weise aus (1) durch Weglassen 
von Zeilen und Umordnung und Zusammenfassung von Spalten. 


Es ist zweckmaBig, die Indizes #,, ...,i, von L dem Tableau entsprechend an- 
zuordnen. Mit € bezeichne ich ein allgemeines Indexschema von L, bei dem also in 
den Rahmen irgendwelche gleiche oder verschiedene der Zahlen 1, ..., » in irgend- 
einer Reihenfolge eingetragen sind. L ist die allgemeine Komponente von L. Dann 
gilt folgender 

Satz: Man erhält ein vollständiges System von linear unabhängigen Komponenten 
Lé von L, wenn man sich auf diejenigen Indexschemata € beschränkt, in denen die 
Zahlen in den Zeilen von links nach rechts nicht abnehmen, in den Spalten von oben 
nach unten zunehmen. 


Die Zahl N gibt also zugleich an, auf wicviele Arten man Zahlen aus der Reihe 
1, ..., in dieser Weise in den Rahmen eintragen kann. | 

Der Satz ist trivial für die im gewohulichen Sinn symmetrischen und schief- 
symmetrischen Tensoren, die den Rahmen aus einer einzigen Zeile oder Spalte ent- 
sprechen. Im allgemeinen Fall ist er es nicht, denn L ist wohl schiefsymmetrisch be- 
ziiglich der Spalten, aber nicht symmetrisch beziiglich der Zeilen des Tableaus. Der 
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Beweis sei kurz skizziert, da sich aus ihm zugleich einfache Ausdriicke der iibrigen 
Tensorkomponenten durch die der Basis ergeben. 


Man erzeuge zunächst aus dem allgemeinen Tensor F durch die Operation >" p 


’ 
den allgemeinen in den Zeilen des Tableaus symmetrischen Tensor G. Für ihn bilden 
natiirlich die Komponenten G* eine Basis, bei denen die Zahlen in den Zeilen von 
€ von links nach rechts nicht abnehmen. In 

L' => €g q Gt (2) 

g 

stehen rechts lauter verschiedene Komponenten von G. Man ersetze jede durch die 
ihr gleiche aus der Basis, d. h. man ,.ordne‘ die Zeilen der Indexschemata. 


Lineare Abhängigkeit kann nur zwischen solchen Komponenten von L bestehen, 
deren Indexschemata aus den gleichen Ziffern bestehen. Ich betrachte zunachst 
solche Komponenten, die verschiedene Indizes haben, etwa 1, .. Ve Von ihren 
Indexschemata seien €,, ..., €, diejenigen, bei denen die Ziffern nach rechts und un- 
ten zunehmen, und zwar lexikographisch geordnet: ist j < j’, so ist die erste von Null 
verschiedene Differenz k’ — & gleichstehender Ziffern in €, und €; positiv. In den 
zugehürigen Ausdriicken (2) schreibe ich rechts zuerst die (etwa vorkommenden) 
Komponenten @*', ...,G%. 


Es kommt | 
LA = ela + + elG + X}, 
re (3) 
Lf = el + ...4 e/GY + X’; 
“In X1,...,X/ sind die weiteren Glieder zusammengefaBt. Die Koeffizienten ef 
sind + 1 oder 0. Es stellt sich heraus, daB e’,= 1 ist und ef =- 0 für j >k. Also 
ist det e% = 1 und damit die lineare Unabhangigkeit von L4, ..., L‘’ bewiesen. 


DaB es unter den betrachteter LZ nicht mehr als f linear unabhängige gibt, folgt 
daraus, daB sie alle aus L durch Permutationen s entstehen und daB nach den oben 
angefiihrten Satzen f die Dimension des Linksideals { in ©, ist, in dem das Element 
mit den Komponenten s ZL‘ drin liegt. 


Irgendeine der betrachteten Komponenten L° berechnet man aus Li, ..., LY 
in folgender Weise. 


Go = >> 7 L‘& + J” 
<_ lk 


sei die — ganz einfach rekursiv zu berechnende — Auflüsung von (3) nach GY ; Y, 
enthält die von G®, ...,GY verschiedenen Komponenten von G. Setzt man dies 
in den wie oben gebildeten Ausdruck 
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[If =e, + ...+e + X 


ein, so fallen, wie man leicht schlieBt, die Glieder mit X und den ¥’ weg und man er- 
halt | 
= Sen LA. 
ro | 
Die Übertragung auf Indexschemata, in denen nicht alle Ziffern verschieden sind, 
erfordert nur geringfiigige Anderungen. 


(Eingegangen am 7. Dezember 1947) 


Parameterspezialisierung in Polynomringen 


Von WoLFrcaxes KRULL in Bann 


In der vorliegenden Note wird der folgende. für die idealtheoretische Behandlung 
der algebraischen (reometrie wichtige Satz bewiexen: Es set À = A (us ein rein 
tran:zendenter Uberkérper des beliebigen horpers A. & bzw. IT der Polvnomring 
Noor. ... 2. bzw. A °r,.... r,. Dann bleiben alle zwischen endlich vielen. festen 
Idealen aus E bestehenden Summen-. Durchschnitts-. Produkt- und Quotienten- 
bezi-hungen fast immer {d. h. immer nach Ausschlu8 von endlich vielen 2-Werten) 
erhalten. wenn man durch eine Zuordnung : Parameterspezialisierung) « > a (a = K) 
den Ring € auf 11 abbildet. Entsprechendes gilt in weitem Umfang für den Aufbau 
vines einzelnen Ideals: insbesondere geht ein ungemischt r-dimensionales Ideal aus 
® fast immer in ein ebensolches Ideal aus II über. 


ler Beweis stützt sich im wesentlichen auf eine ältere Arbeit von G. HERMANN!) 
wo gezeigt wird. daB alle für uns wichtigen Idealoperationen rational in endlich 
Vielen Schritten mit Hilfe gewisser Kanonischer Algonthmen durchgefiihrt werden 
kennen. Einige Fragen. auf die die vorhegende Note nicht eingeht. und die sich im 
weseptiichen auf das V-rhalten der Primideale bei Parameterspezialisierung beziehen. 
sullen in eter spateren Veréffentlichung behandelt werden. 


$ 1. Prablemstellung. Elementare Rechenoperationen 


EB. si À ein beliebiger. nicht-endiicher Kôrper. % = Æ qui ein einfach traus- 
Zee nter Cberk reper: Hf bzw. Ÿ bzw. I], sei der Palvnomning in endlich vielen Un- 
bestiminten zy... 2, über A bzw. & hzw. der Polvnomnng in r,.... 2,. « über A. 
Unter siner ..Parameterspezialisierung” oder kürzer ..4hhildung" « — a verstehen 
Wir ai-tenige \pbildung von € auf II. die sich ergibt. wenn man in allen Koeffizienten 
Ges Paiwnems a:z: aus B die Transzendente « durch das A-Element a ersetzt. 
: Naturien sind dabei a'le die a 1x: von der Betrachtung auszuschlieBen. bei denen ein 
Reeffizient mit einem durch « — 4 tetiharen Nenner auftritt.1 Bei der Abbildung 
“ome wird dem B-Tdeai 2 ein betimmtes []-Ideal à zugeordnet*): a umfa8t alle 


tte Peas Geren ho gent chere 7 isr Trente der Poelwmemrnge. Nath. Ann 95. 


Se Is. 
Sf PAST Later ee wer er Set eer Wahlwen sat. ime icserder konnen wir daraaf ver- 
Rien. mé AURAI TIC 7 7 ier Bete ct rem se Mester. Rerverrihe bem. 
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und nur die Elemente a (x) aus 11, die aus einem zu a gehôürigen R-Element a (x) 
durch die Abbildung «~—> a gewonnen werden. Bedeutet ferner a, — a JI, das 
Durchschnittsideal von a und IT,, a, das aus a, durch u — a entstehende [1-Idea} 
so wird, wie mühelos zu sehen, a, =a. Aus dieser Bemerkung folgt leicht 


Satz1: Jedes Ideal à besitzt (mindestens) eine ausgezeichnete Basis [a,* (x), ... 
a (x)], für die immer a = [a,* (xz), ... @% (x)] wird. Ist andrerseits [a, (x), ... 
a,, (x)] eine beliebige Basis von a, 80 wird wenigsiens fast immer à = [a, (x), ... a, (x)]. 

Dabei bedeutet hier und weiterhin ,,immer‘ bzw. ,,fast immer so viel wie für 
jede Wahl des die Abbildung « — a charakterisierenden Elements a‘ bzw. ,,fiir jede 
Wahl von a mit endlich vielen Ausnahmen‘. 


Zum Beweis von Satz 1 beachte man: a) Es sei [a,* (x), ... a% (x)] eine Basis 
von a, in IJ, und damit auch eine solche von a in %. Dann wird immer a = a, = 
[a,* (zx), ... a*(x)], weil jede Polynomgleichung in IT, bei jeder Abbildung u — a 
eine sinnvolle Polynomgleichung in IT liefert. b) Ist (a, (x), ... a, (z)] eine belicbige 
Basis von a, und haben die Elemente a* (x) dieselbe Bedeutung wie in a), so gilt 


in % ein Gleichungssystem a* (x) = = Ca (x) a, (x) (¢=1,...m), und daraus ent- 


steht fast immer in IJ ein sinnvolles System a* (x) = SC, (x) a, (x). 
k= 


Satz 1 kann nicht verschärft werden, auch wenn man nur solche Idealbasen be- 
trachtet, deren Elemente alle Polynome in « sind. Z. B. ist zwar a — (x, y) = 
(x, x + uy) in Ÿ, aber es wird a = (x, y) + (x, x + 0+ y) = (x) in IJ bei der Ab- 
bildung « — 0. 


Satz2: Es ist immer a+ bGa+b,a:bCa-:b und fast immer a + b — 
a +.b,a-:b—a:b. 

a) AuuaGa+b,bGa+ b folgt a Sa + b, bE a + b und damit a+ be 
a + b. Andrerseits ist a-b das kleinste [J-Ideal, das alle Produkte a (x): b (x) 
[a (x)E a, b(r)E b] enthalt; diese Produkte liegen aber auch sämtlich in a -b; 
deshalb a - b & a - b. b) Es sei [a, (x), ... a, (x)] bzw. [b, (x), ... b,(x)] eine Basis 
von a bzw. b; [ef (x), .... c/ (x)] baw. [di (x), .... dé (x)] bedeute eine Basis 
von (a + D. bzw. (a: b), in “IL. Dann gelten in $ zwei Gleichungssvsteme 


7 $ 


c¥ (x)= © Yr (x)a, (x) + = > S a (x) b, (x) bzw. d¥ (x) == 2 bg, (2) dy (2), (x), 
1 /=1 

die fast immer in sinnvolle Gleichungsaysteme in I] übergehen. Daraus folgt aber 

sofort, daB fast immer a + b =a + b, a : b = a : b, weil nach Satz 1 immer a+ b = 

[c¥ (x), ... eF (x), a ‘b= [d¥ (x), ... d% (x)]. DaB Satz 2 nicht wesentlich ver- 

schärft werden kann, zeigen (für die Abbildung u—0) die Beispiele: a = (x;), 

b = (x, + ux); a+ b = (2,) a+ b = (x), x) bzw. a = (x ry 4 ra), 
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b—(x, rot a+b = (x7. rire rite 1 + u rats); a+b = (2,,7,F% Ca-b= 
(2,7, ri Le. Lo, Ty Tg). 

Wesentlich weiter ausholen als bei der Idealsumme und dem Idealprodukt 
miissen wir beim Durchschnitt und Quotienten. Es sei V eine beliebige ganze po- 
sitive Zahl, p (x, F) sei das ..allgemeine’ Polynom N-ten (Grades in z,, ... x, mit 
den in irgendeiner Reihenfolge genommenen (unbestimmten) Koeffizienten V’,. ... 
V,: €(V) bedeute eine Linearform in den J’, mit Koeffizienten aus 8. Das Linear- 
formensystem /,(J',). ...4(V) mége für die Zugehürigkeit eines héchstens \- 
gradigen Polynoms zu a charakteristisch” heiBen, wenn für irgendwelche Elemente 
vi. ...v, aus & dann und nur dann J, (v)= ... = 1, (v) = 0. falls p(x. v) Ea. 

Hilfssatz 1: a) Sind m und n beliebige Ideale aus $, so gibt es für jedes feste 
N stets ein für die Zugehérigkeit eines hôchstens N-gradigen Polynoms zu m:n 
charakteristisches Linearformensystem /,(V’),...4,(¥). b) Ist das System 2, (¥), 

.4(¥) für die Zugehôrigkeit eines hôchstens N-gradigen Polynoms zu m:n 
charakteristisch, so ist fast immer das System 4, (V). ... .(V) für die Zugehôrigkeit 
eines héchstens N-gradigen Polynoms zu m:n charakteristisch. | 

a) Es sei m = [m,(z), ... m,(x)]. und es werde zunächst n = [n (x)] als Haupt- 
ideal angenommen. Nach einem bekannten (wohl zuerst von G. HERMANN!) voll- 
ständig bewiesenen) Satz gibt es ein nur von n, r, N und den Gradzhlen g,, ...g.. 
g von m, (z),...m,(z),n(z) abhängiges L = N derart, daB für ein beliebiges, 
hichstens N'aradiges Polynom p (x, v) dann und nur dann p(r.v):r (x) € m wird, 
wenn sich in S die hôchstens (L—g,}gradigen Polvnome Ë; (x) (§ = 1, ...r) 
so bestimmen lassen. daB 


r 


x m,(xr)> §, (xr) = p(z, v)- n(x) (1) 


= 1 


wird. (1) wiederum ist gleichwertig mit einem linearen Gleichungssystem 


=u, (i@=1....h'), (2) 
bei dem A und h’ nur von L, n.r.g,. ... g, abhängen. die L’, die zunächst unbekann- 
ten Koeffizienten der £ (x) bedeuten, und die w, feste Linearformen in den Koeffi- 
zienten von p(zx.v), die 4,, dagegen feste Elemente aus st darstellen. Bezeichnet 
o den Rang der Matrix 4, , so ist bekanntlich (2) dann und nur dann auflôsbar. 
wenn in der durch Anfügung der Spalte w, erweiterten Matrix alle Unterdeter- 
minanten (9—1}+ten Grades verschwinden. Ersetzt man nun in diesen Unterde- 
terminanten. (soweit sie nicht von den +, unabhängig und damit identisch 0 sind). 
die v, durch Unbestimmte V’,. so erhält man offenbar ein für die Zugehôrigkeit eines 
hoc hstens N-gradigen Polynoms zu m:|n (r)] charakteristisches Linearformensvstem. 
Ist ferner allgemein n= {n,(xr. ....n,(x)]. und ist das System 44 (1) (k = 1. 

.t,) für die Zugchôrigkeit eines hichstens N-gradigen Polvnoms zu m:[x,(x)] 
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charakteristisch (2 = 1, ... 8), so ist es das Formensystem /., (V)(i = 1, ...8; 
k= 1, ... ¢) für die Zugehôürigkeit zu m:n. 

b) Ist 7, (V) ...2,(V) ein nach den Richtlinien von a) konstruiertes, für die 
Zugehôürigkeit eines hôüchstens N-gradigen Polynoms zu m:n charakteristisches 
Linearformensystem, so überlegt man sich leicht, daB das System 1, (V), ... 1, (V) 
für die Zugehôrigkeit eines héchstens N-gradigen Polynoms zu m:n charakteristisch 
ist, sofern nur die Abbildung u -> a den folgenden Bedingungen geniigt: 

a) Es wird m= [m,(z),... m,(z)], n= [n,(z),... n,(x)]. B) m:(x) und 
m, (x), n, (x) und n, (x) haben jeweils denselben Grad. y) Der Rang von 4, | 
wird nicht kleiner als o und damit genau gleich o. 

Ist ferner /; (V) (i = 1, ...t') ein zweites, gleichfalls fiir die Zugehôürigkeit eines 
hôchstens N-gradigen Polynoms zu m:n charakteristisches System, so miissen 
über & lineare Beziehungen der Form . . 


dd 


t . 
L.(F) — > Cy l, (V) (¢ — 1, eee L): L (F = > de Le (V) (@ — 1, wee t’) (3) 
&=1 4=1 


bestehen, und es ist klar, daB neben 2, (V), ... 4, (V) auch 4, (V), ... 1, (V) für 
die Zugehürigkeit eines héchstens N-gradigen Polynoms zu m:n charakteristisch 
ist, sobald nur über a), 8), y) hinaus noch gilt: à) Die Beziehungen (3) gehen bei der 
Abbildung uw —> a über in sinnvolle Beziehungen: 

t 


f 
i; (V) = À cie PE =1...0, 4” = À dis  (V)G=1,...t). (4) 

Aus diesen Bemerkungen zusammengenommen ergibt sich die Richtigkeit der 
Behauptung b) von Hilfsatz 1 in vollem Umfange. 

Satz3: Es iat stts ab Da b,a:bD a:b und fast immer an b—=an b, 
a:b = a:b. 

a) Wegen an bGa,C b ist a~ b Ca, © b; ferner haben wir: (a:b): b Ca, 
(a:b): 6 & (a:b) - 6S a; a:b Ga:b. DaB der erste Teil von Satz 3 nicht verscharft 
werden kann, zeigen die Beispiele: Bei u — 0 wird für a = (z,), b = (x; + u ze) 
offenbar a © b = (z,2)C.a 9% b =(2,); a:b = (z,)C arb = II. 

b) Für den zweiten Teil von Satz 3 genügt es nach G. HERMANN?) §5 zu beweisen, 
da$ für ein festes, nur von a und b abhängiges N fast immer jedes zu a © b bzw. 
a:b gehürige, hôchstens N-gradige Polynom notwendig auch zu a © 6 bzw. a:b 
gehôrt. Ist nun zunächst 1, (V), ...1,(V) ein für die Zugehôürigkeit eines héchstens 
N-gradigen Polynoms zu a:b charakteristisches System, so hat 1 (V),... 2, (F) 
fast immer dieselbe Bedeutung einerseits für a:b, andererseits für a:b. (Man setze 
in Hilfssatz 1 das einemal m = a, n = b, das andremal m = a:b,n = $.) Es ist 
also jedenfalls fast immer a:b = a:b. Sind ferner die Systeme 2 (V), ... 1, (F) 
bzw. 1 (V), ...U (VW) charakteristisch für die Zugehürigkeit eines hüchstens 
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N-gradigen Polynoms zu a bzw. b. so hat offenbar das Vereinigungssystem & (F}, 

(VW) die gleiche Bedeutung für a > b, und nach Hilfssatz 1 ist weiter 
(m=a baw. =b baw. = à > b. n= PB!) fast immer ! ' (F),... 4, (F) ba. 
(PI, Ue (VF) baw. 1,(F).... 7% (F) charakteristisch für die Zugehürigkeit 
eines hüchstens N-gradigen Polynoms zu a bzw. b bzw. a © 6. Daraus folgt aber, 
daB fast immer a> b =a ~ b wird, weil ja 4) (V), ... 1, (V) für die Zugehôürig- 
keit eines hic hstens 2 V-gradigen rolynoms zu à - D charakteristisch sein mu, 
falls l (1°), (FF) baw. 1 (F),... 27. (F) die entsprechende Bedeutung für 
a baw. 'b besitat, Mi den zum Beweise von Satz 3 benutzten Cherlegungen beweist 
man noch leicht: 

Zusatzbemerkung: Gibt ex in a kein Polynom p* (2) 0 hôchstens N-ten 
Grades, das hinsichtlich der cinzelnen x, vorgeachriebenen Gradbeschrinkungen geniigt 
(=. Bin x, 4 hôchatens den Grad Mi. N. in x, 4,4, ... x, den Grad 0 besitz). » 
gibt ea fast immer auch in a ketn derartiges Polynom p* (x). 


Ist nämlich etwa a = [m, (x). ... m,(x)]. so überlegt man sich ahnlich wie bei 
Hilfssatz 1, daB die Nichtzugehérigkeit eines Polynoms p* (x) = 0 zu a gleichwertig 
À 


ist mit der Tatsache, daB ein bestimmtes Formensystem L (7) = 2A, C, GC = 
. 4= 1 


4! 
o; A,, © St) von einem gewissen andern Formensystem & (U) = & 4;, 0, (i =), 


.o': A} EM) linear abhängt: 1 (CU) = Me, lil) (i = 1,... 0). (Man denke 


sich auf der rechten Seite von (1) p* (x) anstelle von p(x; t)-> n(x); die UC, sind 


wieder die Koeffizienten der &, (2); 4 (C) =... = 4), (7) =0 ist notwendig und 
hinreichend dafiir, daB p* (x) den vorgeschriebenen Gradbedingungen geniigt: 
(Uy =... = 4 (Cl) = 4 (UC) =... =1,(C) = 0 charakterisiert das identische 


Verschwinden von p* (x).) —- Weiter überlegt man sich dann sofort, daB a sicher 

ebensowenig wie a ein p* (xr) = O° enthalt, wenn nur 1. a = [m, (2%), ... m, (2) 

wird, 2. jedes m, (x) genau denselben Grad g, besitzt wie m,(z) und 3. das 

Relationensystem 4, (0) == Ze, i, (U) in ein sinnvolles Relationensystem 
s=1 


ee 


(CU) == Ye, là (CU) übergeht. Damit ist das ,,fast immer gesichert. 


&= 1 
§ 2. Idealzerlegungen. Zugehürige Primideale 


Grundlegend für die weiteren Untersuchungen ist ein allgemeines Lemma, dessen 
Formulierung wir uns jetzt zuwenden. Es seien A, (x) (1 -= 1.... À) endlich viele 
Polynome in x. ...r, von den Gradzahlen 4 : ihre irgendwie angeordneten Koeffizi- 
enten selen ay. ...a,,. Ferner sei eine Rechenvorschrift i vargas die es gestattet, 


aus den A, (2) schrittweise cine endliche Kette B, (x: . B,(x; a) von Polyno- 
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men B, (x; a) in 7,.... 2, zu bilden, deren Koeffizienten ganzzahlige Polynome 
in a,,...a,, darstellen. SchlieBlich werde &, = 0 bzw. e, = 1 gesetzt, je nachdem 
ob B, (x: a) (identisch in den X; bei den gegebenen Werten der a,) verschwindet 
oder nicht. Dann mége unsere Rechenvorschrift als ,,kanonischer Algorithmus* 
bezeichnet werden, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind: 1. Eine obere Schranke 
L fiir die Gliederzahl ? der Kette der B, (x; a) sowie das Bildungsgesetz von B, (x: a) 
ist allein durch die Zahlen n, h, g;,...9, gegeben. 2. Bei bereits berechneten 
B, (x; a). ... B, (x; a) ist das Bildungsgesetz von B,, , (x; a) allein durch die Zah- 
len n,h, gy, ... Ju Ex ... €, eindeutig bestimmt. Für kanonische Algorithmen gilt 
offenbar das folgende 


Lemma: Laiefert in $ ein Kanonischer Algorithmus zur Polynomrethe A, (x), 
... A, (2) die Kette B, (x: a) (k = 1, ... 2), 80 liefert derselbe Algorithmus fast immer 
in IT zur Reihe A,(x),..., 4,(x) die Kette B,(x; a) = B, (x; a) (kK=1,... 0. 


Der Beweis folgt sofort aus der Bemerkung, daB fast immer 4,(z) und 4; (zx) 
denselben Grad haben und fast immer B, (x; a) und B, (x; a) das gleiche €, zu- 
geordnet ist. Fiir die Anwendung des Lemmas sei bemerkt: Unter die kanonischen 
Algorithmen laBt sich jedes Verfahren einordnen, bei dem nach der Bestimmung 
von 8, (z;a),... B, (x; a) die Berechnung ciner weiteren Reihe von Polynomen 
G, (x; a) nach eindeutiger Vorschrift miglich ist, sobald man nur über das Verschwin- 
den oder Nichtverschwinden gewisser Koeffizienten y,....y, der A,(z), ... 
A, (x), B,(z), ... B, (x), sowie über die Rangzahlen gewisser aus den A, (x), 
... A,(z), By(z).... B, (x) gebildeter Polynommatrizen C%): (c=1,... 7; 
a =1,... ff; o —1,... P,) Bescheid weiB. (Man braucht nur die y,. ... y, 
sowie die sämtlichen aus den Matrizen C® ableitbaren Determinanten nnmittel- 


ot Oo 


bar anschlieBend an B, (x) in die Reihe der B, (x) aufzunehmen). 


Bei den weiteren Untersuchungen betrachten wir, genau genommen, nicht die 
Ideale aus $, sondern nach Adjunktion von x? Unbestimmten u,, (t,k = 1,...n) — 
zum Grundkérper St die Erweiterungsideale a- S&(u,,) aus BP - R(u,,) [und ent- 
sprechend die Erweiterungsideale a + A (u,,) aus [T- A (u,,)]. Da aber nach bekann- 
ten Sätzen der Aufbau der Ideale a: & (u,,) genau dem der urspriinglichen Ideale 
a entspricht, kénnen wir die Adjunktion der u,, stillschweigend vornehmen. d. h. 
nach wie vor § statt  (x,), a statt a- §(u,;,) usw. schreiben). Mit Hilfe der «,, 


führen wir anstelle der x, neue, ,,allgemeine’ Variable z; = © u,, 2, (—1....n) 


cin; mit %, bzw. &, bezeichnen wir den Polvnomring & [z,. ... z,] bzw. den zugehü- 


3) Vel. z. B.: Wo krett, Beiträge zur Arithmetik kommutativer Integritätsbereiche VIII, 
Math. Zeitschrift (1943) S. 1—20, §1. Zu den weiterhin benützten Begriffen und Sätzen aus der 
Polynomidealtheorie vgl. etwa: W. KRULL, Idealtheorie, Ergebnisse der Mathematik und ihrer 
(srenzgebiete. Bd. 4, Heft 3 (1935), insbesondere § 3. 8 17, § 21. 
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rigen Quotientenkérper N (:,....z)4—=0.1,...n: Bo=— AP, = PB). Unter 
dem i-ten ,,Grundideal® von a verstehen wir das Ideal aller der a (r) € §&, für die 
eine Bezichung a, (z)-a (r)< a [a, (x) = À] gilt: qg:q,, môge der i-te ..Grund- 
quotient von a heiBen (i = 0.1. ...n —1: gg = 0, a, = À). 

Satz 4: Ist q, bzw. j, das i-te Grundideal bzw. der i-te Grundquotient von a, s0 ist 
fast immer gq, bzw. f, das t-te Grundideal bzw. der i-te Grundquotient von a. 

Der Beweis. der wegen Satz 3 nur für die g, geführt zu werden braucht, folgt 


sofort daraus, daB nach G. HeErmMann!). § 4. aus einer gegebenen Basis [4, (z). ... 
A, (z)} von a für jedes i durch einen kanonischen Algorithmus ein der Gleichung 
a:(D (z,,... 2,)] = g, genügendes Polvnom D (z,, ...2,) berechnet werden kann. 
Zur Auswertung von Satz 4 brauchen wir einige bekannte Definitionen und Sätze. 
Wie üblich nénnen wir ein Primideal p ..zu a gehorig‘*, wenn bei jeder Primärkompo- 
nentenzerlegung von a ein zu p gehüriges Primärideal auftritt. Unter der Dimension 
eines Primideals verstehen wir den Transzendenzgrad des zugehérigen Restklassen- 
kôürpers über 8; die Dimension eines beliebigen Ideals a wird gleich m gesetzt, wenn 
a mindestens ein m-dimensionales. aber kein (m + 1}-dimensionales Primoberideal 
besitzt. a heiBt ungemischt r-dimensional. wenn alle zugehôrigen Primideale r-di- 
mensional sind. d. h. wenn a als Durchschnitt von endlich vielen. durchweg r-di- 
mensionalen Primäridealen dargestellt werden kann. Nach E. NoEtHeEr*) gelten die 
Satze: a ist dann und nur dann r-dimensional. wenn a kein Polynom in z,, ...z, 
allein, wohl aber ein solches in z,. ... z,,, enthält. Der i-te Idealquotient jf, von a 
ist dann und nur dann = %$, wenn a mindestens ein zugehôriges i-dimensionales 
Primärideal besitzt; jf, = $8 ist ungemischt r-dimensional. seine zugehôrigen Prim- 
ideale sind identisch mit den i-dimensionalen, zu a gehérigen Primidealen. a ist dann 
und nur dann ungemischt r-dimensional. wenn fiir die zugehôrigen Grundideale 
9%=9=.--=G,=—4: O41=%442=.--.-=9,=F wird. Aus der letzten 
Bemerkung und Satz 4 folgt sofort: | 

Satz 9: Ist a ungemischt r-dimensional. so ist es fast immer auch a. 

Satz 6: Die Dimension von à ist fast immer gleich der Dimension von a und niemals 
groper. 

In der Tat. ist a r-dimensional. so enthalt a mindestens ein Polynom P (z,, ... 
2,4, 1); Von dem vorausgesetzt werden darf. daB es in a ganz ist, daB aber seine Ko- 
effizienten keinen Teiler positiven Grades in u gemeinsam haben. Bei jeder Ab- 
bildung u — a geht nun P (2,.... 2, , ,) in ein von O verschiedenes, von z, 4 ... 2, 
freies Element P(z,,... 2,41) aus a über. und es kann deswegen a, (das u. LT. 
gleich [I wird), jedenfalls héchstens die Dimension r haben. Andrerseits wird fast 
immer, falls j, der r-te Idealquotient von a ist. f, der r-te Idealquotient von a, und da 
aus fj, = $ fast immer jf, := 11 folgt. mub a fast immer gleichzeitig mit a mindestens 


*) Eliminationstheorie und allgemeine Jdealtheorie, Math. Ann 90. (1923). S. 229—261. 
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ein r-dimensionales Primoberideal besitzen. DaB die Dimension von a u. U. kleiner 
werden kann als die von a, zeigt folgendes Beispiel: 

a—={[r; (1+uxs), ze (1+uzxs)] ist (n — 1) -dimensional, während das bei der 
Abbildung uw —>0 entstehende Ideal a = (z,, z,) die Dimension » — 2 hat. 

Satz 7: Sind y, und ty, zwei verschiedene Primideale aus J, s0 besitzen 9, und y, 

fast immer kein gemeinsames zugehoriges Primideal. 
Ist nämlich r, die Dimension von y,, so ist 9, nach Satz 5 fast immer ungemischt 
r,-dimensional (¢ = 1, 2). Daraus folgt zunächst sofort die Behauptung für r, + ry. 
Ist aber r, = r, = 17, so hat ÿ, + ), und damit nach Satz 6 auch y, +, stets hüch- 
stens die Dimension r — 1, und das ware ausgeschlossen, wenn die ungemischt r-di- 
mensionalen Ideale ),, 9, ein gemeinsames zugehériges Primideal besäBen. Die 
Unmôglichkeit, Satz 7 zu verscharfen, zeigt folgendes Beispiel: ÿ, = (2,2 + x, + u 24) 
und ), = (z,7-+ u2z,) sind in $ verschiedene, (nr — 1)-dimensionale Primideale, 
bei u —> 0 entstehen in IT die ungemischt (n — 1)-dimensionalen Ideale ), = (x; + x), 
Da = (z{) mit dem gemeinsamen zugehôrigen Primideal (z,). 

Satz&: Sind y,, ...9,, die zu a gehôrigen Primideale, 30 besteht die Menge der 
zu a gehôrigen Primideale fast immer aus allen und nur den Primidealen, die zu einem 
der Ideale \), gehüren. 

In der Tat, sind fy, f, ... f, —1 die zu a gehérigen Idealquotienten, so darf nach 
Satz 5 vorausgesetzt werden, daB f,, j;, -.. f, —, im gleichen Verhältnis zu a stehen. 
Ist nun 7; = Ÿ, so ist immer jf; = I/, und es besitzt weder a noch a ein zugehôüriges 
i-dimensionales Primideal. Ist aber f, + %$, so ist nicht nur j,, sondern nach Satz 5 
fast immer auch f; ungemischt i-dimensional. Die 5-dimensionalen Primoberideale 
von jf, bzw. f,, die mit y,,,...0,,, DZW. q,... q, bezeichnet werden mügen, 
stellen dann gerade die simtlichen zu a bzw. a gehürigen, :-dimensionalen Primideale 
dar, und zum Beweis von Satz 8 hat man nur zu beachten: a) Nach Satz 5 sind die 
Ideale y,, fast immer ungemischt i-dimensional; dann aber ist jedes zu einem %,; 
gehérige Primideal als i-dimensionales Primoberideal von f; in der Reihe der q;, 
enthalten. b) Für geniigend groBes r wird 9, : ...- D, f; und damit )i,-...- 

im & Î; Jedes q,,muB daher mindestens ein y,, enthalten und damit als :-dimen- 
sionales Primoberideal von ,, zu ¥9,, gehéren.— Wir wollen nun die Gleichung 
a=q,°...% q,, eine ,,Normalerlegung von a nennen, wenn die q; Primär- 
ideale darstellen, deren zugehürige Primideale alle verschicden sind und in threr 
Gesamtheit gerade die Menge aller zu a gehürigen Primideale bilden. 

Satz 9: Ist a= q ~ ... © q,, eine Normalzerlegung von a in J, qy = 
Gai --- % Qa, eine solche von q, in I] (k= 1, ... m), so ist fast immer a = 
nf... Tu, eine Normalzerlegung von a in II. 

Zunächst wird nach Satz 3 fast immer a — q,,°... % Gar, Ist ferner D, 
bzw. 0, (J = 1, ... m,)daszuq, bzw. q,, gehorige Primideal, so miissen nach Satz 8 
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fast immer 04). ... Us», nicht nur die zugehérigen Primideale von q, . sondern auch 
die von y, darstellen, und eine nochmalige Anwendung von Satz 8 zeigt, daB die Ideale 
Vue... Dwr, ZUsammengenommen gerade die Menge aller zu a gehôrigen Primideale 
bilden. SchlieBlich folgt aus Satz 7, daB die Ideale y,, fast immer alle verschieden 
sind. | 

Da nach .E. NOETHER jedes Ideal a mindestens eine Normalzerlegung besitzt, 
darf man sich bei der weiteren Behandlung des Problems der Verhalten der Ideale 
bei Parameterspezialisierung ausschlieBlich auf Prim- und Primärideale beschränken. 
Die hier noch übrig bleibenden Fragen sollen in einer zweiten Note behandelt werden. 


(Eingegangen am 10. 1. 1948) 


Zur graphischen Integration der linearen Differentialgleichung 
n. Ordnung (a, D+ 1) (an —1 D+ 1) ess (a D+1)y=s (x) 


Von Kart STRUBECKER in Karlsruhe 


1. Die Metrik und Geometrie der isotropen Ebene 
Es ist für viele Zwecke der Geometrie vorteilhaft, die gewohnliche euklidische 
Metrik der (x, y)-Ebene zu ersetzen durch jene singuläre ssotrope Metrik, deren Bogen- 
element 
ds=dr (1) 
lautet, und bei der also die beiden Punkte P, = (z,. y,) und P, = (x,, y.) den 
tsotropen Abstand 
d = Ze — x (2) 
haben. Dual sollen dann die Geraden 


Y=UuT+v und y=usx+ vu (3) 
den isotropen Winkel 
tl = Us — Uy, (4) 
bestimmen. 

Ebenso wie bei parallelen Geraden (u, = u,) der Winkel « = 0 ist, ohne daB die 
Geraden identisch waren, kann auch für parallele Punkte (x, = x,) der Abstand 
d = 0 werden, ohne daB die Punkte identisch waren. 

Diese neuartige isotrope Metrik ist invariant gegen die Transformationen der 
dreigliedrigen affinen Gruppe 

(a =at+ x G 
y =b+cx+ y. | we 
die man als einen Grenzfall der euklidischen Bewegungsgruppe der Ebene auf- 
fassen kann. Man nennt diese affinen Transformationen isotrope Bewegungen und 
alle bei G, unveränderlichen GrüBen tsotrope Bewegungsinvarianten. Die mit dem 
vereinfachten Strecken- und WinkelmaB (2) und (4) vermessene (x, y)-Ebene he- 
zeichnet man in der Geometrie als isotrope Ebene. 

Es zeigt sich, daB die Geometrie dieser isotropen Ebene ob ihrer besonders ein- 
fachen metrischen Eigenschaften auch für manche Zwecke der angewandten 
Mathematik mit Vorteil herangezogen werden kann. Ein cinfaches Beispiel dafiir 
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ist die zeichnerische Integration der im Titel genannten linearen Differentialglei- 
chungen n. Ordnung mit konstanten reellen Koeffizienten a; und beliebiger stetiger 
Stürungsfunktion s (x). 


2. Isotrope Tangentialkurven und isotrope Schleppkurven 
Es sei 
C..... y = y(2) (6) 
eine beliebige, einmal stetig ableitbare Kurve. Tragen wir dann auf ihren Tangenten 
t vom Berührpunkte P aus die feste isotrope Linge PP, = a, auf (bei a, > 0 im 
Sinne wachsender x), so entsteht eine neue Kurve c,, die wir als eine isotrope 


a,-Tangentiale von c bezeichnen. Wir erhalten für diese a,-Tangentiale von (6) aus 
Bild 1 die Parameterdarstellung 


Cy... | ¥, = 4, y' (4) + y(x) = (a, D + 1) y(x), 


. d 
wobei D den LaGranceschen Operator = , , bedeutet. 


[st c, eine isotrope a,-Tangentiale von c, so heiBt umgekehrt ¢ eine isotrope 
a,-Schleppkurve oder kürzer eine isotrope a,-Schleppe von c,. Die Kurve c, hei8t 
dann auch die Basia der Schleppe c. 


Zieht man nämlich, beginnend mit der 
in lig. 1 gezeichneten Anfangslage P P,. 
cine gestraffte Leine P P, der festen isotro- 
pen Lange a, so über die isotrope Ebene. 
daB ihr Anfangspunkt P, die Kurve c, (7) 
beschreibt. so wird der Endpunkt P der 
Leine bei dieser Bewegung berithrend langs 
der Linie c geschleppt. 

Bei fester isotroper Lange a, der 
Schleppleine P P, und festem Punkte 
P, = (x: y,) kann der Endpunkt P noch 

= beliebig auf der y-parallelen Geraden 
r= +, —4, gewahit werden. 


Ye“ Ogy'(xd¢ yCx) 
: (ag Oot) y(x) 


| 
| 
, 





Um aus der Tangentialen ¢, (7) der 


Gleichung 


Y1 = (2) = Yy (41 — Gy) (8) 


die Gleichungen y = y (2) der oc! müglichen a,-Schleppene zu gewinnen, hat man die 
aus (7) folgende lineare Differentialgleichung 1. Ordnung mit konstantem 
Koeffizienten a, 


(a, D -- ly = y; (x) (9) 
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zu integrieren. Da man umgekehrt jede solche Differentialgleichung, wenn nur der 
Koeffizient von y nicht verschwindet, auf die Form (9) bringen kann. folgt der 
Satz 1. Die Integratkurven der linearen Differentialgleichung 1. Ordnung 
ay + y= (2) oder (a, D+ I y=% (2) (10) 
mit konstantem Koeffizienten a, künnen aufgefaBt werden als isotrope a,-Schleppen der 
Basiskurve 
n= na) (11) 
die aus dem Schaubilde der Stérungsfunktion y, = y (x) durch Parallelverschiebung 
in der x-Richtung um die Strecke a, entsteht. 
Die Parallelverschiebung erfolgt dabei nach rechts und die Schleppenbildung nach 
links, wenn a, > 0 ist. 
Die gewiinschte Integralkurve ist durch Wahl eines ihrer Punkte [Anfangs- 
punkt P = (zx, y)] festgelegt, d. h. durch Vorgabe ciner Anfangabedingung ~ 
y(z)=y. (12) 
Es ist leicht, dieses Ergebnis anzuwenden auf die 


3. Graphische Integration der linearen Differentialgleichung 1. Ordnung 
(a, D+ 1) y = y; (x) mit konstantem a, und beliebiger stetiger 
Stérfunktion y, (x) 
Wir zeigen dieses Verfahren der Integration von (9) durch isotrope 
Schleppenbildung in Fig. 2 an Hand der (leichung 









































Fig. 2 
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2y+y—=x (13) 
mit der Anfangsbedingung y (0) = 1. 

Um die gesuchte Integralkurve ¢ als Schleppe im isotropen Abstande a, — 2 
zu finden, zeichnen wir (Fig. 2) zuerst als Basis c, der Schleppe die aus der Stür- 
funktion y, (x) = x durch Parallelverschiebung um die Strecke a, = 2 gewonnene 
Kurve 

mH r+2 y= y(xr)= 2%, (14) 
d.h. die Cerade | 
Cyr... Y1 = Li — 2. (15) 

Verbinden wir dann den Anfangspunkt P — (0,1) mit dem in der isotropen 
Entfernung a, = 2 liegenden Punkt P, = (2, 0) der Geraden c,, so erhalten wir in 
[P P,] die*Tangentenrichtung der gesuchten Integralkurve c im Anfangspunkte P. 
Die weiteren Schritte der Konstruktion der Integralkurve c als Schleppe der Geraden 
c, nach dem Sehnen-Tangenten-Verfahren sind aus Fig. 2 unmittelbar zu entnehmen. 

Die Genauigkeit des Verfahrens ist sehr groB, wie der Vergleich mit der exakten 
Lésung der Gleichung (13) zeigt, die so lautet: 


C..... y=x--2+3e ?. (16) 


Es ist z. B. exakt y (— 2) = 4, 15 und y (+ 4) = 2, 405; die doppelt so groBe Origi- 
nalzeichnung liefert diese Werte mit einem Fehler, der etwa 0,005 beträgt. 
Ist insbesondere die Stürungsfunktion y, (x) = 0, so ergibt sich als Lésung der 
homogenen Gleichung 
my +y=0 . (7 
cine Éxponentialkurve | 


T 


y=C-e 


di 


(18) 


die man als isotrope a,-Schleppe der x-Achse (y, = 0) d. h. als isotropes Gegenstück 
der Traktrix mithelos nach dem obigen Sehnen-Tangenten-Verfahren zeichnen kann. 


4. Lésung der linearen Differentialgleichung 2. Ordnung 
(a, D+ 1) (a, D+ 1) y=s (x) dureh zweifache isotrope Schieppen 
Es sei nun, unter Wiederholumg der bisherigen Uberlegung, zur Kurve c, mit der 
Darstellung (7) die isotrope a,-Tangentiale c, gezeichnet (Fig. 3), deren Darstellung 
dann lautet: 
Lo == Uy + Ay, 
| Ya = Oy + Vi = (ar D + ly, 
Bei Verwendung der Abszisse + der Punkte P von c (6) als Parameter lautet diese 
cweite Tangentiale c, von c 


(19) 
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J rg=xr+a,+a,, (20) 

| Ye = (a, D + 1) (a, D +1) y(x) = a, ay y” (x) + (@, + GQ) y (2) + y (2). 

Geht man umgekehrt von der Kurve c, als Basis aus, 50 ist c, eine isotrope 

a,-Schleppe von c, und c eine isotrope a,-Schleppe von c,. Man kann also insgesamt 
die Kurve c als eine zweifache isotrope Schleppe der Basiskurve c, bezeichnen. 


Es gibt nach Wahl der iso- 
tropen Schlepplängen a, und 
a, zur Basis c, noch co? zwei- "| 
fache Schleppen c. Um eine 
bestimmte davon auszuson- 
dern, muB man die Anjfangs- 
lagen P P, und P, P, der bei- 
den in P, aneinandergekniipf- 
ten isotropen Schleppleinen 
wahlen, was darauf hinaus- 
kommt, für einen Anfangswert — 
x die Werte y und y’ = D y 
(ein Anfangselement, beste- 
hend aus dem Punkte P und 
der Richtung y’= Dy) zu 
wählen. Schreitet man dann Fig. 3 
von P in der Richtung D y 
um die isotrope Lange a, fort, so erhält man den Punkt /’,, von dem der auf der 
Basiskurve c, liegende Punkt P, noch um das isotrope Stiick a, absteht. Damit sind 
die Anfangslagen P P, und P, P, -der beiden gekoppelten isotropen Schlepp- 
leinen gefunden. 
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Analytisch bedeutet die Ermittlung der zweiten isotropen Schleppen c der Basis- 
kurve c, nach (20) die Integration der linearen Differentialgleichung 2. Ord- 
nung mit konstanten recllen Koeffizienten a,, a, und stetiger Stérungsfunktion y, (x) 

(a D+ 1)(a, D+ 1) y= y, (2), (21) 
wobei der Wahl der Anfangslagen der isotropen Schleppleinen die Wahl der Anfangs- 
bedingungen | 

y()= y yG)= y (22) 
entspricht. 

Umgekehrt folgt sofort 

Satz 2. Um die lineare Differentialgleichung 2. Ordnung (21) d.h. ausfiihrlich 
die Gleichung - 

a, a2 y" + (a, + 4g) y + y = ¥2 (2) (23) 
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mit reellen Koeffizienten a, und a, und stetiger Storungsfunktion 8 (x) = y, (x) durch 
2weifache isotrope Schleppenkonstruktion zu lôsen, zeichne man als Basis der Schleppen 
zuerst die Kurve 
CR Ya = Ya (Ze — 2, — 4). (24 
Ist dann für die gewünschte Integraikurve c der Anfangspunkt P = (x, y) und die 
Anfangsrichtung y = Dy entsprechend den Anfangsbedingungen (22) gegeben. so 
suche man den Punkt 
Py=(y arta. n=ay+y]=lz+as (a D+1)y] (25) 
und den auf der Basiskurve c, liegenden Punkt 
Pr=(r=rtatas Ye = 92 (2)) (26) 
auf und zeichne mit den Anfangslagen P P, und P, P, der in P, verbundenen iso- 
tropen Schleppleinen zuerst als Bahn von P, die isotrope a,-Schleppe c, der Basis c 
und danach als Bahn von P die isotrope a,-Schleppe von c,; die so gewonnene zweite) 
tsotrope Schleppe c der Basis c, (24) ist die zu den Anfangsbedingungen (22) gehôrige 
- Integralkurve der Differentialgleichung (21). 
Die beiden Schleppen c, und ¢ werden praktisch wieder nach dem Sehnen-Tan- 
genten-Verfahren gezeichnet. Weil bei konstanten Koeffizienten a, und a, 


(a, D+1)(a,D+1)y=(a,D+ 1 (@a,D+ ly (27) 


ist, sind die beiden Schleppenkonstruktionen 
vertauschbar. 









Die wirkliche Durehführung der Konstruk- 
tion zeigt Fig. 4 am Beispiele der Differential- 
ee? gleichung 
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y'+2y + y=e™ oder 


(D+ 1)(D+1)y=e™* (28) 


für die Anfangsbedin- 

gungen x =0, y=0, 

y = D'y = 1, wozu 
Fy, =e? = 1 gehôrt. 

Als Basis der zwei- 

fachen Schleppenkonstruktion dient dann nach 











: men (19) oder (24) die Æzponentiallinie 
2 _ 
14 Cyr Ta = x +2 e7* oder 
A Aer Es ne (29) 
Y= e - 
3 
Die Anfangslagen der beiden isotropen Schlepp- 
leinen sind durch die Punkte P = (0, 0), Py = 
4 Fes (1. 1), Pa = (2. 1) festgelegt: ihre isotropen 
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Langen sind a, = a, = 1. P, be- 
schreibt dann, wie die Rechnung 
zeigt, als isotrope Schleppe der Ex- 
ponentialkurve (29) die Kurve 
Cyeeees ay=2+1,y,=(r+4+ le™* 
oder y= ae, (80) 
während P als Schleppe von c, oder 
als zweite Schleppe vonc, die gesuch- 
te Integralkurvec,nämlich die Kurve 
eu. = (SH ae (81) 
beschreibt. 
Als weiteres Beispiel wahlen wir 
die homogene Gleichung 
y"—y=0 (32) 
die sich in der Form 
(D+ 1)(D—1)y=0 (33) 
schreiben 1ä8t. Wir finden zu den An- 
fangsbedingungen x =0, y =1,y'=0 
die Kettenlinie y = Co8 x und zu den 
Anfangsbedingungen x — 0, y =0, 
y’ =1 die hyperbolische Sinuslinie 
y =Zin x. Auch diese beiden Kurven 
künnen also, wie Fig. 5 zeigt, als 
zweite isotrope Schleppen der z-Achse sehr schnell und genau gezeichnet werden. 
Wegen a, = + 1. a, = — 1 ist dabei die Schleppenkonstruktion einmal nach links 
und einmal nach rechts vorzunehmen. 











5. Die Lüsung der linearen Differentialgleichung n. Ordnung 
(a, D+ 1) (a,_, D+ 1)..... (a, D+ I) y =8 (x) 
mit reellen Koeffizienten a; und stetiger Stürungsfunktion # (x) = y, (x) durch n-fache 
isotrope Schleppenkonstruktion stellt jetzt nur noch eine einfache Verallgemeinerung 
des bisher Dargelegten vor. Es genügt, das durch Wiederholung der obigen SchluB- 
weise gewonnene Ergebnis zusammenzufassen in den 
Satz 3. Die Integralkurven der linearen Differentialgleichung 
(a, D+ 1)(a,_; D+ 1)... (a, D+ Wy y, (2) (BH) 


mit reellen konstanten Koeffizienten a, und stetiyer Stérungsfunktion x (+) = y, (x) 
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MSTA CROIS 9,8, _.......8, tr Basvekurre 
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7,2, — 84 — .... — 9 
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mat ter ion 
Fe-.--- 9. = VE — By — Bz ---- Oh Di 


dis wich sur dem Srhauls lds y.=y tz: br Strenpiunlkhica durch Pareiicicerschie- 
es + Richteng der x-Achs um das Stick a — a erght nach rechds. wenn a > I). 


“nd dass tar die gortnsrhis Integralkurr de Anjengshedingungen gts 


yin = y. gtrs=y = Dy. sony = My. us. ET 
»' tZi — y": — yr! ¥. 


+, rertasdsn di n Schl pplsinen der isctropen Langn a,. 45. .....4, 18 thver Anfang:- 


wae der Foils. mach dis jolgenicn Punkte P. P,. Ps... P,_,. P,: 
PO =1x. 9. 
| P, sie, exe a, y, = 14, D— 1s y. 
| P, =thy=r—4a,—4,. y, =14, 1 — lita, D— lg 
pe (38) 
| Piste; = ay ww — aly 
| piste. D—lsta,_, D— 11... D— Vig. 
| P, .-tr,->4~—a,—4,— ....— a. y = yi. 


Iver Punkt P, hegt dalei avi der Basiakurre c.. wihrend die Punkte P,_,. Po _ 

-- P,. P. wenn P, ings der Basia c, verarhohen wird, der Reike nach die erate. 
zreile, ...... tm Nite und nte wwtrope Schleppkurte © _ 5. Cola +--+ c, und c 
der Saas ¢, beachreshen. Die letzte Schleppe c iat die gesuchte Integralkurre der Giei- 


chung 54. unter den Anfangshedingungen 1311. 


Ce 


Bszuglich der Vorzeiwhen ist zu beachten. daB bei a, > 0 die Kurve c, _, eine 
Linka-sitige jsotrope Schleppe von r, ist. 


Auf jene Veralljemeinerung der Schleppenintegration. die durch Benutzung 
ka! veranderlcher isotroper Schlepplängen entsteht. sei an dieser Stelle nur hinge- 
win. [eh gedenke bei einer anderen Gelegenheit darauf zurückzukommen. 


iEingegangen am 24.10. 19471 


Aus der Theorie der Flächenabbildungen 


Von FRANK LOBELL in München 


Paare reeller Flachenstiicke x (uw, v), D tu, v) des euklidischen Raumes, die 
durch gleiche Parameter aufeinander abgebildet sind, wurden in einer Reihe von 
Arbeiten und Noten untersucht, über die hier kurz berichtet werde: 


I. 


Sollen nur solche Eigenschaften der Abbildung betrachtet werden. die von 
den Lagen der beiden Flachen unabhangig sind, so gelangt man zu den bekannten 
Tissorschen Sätzen!). Sie enthalten das Gesetz, nach dem der AbbildungsmaBstab 
m für ein belicbiges, von einem Punkt r ausgehendes Linienelement d r von dessen 
Richtung abhängt. Wichtig sind in diesem Zusammenhang, wie man weiB, die 
Hauptelemente der Abbildung — die Hauptmafistäbe und Hauptrichtungen —, zu 
deren Bestimmung im wesentlichen die FundamentalgréBen 1. 0. E, F, G von x (u, v) 
und £’, F’,G’ von y (u, v) ausreichen. 

Diese Begriffe kénnen durch den des Verzerrungsmafes erginzt werden, dessen 
Verschwinden fiir das Vorliegen von Winkeltreue charakteristisch ist. 


IT. 


Der Wunsch, die relativen Lagen entsprechender Flachen- und Linienelemente 
zu berücksichtigen, veranlaBt die Heranziehung der gemigrhten FundamentalgréfBen 
1.0. des Flachenpaares?) x (u, v) — 0 (u. v): 


E — Lu Ds F; = Lu Yer F, = LD C= Le De. (1) 


In einem besonderen Fall, in dem x? = 1 ist, nämlich in der Theorie der Strahlen- 
svsteme, werden sie schon seit langem benutzt. 

Bei paralleler Lage einander zugeordneter Berührebenen kann das Verzerrungs- 
maB vereinfacht und auBerdem ein Verdrehungsmaf definiert werden. 

Allgemein empfiehlt sich die Einfiihrung eines RiBmafstabes n und eines Quer- 
riBmafBstabes q für das Linienelement’) dr, die folgendermaBen erfolgen kann: 

1) Allgemeine Theorie der Flachenabhildungen. Nachrichten aus dem Reichsvermessungsdienst 
1942, S. 299—307. (Diese Arbeit ist vorwiegend didaktischer Natur.) 

?) Zur Theorie der Flachenabbildungen. Math. Ztschr. 49 (1943), S. 427—440. 

3) Betrachtungen über Flächenabbildungen. I]. RiBmaBstab und QuerriBmaBstab. Sitz.-Ber. 
der Bayer. Ak. der Wiss., Math.-nat. Kl. 1947, 5. 15—23. 
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Bedeutet n den Einheitsvektor der positiven Normalen von x und wirdn x dx = dry" 
gesetzt. so läBt sich der OrthogonalriB des Bildelementes dy von d x in die Berühr- 
ebene von x linear durch d x und d r* ausdriicken: 


nxdnxn=ndr-gdr*. (2) 
Manchmal wird man auBerdem ..ZwischenmaBstäbe" n cos a + q sin a betrachten. 


Es zeigt sich. daB es an jeder Stelle von r zwei reelle. zueinander senkrechte 
Richtungen gibt. fiir die n Extremwerte n,. n, annimmt. die HauptriBrichtungen. 
SchlieBt d x mit derjenigen HauptriBrichtung. für die n = n, ist. den Winkel 7 ein. 
so gilt: 

n=n,cos?*7+ n,sim?7y und = q = (n,—n,) cos 7 sin 7 — } J, (3) 


wo J=(F,—F,):W mit W=nr,x, ist. 


Für den Berührvektor n x dn = j der Flache r findet man. wenn alle auf die 
Richtung d r* bezüglichen GrüBen durch Sternchen bezeichnet werden’), 
at (4 
Besonderes Interesse beanspruchen die Abbildungen. bei denen rx und damit 
auch q an jeder Stelle von der Richtung des Linienelementes unabhängig ist 
(n, = ng): sie werden gleichmafig genannt”*). Man kann sie im kleinen geometriseh 
volikommen charakterisieren. Sie bilden eine Verallgemeinerung einer Abhildungs- 
art. die bei den isotropen Strahlenkongruenzen eine entscheidende Rolle spielt. 


Ist x — yn gleichmaBig. so ist es im allgemeinen die inverse Abbildung 5 — £ nicht. 


4) Werden dr - t'und dr* =- t* als Vektoren von der Lange 1 vorausgesetzt. so ist j = nt* — qt 
eine Verallgemeinerung der in die Berührebene fallenden Komponente g der sich nur im Wert ihrer 
Normalkomponente, der geodätischen Kriimmung g. unterscheidenden Darsoux-Cesaroschen 
Kriimmunesvektoren aller t beriihrenden Kurven auf der Flache r: für » = n wird namlich i = g. 

Aus (4) folet auf Grund einer bekannten Überlegung. dab der Vektor 

dj 
n= dg 9 ;* 
von 7 unabhangig ist, wenn 2 die Ableitung nach der Bogenlänge in der Richtung t bedeutet. 


Ersetzt man (4) unter Verwendung der Beziehungen 
toy at® 
ay = t* une ay > —t 
durch die gleichbedeutenden skalaren Gleichungen 


=4—y* und aq si n* —n, 
On a7 


die auch unmittelbar aus (3) flieBen, und zerlegt man 7y in seine skalaren Bestandteile. so erhait man 
Verallgemeinerungen von flächentheoretischen Satzen, die auf Lacuerre zurückgehen. 

*) Betrachtungen über Flächenabbildungen. LL. ..GleichmaiBige Abbildungen. Sitz.-Ber. der 
Ba ver. Ak. der Wiss.. Math.-nat. KI. 1947. NS. 25 —33. 
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Die Paare sich gegenscitig gleichmaBig entsprechender Flächen lassen sich voll- 
ständig kennzeichnen. . 
Bemerkenswert ist auch der Begriff der Riblänge cines Paares entsprechender 
Kurvenstücke y und y’ auf x bzw. y: 
| r=(rdy= |nds, (5) 
wo der Strich die Ableitung nach der Bogenlange s von y bedeutet. Ist die Abbil- 
dung x — D gleichmaBig, so gilt für die geodatische Kriimmung g der Extremalen 
des Variationsproblems*) à r = 0, wenn n + 0 ist: 
| 1 d , 
Th ds ° (6) 
Die Frage, wann von den vier quadratischen Differentialformen, die in 
diesem Zusammenhang auftreten — dr?—ds, dy?=mds, drdy —nds?, 
ndydy =—qds* — die drei ersten linear abhängig sind, führt auf Flachenab- 
bildungen, die als ebenmäBig bezeichnet werden’), weil sic geometrisch dadurch aus- 
gezeichnet sind, da8 die HauptriBrichtungen mit den Hauptrichtungen zusammen- 
fallen. Mit rx — b ist stets auch D > r cbenmälig. 
II. 
Môchte man die von zusammengehôürigen Elementen eines Flächenpaares ge- 
bildeten Figuren nach ihrer absoluten Lage im Raume der Flächen untersuchen, 


so erweist sich die Verwendung der drei vektoriellen Differentialinvarianten des Fla- 
chenpaares gegenüber der Gruppe der gemeinsamen Parametertransformationen 


hi = Ea X Le de = WX De T= Te X Me — Le X We (7) 
als fürderlich, zu denen in gewissen Fallen noch die skalare Invariante 
j = À, pa — de D, (à) 


hinzuzuziehen ist, sofern ein vollständiges Invariantensystem zur Verfügung stehen 
sol). Zwischen diesen vier Funktionen besteht nämlich die Syzygie 


jeinieit GX in) Ge X D) — (hr X ig? = 0. (9) 
die im allgemeinen j aus j,. 1. j zu berechnen erlaubt. 
Vollständigkeit bedeutet hier: Durch die Angabe von j,. 32. j ist. falls j, jo} Æ 0. 


*) Auf die Analogie zu der Aufgabe der Bestimmung des ,,kürzesten Lichtweges’’ braucht kaum 
aufmerksam gemacht zu werden; dabei ist jedoch die im allgemeinen bestehende Richtungsabhängir- 
keit von n zu beachten. 

*) Noch nicht veréffentlicht. 

8) Differentialinvarianten bei Flächenabbildungen. Sitz.-Ber. der Baver. Ak. der Wiss.. Math.- 
nat. Abt., 1948, S. 217—237. 

Betrachtungen über Flichenabbildungen. I. Das Vektorpolynom 2474, - 4j — 5,  Sitz.-Ber. 
der Bayer. Ak. der Wiss., Math.-nat. K1.. 1945 46, S. 175 —183. 
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die durch die Abbildung r — n in jedem Paar einander zugewiesener Berührebenen 
induzierte Affinität eindeutig räumlich festgelegt: ist j, j, i — 0, ohne daB j, x j, 
Null ist. so muB zum Zweck dieser Festlegung zudem der Wert von j gegeben werden, 
ist aber j, / je = 0. wast, / 1 = je “1 = 0 nach sich zieht. so ist, auBer im Sonder- 
fall der direkten Winkeltreue. auBerdem noch eine irrationale vektorielle Invariante 
hinzuzunehmen. 


Jedoch ist die Frage, ob die Abbildung r == n durch das System dieser invarianten 
Funktionen auch im groBen bestimmt ist. nicht in allen Fallen zu bejahen?). 


Die geometrische Deutung der absoluten Differentialinvarianten 
=: H und J = j:H (10) 


führt dazu. § den Spreizvektor und J die Schiefe des Flächenpaares x -> 5 an 
der Stelle (a, uv) zu nennen. 


Besonders interessant sind die Abbildungen. die durch das Verschwinden von 
à oder von J gekennzeichnet sind: die schon in früheren Jahrzehnten betrachteten 
Assoziationen’®) und die geraden Abbildungen™. Ihre geometrischen Eigentüm- 
lichkeiten im kleinen lassen sich in einfacher Weise beschreiben. 


Aus den Differentialinvarianten kann man /ntegralinvarianter bilden, unter denen 
sich Verallgemeinerungen des Flächeninhalts und des Flächenvektors einer Fläche 
befinden. Sie sind zum Teil durch Randintegrale ausdrückbar!?),. 


Zum SchluB sei mitgeteilt, daB das Studium der Integrabilitätsbedingungen, 
denen sowohl die FundamentalgréBen als auch die Differentialinvarianten geniügen 
miissen, seit einiger Zeit aufgenommen ist. 


(Eingegangen am 6. 11. 1947) 


*, Flächenabbildungen mit gemeinsamem Invariantensystem. Math. Ann. 120(1947), S. 21—31, 

15, Sätze über spezielle Grattungen von Flachenpaaren werden bewiesen in den Betrachtungen 
über Flächenabbildungen IV, Ausgezeichnete Abbildungen verschiedener Art. Sitz.-Ber. der Bayer. 
Ak. der Wiss., Math.-nat. K1., 1947, 5. 35—43. 

11) Betrachtungen über Flächenabbildungen. V. Flachenpaare mit vorgegebener Sehiefe. 
Sitz.-Ber. der Bayer. Ak. der Wiss., Math.-nat. K1.. 1945. Im Dez. 1947 legte d. V. der Bayer. Ak. 
d. Wiss. eine VI. Note über Gerade Abbildungen mit Nebenbedingungen vor, im Febr. 48 eine 
VII. Note über die Bestimmung der einer gegebenen Fläche mit gegebenem Spreizvektor entspre- 
chenden Flächen. die auf die Integration der WEINGARTENSchen charakteristischen Differential- 
gleichung zurückgeführt wird. 

12) (her einige Integralinvarianten. die bei Flächenabbildungen auftreten. Sitz.-Ber. der 
Bayer. Ak. der Wiss., Math.-nat. Abt., 1944, 5. 107-132. 


L. Herrrer: Kurvenintegrale und Begriindung der Funktionentheorie tri 
Kurvenintegrale und Begründung der Funktionentheorie 


Von LoTHaAR HEFFTER in Freiburg i. Br. 


Selbstreferat des Verfassers über eine demnächst selbständig erscheinende Broschiire 
| von etwa drei Druckbogen. 


Caucny hat 1814 die moderne Theorie der Funktionen einer komplexen Ver- 
änderlichen z = x + yt begriindet, indem er aus gewissen Eigenschaften einer 
Funktion | 

f(z) = u(z,y)+ v(x, y)i (1) 
ihren analytischen Charakter, d. h. ihre Darstellung durch gewoéhnliche Potenz- 
reihen herleitete. Diese Eigenschaften waren die Existenz und Stetigkeit der 
Ableitung f’ (z). Das bedeutet für u und v die Existenz und Stetigkeit der ersten 
partiellen Ableitungen w,, us, v,, vg und das Bestehen der CaucHy-RiEMANNschen 
Differentialgleichungen zwischen ihnen 


U, = Vo, Us = — 2. (2) 


GoursaT hat dann 1900 bewiesen, daB auf die Stetigkeit von /’ (z), also auf 
die von u,. tg, V1, ¥, verzichtet werden kann. 

In der vorliegenden Schrift wird auch die Existenz von /’ (z) d.h. die von 
U1, Us, V1, Ve ausgeschaltet, und die CaucHy-RiemMannschen Differentialgleichungen 
werden durch eine viel schwächere Bindung zwischen uw und v ersetzt. die aber 
unentbehrlich ist, wenn « + vt eine analytische Funktion von z werden soll. So 
wird hier ein Wunsch erfüllt, in dem sich Boiza, wie er dem Verfasser erzähite. 
1912 in London mit HitBert begegnete, eben der Wunsch. daB auch auf die Existenz 
von f’ (z) noch verzichtet werden sollte. 

Auf dem Weg über diese drei Etappen braucht man nun den, übrigens auch für 
Physik und Technik wichtigen Begriff des reellen und damit des komplexen 
Kurvenintegrals, weil er in den älteren Arbeiten eine grundlegende Rolle spiclt 
und bei uns erst nachträglich wieder abgestoBen wird. Die Definition solcher 
Integrale, mit der wir deshalb beginnen miissen, kann aber gegen die meist 
gebräuchliche Art wesentlich abgeändert werden. Wird nämlich das Kurvenintegral 
als Grenzwert einer Summe erklärt, in der Funktionswerte von f (=) für Punkte = = © 
auftreten, so brauchen diese Punkte ? nicht notwendig der Kurve selbst anzugehôüren. 
sondern sie diirfen ganz beliebig einer gewissen Umgebung der Kurve entnommen 
werden. Das hat mannigfache Vereinfachungen für die Theorie der Integrale zur 
Folge: unter anderem die, daB die weitere Untersuchung. statt auf beliebige Kur- 
ven sich auf cin achsenparalleles Rechteck | 


R = [(a. a), (b. B)] (3) 
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mit den diagonalen Ecken a a und b. #. das ganz dem betrachteten Bereich ( der 
x y-Kbene angehért. beschränken darf. Für ein solches kann nun, wenn nur « unde 
wenigstens bei jedem y aus (a, B) über r von a bis 6 und bei jedem x aus (a. 4) über 
y von a bis B integrierbar sind. die unentbehrliche Bindung zwischen wu und r dabin 
ausgexprochen werden: Es soll 
À 

doh. f(z) in © eindeutig achsenparallel integrierbar sein. Es sollen also. 
wen man (4) zerlegt und ausführlich sehreibt. die Gleiechungen gelten 


Pf(zydz-. (us vi\(dxr+dyiy=0, (41 
k 


ut odx. prthydy-—lutx Bidr—/Jjv(a. y)d y =0 
a a à 3 


A Î a 


| a (9) 
jetraldr- fu(boyydy— fer Bild x + | u (b, y) d y = 0. 
“ « 6 2? 


he soshnet man nun das arithmetische Mittel oder den Mittelwert von «(z. 4) 


ve Pntercall Cash) mit ay, (2a). setzt also 
b 


| 

Uys lta) = ESS AL (x. aidr. (6) 
sec hend für curd die anderen Seiten von À. so sind die Gleichungen (5) vüllig 
sa dutend mit den Differenzengleichungen 


Hah (Pa) - Mos (X, ñ) TE (a. ¥) — fat (b. y) 
a -;; TT a—h . . 
{ 
Mab (La): - ar (7. p) Ua: (4. 4) — Hat (b. #4) { 
“u—p TT a —b ° 
"ns embryonal schon die CaccHy-Riemannschen Differentialgleichungen 


soe ore ound gehen in der Tat für )-»+a und B >a in diese über. wenn mana 
‘stale Differenzierbarkeit von « unde als Voraussetzung hinzunimnt. 


s 4 99 bet CAUCHY und GOURSAT aus ihren Voraussetzungen die eindeutige 
‘verve? als Aussage des Caccuyschen Integralsatzes erst gefolgert 
© ae bed ums durch (4), (5) oder (7) schon als Voraussetzung zugrunde 


: a: der mithin in allen drei Fallen gegebenen eindeutigen achsenparalle- 
yoo sskeit der stetigen Funktion / (2) ihren analytischen Charakter zu ge- 
oben wir für f(z) die sogenannte Catcaysche Integralformel 
faye gt OT (8) 
T 

Mach wesehlossene achsenparallele Treppenlime ist, die den Punkt z 
ao cordert zunächst die Feststellung: Wenn / (2) in @ überall stetig 
f () 


in jedem Teilbereich von 6, 


iy onbegnerbar ist. so gilt das auch für 
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der den Punkt z —#nichtenthält. Das ist hei den alten Cavcuyschen und auch bei 
den Groursatschen Voraussetzungen über f(z) evident. Wird aber direkt nur die 
eindeutige Integrierbarkeit von f(z) vorausgesetzt [(4). (5) oder (7)], so muB 
jene Feststellung erst bewiesen werden. Das leistet der ..Hauptsatz™: [st die 
im Bereich G stetige Funktion f (z) in G überall eindeutig achsenparallel integrierbar. 
also für jedes Rechteck R 

[f(z)dz=0, (9) 

R 


ist ferner h (z) = ¢ (x, y) + i wp (x, y) eine mit ihrer Ableitung h’ (2) in ( 
stetige Funktion, die also den Caucuy-Riemannschen Differentialgleichungen 
Pi = Yes Je = — Y, genügt. so ist auch 

LL (2)h(z)dz = 0. (10) 


Der Beweis wird statt mit Doppelintegralen, einem Begriff, der doch vieles in 
sich birgt, mit einer Doppelsummen methode, bei der alles offen zu Tage liegt, 
geführt. Aus dem Hauptsatz folgt dann leicht die Integralformel (8). Diese aber 
ist in bekannter Weise in eine Potenzreihe für f (z) umzuwandeln. Für die Be- 
griindung der Funktionentheorie wird dabei der allgemeine Begriff des Kurven- 
integrals iiberhaupt entbehrlich, da nur mit achsenparallelen Treppeninte- 
gralen gearbeitet wird. 

Wir treffen also auf unserem Wege mit cinem Satz zusammen, der ebenfalls 
den analytischen Charakter einer in @ stetigen und cindeutig integrierbaren Funktion 
f (z) aussagt, dem Satz von Morera. Dieser wird aber hier durch den Hauptsatz 
ganz direkt und frei von den seinem sonst iiblichen Beweis anhaftenden Begriffen 
geliefert. 

Diese ganze, nunmehr abgeschlossene Entwicklung ist also reif fiir cine einheit 
liche selbständige Darstellung, die zugleich cine Geschichte der Begriindung 
der Funktionentheorie ist. Sie enthalt fast überall Wesentliches. was bisher noch 
nicht veréffentlicht ist. Nur so kommen auch die einzelnen Wege, zumal der letzte. 
hier von uns gebahnte, zur richtigen Geltung. 

Beiläufig werde noch bemerkt: Zur Bequemlichkeit für den jiingeren Leser 
wird in Kapitel I das wenige, was aus der Theorie der reellen Funktionen im Fol- 
genden nur gebraucht wird, ohne Beweise kurz zusammengestellt. Er wie der ge- 
reifte Forscher werden aber hoffentlich in den folgenden Kapiteln ihre Rechnung 
finden. Der letztere wird vielleicht auch für die Angaben über dic Originallitera- 
tur in Kapitel VII dankbar sein, obwohl sie trotz ihrer Reichhaltigkeit keinen An- 
spruch auf Vollstandigkeit machen. 


(Eingegangen am 4. 12. 1947) 


ND M. L'heure. Meier 
Ein Modell des Kosmos und der Sternentstehung 


Von GoSTHER Lipwic in (rôttingen 
und Crat~ ERNST FRIEDRICH MULLER in Bonn 


Die in einer fruheren Arbeit’) abgeleiteten Feldgleichungen 


f,, * 1, R TT J 1 (J 1 # J " N Viv) —— 


. } ! : 
Vy oy J? (J .J k 7 J "yn) = .) JS: 
Rae Mi. (A+ 12,9 “_b=0. 
mit g,, als affinem metrischen Tensor. R = AK und dem Kriimmungstensor 
e 
Kk, a I, A 7 Dre r I", # ~~ 4 lu 
werden für ein einfaches Modell eines expandierenden Kosmos gelôst. Die Welt is 
dabei eine Hvperkugel vom Radius o. der nur von der Zeit ¢ abhängt. so daB da 
Linienelement durch 
dé = o(tP de® —d 
gegeben ist. wobei 
3 
dot =: M(d x’? 

ml 

das euklidische Linienelement auf der Hyperkugel 
3 
= (rP=1 
r= 0 

ist. Die Berechnung der Dreiindizessvmbole 1%, und des Kritmmungstensors À 
wird hierfiir durchgeführt. Es ergibt sich 


Ri, — ; Y ik R= * (1 + 0? + 2 09) Iie (i, k) = 1.2.5 
Ra ou R=— (1+ &) 


kx werden dann die beiden folgenden Falle eines Modells untersucht: 
1. Homogener Materieinhalt als ideales Gas mit einem Druck, der gegeniiber de 


4 4 
Energiedichte - : Massendichte ¢ zu vernachlassigen ist. Hierbei ist in (1) S,, = N,, =! 
4 
fk V2.5) und Sy. 0%, (y, = const) und b = 0 zu setzen. Es is 


J z a a+, 
2. Homogener Matericinhalt bei sehr hoher Temperatur, so daB der Druck de 
L 4 J a ® « . a - . C2 
grobtinoghches Wert p at («  Energiedichte) annimmt. Hierbei ist in 1 


05. Leow). Z. Phssth tum Beseheinen), 
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4 . 4 
Su=—3 Mon (ik =1,2,3), Sy=—% und b= 0 zu setzen. Es ist: 
e=J oy, (y, = const). . | 
Man erhält dann als Lésungen, wobei K = 5 J die Gravitationszahl (= 8 x f/c-? 


mit f als Gravitationskonstante im Newronschen Attraktionsgesetz) und Æ die 
Gesamtenergie der Welt sind (Lichtgeschwindigkeit c = 1 gesetzt): 


Im Falle 1: 


_, 2, p81, 
e= y24—3° 9 21—8 a’ (2) 
e=— ; E=27n' 0 a. 


Es ist zweckmäBig, alle GréBen in natürlichen Einheiten zu messen. Wir denken 
diese Einheiten so gewählt, daB die Lichtgeschwindigkeit c = 1, die PLancksche 
Konstante 4 = 1 und die Elementarlänge 7 = 1 (! ~ 10-2 em) ist. Unser heutiges 
Weltalter ¢ ware in diesen Einheiten: ¢ ~ 104. Die in die obigen Formeln eingehende 
Konstante À kann nur durch die Erfahrung festgelegt werden, wobei wir aber, da À 
dimensionslos ist, verlangen müssen, da À von der GréBenordnung 1 ist. Andernfalls 
kôünnte man À nicht als wirklich konstante Zahl ansehen. 


Die Konstante a in (2) wird von der vorliegenden Theorie ganz offen gelassen, 
was man auch von einer klassischen, makroskopischen Theorie nicht anders er- 
warten kann. Denn eine Auszeichnung eines bestimmten Wertes von a wäre gleich- 
bedeutend mit der Auszeichnung einer bestimmten Energiedichte. Eine klassische 
Theorie 1a8t aber alle Energiedichten als méglich zu. In der Erfahrung werden wir 
aber, gemessen in natürlichen Einheiten, einen Wert a der GrôBenordnung 1 zu er- 
warten haben. Dann aber sind die Gleichungen (2) in vollkommener Übereinstim- 
mung mit den induktiv von P. Jorpan abgeleiteten GrôBenordnungsbeziehungen 
zur Kosmologie*). 


Im Fall 2: 
7/8 1. pl 6, 
e= V3 ai Egg? 


e= 8B ; E —2 x? 0° B. 


(3) 


Wie vorher der Wert von a, so liegt hier der Wert von B nicht fest. In natürlichen 
Einheiten werden wir aber in der Erfahrung einen Wert B der Gré8enordnung 1 
(d. h. e = B ~ Atomkerndichte) zu erwarten haben. Allerdings ist noch anzugeben, 
mit welcher Erfahrung wir dieses letzte Modell vergleichen kônnten. Nach einer 


3) P. JorDAN, Ann. Physik 36, 64 (1939), Physik. Z. 45, 183 (1944): Die Herkunft der Sterne. 
Stuttgart 1947. 
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Idee von P. JORDANS) scheint dieses Modell eine deduktive Begriindung der von 
P. JORDAN induktiv erschlossenen Beziehungen für Sternentstehung zu ermüglichen. 


Die Sternentstehung hatte man sich danach folgendermaBen vorzustellen: _ 

Ein kleiner Kosmos entsteht spontan mit Materie so hoher Temperatur, daB es 
berechtigt ist, p = à e zu setzen. In diesem kleinen Kosmos nimmt die Gravitations- 
konstante K umgekehrt proportional zum Quadrat des Alters dieses kleinen Stern- 


kosmos ab, bis K im Stern den Wert von K im Gesamtkosmos erreicht hat. Dies 
ist nach (2) und (3) der Fall, wenn bis auf Zahlenfaktoren der GrüBenordnung 1 


© Stern = (0 wette) 
ist. Von diesem Moment (Sternalter in diesem Augenblick ~ 10-*° Elementar- 
zeiten. ~ 10-5 sec fiir einen heute entstehenden Stern) an verschmilzt der Stern- 
kosmos mit dem Weltall. Hierbei wird sich vermutlich die Masse des Sternes nicht 
mehr wesentlich ändern, so daB also 


Es, ~ (© stern ™ (Qwettatt) ~ th 


ist, wobei { das Alter der Welt zur Zeit der Entstehung des Sternes war. Dies ist aber 
genau die von P. Jorpan erschlossene Beziehung?). 


(Eingegangen am 22. 12. 1947) 


Integraltafel 
Von W. GROBNER und N. HOFREITER 


1. Teil: Unbestimmte Integrale 2. Teil: Bestimmte Integrale 


Verlag Springer, Wien. 1. Teil im Druck. 2. Teil in Vorbereitung 


Der Zweck dieser Integraltafel ist, den Mathematikern und Ingenieuren zeit- 
raubende Ausrechnungen von Integralformeln nach Moéglichkeit zu ersparen; sie 
soll auch einen kurzen Uberblick iiber alle in den einzelnen Fallen brauchbaren 
Methoden geben. Sie soll aber kein Lehrbuch der Integralrechnung sein, sondern 
setzt geniigende Vertrautheit mit deren grundlegenden Begriffen und Regeln voraus. 


GréBtes Gewicht wurde auf die Genauigkeit der Tafel gelegt: simtliche Formeln 
wurden vollständig neu gerechnet und mehrmals auf unabhängige Weise überprüft, 
um moglichst alle etwaigen Fehler und Ungenauigkeiten auszumerzen. Alle Formeln 
sind mit genauen Angaben tiber ihren Geltungsbereich versehen. 


— —— -—- — 


3) P, JorDAN, Physikal. Bl. 3, 97 (1947). 
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Die Einteilung der Tafel erfolgt nach dem Integranden: 1. Abschnitt: Rationale 
Integranden, 2. Abschnitt: Algebraisch irrationale Integranden, 3. Abschnitt: Trans- 
zendente Integranden. Die Abschnitte sind in geeigneter Weise weiter unterteilt, 
um das Auffinden der Formeln zu erleichtern. 

Besonders ausfiihrlich sind im zweiten Abschnitt die elliptischen Integrale be- 
handelt; die für die numerische Berechnung nôtigen Umrechnungsformeln auf die 
LEGENDREsche kanonische Form sind mit Beriicksichtigung aller in Betracht kom- 
menden Unterscheidungen angegeben. 


Der 2. Teil, welcher die bestimmten Integrale umfaBt, gleicht in seinem Aufbau 
dem 1. Teil. Er enthalt vor allem solche Integrale, die im 1. Teil nicht vorkommen, 
weil die betreffenden Integralfunktionen nicht näher bekannt oder nicht tabelliert 
sind, so daB nur bei speziellen Grenzen bekannte Zahlenwerte oder bekannte Para- 
meterfunktionen auftreten. Um jedoch den praktischen Bediirfnissen entgegen- 
zukommen, wurden auch viele Integrale, die schon im 1. Teil verzeichnet sind, fiir 
spezielle, oft auftretende Grenzen berechnet und im 2. Teil eingetragen. 

Während die Überprüfung der Formeln des 1. Teiles einfach durch Differen- 
zieren erfolgen kann, ist dasselbe bei den bestimmten Integralen nicht mehr môglich. 
Es wird daher bei den Formeln des 2. Teiles durch kurze Hinweise immer ein Weg 
angegeben, welcher zur Herleitung der betreffenden Forme] beniitzt werden kann. 
Dies hat auch den Zweck, den Beniitzer der Tafel zur Berechnung ahnlicher Integrale 
anzuleiten, welche in der Tafel nicht aufgenommen sind. Diesem Zweck dient auch 
eine kurze Tabellierung der zur Berechnung bestimmter Integrale dienenden Me- 
thoden und allgemeiner Integralformeln. 


(Eingegangen am 27. 12. 1947) 
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Deutsche 
Mathematiker-Vertinigung 

Die Deutsche Mathematiker-Vereimgung hofft, 
nach Mabgabe der bestehenden Bestimmungen 
bald die Genehmigung zur Wiederaufnahme ihrer 
Tâtigkeit zu erhalten. 

In Tübingen wurde vorerst die, Deutsche Mathe- 
matiker-Vereinigung in der franzôsischen Zone 


Württemberge“ gegründet, deren Satzung sich 
eng an die bisherige Satzung der D. M. V. an- 
schlieBt. 

Vorsitzender: K. KnorP 

Stellvertreter: E. KAMKE. 


Gesellschaft für angewandte 
Mathematik und Mechanik 


Durch Erla8 des Kultusministeriums in Stuttgart 
wurde die. Gesellschaft für angewandte Mathe- 
matik und Mechanik“ wieder für die ganze 
amerikanische Besatzungszone sugelassen. 
Geschäftsführender Vorsitzeuder der GaMM: 
R. GRammet, Stuttgart. 

Die Satzung ist bis auf kleine formale Ande- 
rungen mit der früheren gleichlantend. 


Tagungen 


Berliner Mathematiker-Tagung. Das 
,.Forschungsinstitut für Mathematik“ an der 
Deutschen Akademie der Wissenschaften und 
das ,,I. und IT. Mathematische Institut“ der 
Universität Berlin planen eine Tagung der 
deutschen Mathematiker in Berlin. In Anbe- 
tracht der gegenwärtig bestehenden Sehwierig- 
keiten ist der ursprünglich vorgesehene Termin 
für diese Tagung (5.— 11. 9. 1948) auf den 
April 1949 verschoben worden. 

Vorsitzer der Fachgruppen sind für 

Algebra und Zahlentheorie: Professor Dr. F.K. 
Scaxivr (21a) Mimster 1. W., Breul 23, 
Analysis: Professor Dr. H. Kxesen, (14b) 
Tübingen, Brunsstr. 31, 

Geometrie: Professor Dr. O. Haurr, (13b) 
Erlangen, Spardorferstr. 45, 
AngewandteMathematik: ProfessorDr.K. Scnaô- 
ver. (1) Berlin-Lichtenrade, Blücherstr. 2. 
Vortragsanmeldungen sind an die Gruppen- 
leiter bis spätestens 15. 6. 48 zu richten. Normal- 
redezeit 20 Minuten. Anmeldung der Teilnahme 
an der Tagung an das I. Mathematische Institut 
der Universität Berlin, (1) Berlin-Steglits, 
Sedanstr. 8. 
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Neue Fachliteratur 


Bei der Redaktion liegen folgende neue Fach- 
schriften vor: . 
BLasceke, W.: Vorlesungen über Differential- 
geomeirie I, 4. Aufl., Springer-Verlag 1947.. 
BLascakE, W.: Projektive Geometrie, Wolfen- 
biitteler Verlagsanstalt 1947, Notdruck. 


Boussaui, N.: Eléments de Mathématique, 
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1032, Hermann & Cie., Paris, 1939, 1940, 
1942, 1947. 
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Cartan, E.: Les Systèmes Différentiels Ex- 
térieurs et leurs Applications Géoméiriques, 

Hermann & Cie., Paris, 1945. 
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ceton University Press, 1946. 
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Verlag, Berlin und Gottingen 1947. 
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und des Raumes. Birkhauser, Basel, 1946. 
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Bericht über die Mathematiker-Tagung in Tü- 
bingen vom 23.—27. 9. 1946, herausgegeben vom 
Mathematischen Institut der Universität Tü- 
bingen. 

Die ersten Hefte der folgenden deutschen Zeit- 
schriften sind wieder erschienen: 
Ingenieur-Archiv, Springer-Verlag, Berlin und 
Heidelberg. 

Mathematische Annalen, Springer-Verlag. 
Mathematische Zeitschrift, Springer-Verlag. 
Zeitschrift für Angewandte Mathematik und Me- 
chanik — ZAMM — Akademie-Verlag, Berlin. 


Kurze Buchbesprechungen 


E. STIEFEL: Lehrbuch der darstellenden Geome- 
trie, Basel, 1947; 1735. 


Dieses Werk ist als Band 6 in der mathe- 
matischen Reihe der Lehrbiicher und Mono- 
graphien aus dem Gebiete der exakten Wissen- 
schaften im Verlag Birkhauser & Cie. erschienen 
und ist aus Vorlesungen hervorgegangen, die 
der Verfasser seit mehreren Jahren an der Eidg. 
Technischen Hochschule in Ziirich abgehalten 
hat. Die Darstellung ist straff durchkomponiert 
und von schleppendem, der älteren Literatur 
über diesen Gegenstand anhaftendem Beiwerk 
frei; das Wesentliche wird in klaren Zügen her- 
ausgearbeitet und durch zahlreiches einfach 
und sparsam in den Linien gehaltenes Figuren- 
material wirkungsvoll erganzt. 


Aus didaktischen Griinden ist der erste Teil, 
etwa die Hälfte des Buches umfassend, elemen- 
tar gehalten und handelt von Normalprojek- 
tionen, orthogonaler Axonometrie und der 
konstruktiven Darstellung gekriimmter Flachen ; 


86 Mitteilungen 


damit ist das unentbehrliche Rüstzeug für die 
Anwendungen der darstellenden Geometrie in 
den technischen Disziplinen zusammengestellt. 
Vom zweiten Teil an (20 S.). der die Kurven und 
Flachen zweiter Ordnung zum Gegenstand hat, 
wird der wisserschaftliche Standpunkt starker 
betont; gegenüber Affinität und Kollineation 
tritt der Begriff der Reziprozität, auf den die 
Lehre von den Kegelschnitten gegründet wird, 
in den Vordergrund. Ausführlicher ist dann 
der dritte Teil (40 S.) über die projektive dar- 
stellende Geometrie, in welchem mit Hilfe des 
hier erstmalig eingeführten Begriffes des per- 
spektiven Achsenkreuzes eine Theorie der 
geradentreuen Abbildung entwickelt wird. Sie 
enthalt das Projizieren als Spezialfall und führt 
zu dem im n-dimensionalen gültigen Fundamen- 
talsatz, wonach jede Perspektive eines Gegen- 
standes durch projektive Abbildung aus einem 
Zentralbild des Gegenstandes erzeugt werden 
kann; hierdurch wird der nur in der dreidimen- 
sionalen Geometrie gültige Satz von PoHLKE 
entbehrlich. Der vierte Teil (20 S.) behandelt 
die sphärische darstellende Geometrie und kon- 
forme Abbildungen. In einem kurzen Anhang, 
topologische Gesichtspunkte betitelt, wird mit 
Begriffen aus der Gewebegeometrie die stetige 
Perspektive untersucht, und damit werden die 
geläufigen Methoden der projektiven darstellen- 
den Geometrie verallgemeinert. 


Die druck- und buchtechnische Ausführung 
ist vorzüglich. Seiner ganzen Anlage nach 
kommt das Buch einem dringenden Bedürfnis 
entgegen und wird sich als nützliches, wertvolles 
Lehrbuch einbürgern; es ist zu wünschen, daB 
es auch bald in die Hände vieler deutscher 
Studenten gelegt werden kann. 


H. Bizuarz (Freiburg i. Br.). 


F. Reutrer, Darstellende Geometrie, Band I: 
Orthogonale Zweitafelprojektion (mit 144 Abbil- 
dungen). Verlag G. Braun. Karlsruhe 1945. 


Das 140 Seiten starke Bändchen ist aus 
Vorlesungen fiir Ingenieure und Architekten an 
der Technischen Jlochschule Karlsruhe ent- 
standen und behandelt in zwei Abschnitten: 


1. Gruvdbegriffe (Abbildungsmethoden, all- 
gemeine Axonometrie, Affinitat), 2. die ortho- 
gonale Zweitafelprojektion (Grundgesetze, 
Vielflache, Zylinder und Kegel, Rotations 
flachen, Durchdringungen krummer Fiachen, 
Schraublinien und Schraubflachen). Ohne auf 
manche geometrisch bedeutsame Dinge, wie 
die Drehfluchten bei der Berührungstheorie der 
Schraubflächen, eingehen zu képnen, bringt 
das Büchlein eine elementare und anschauliche 
Darstellung des Grund- und AufriBverfahrens 
und seiner Anwendungen. Viele nette Bei- 
spiele sind der Vorstellungswelt des Ingenieurs 
entnommen. Die gewählte Ausdrucksweise 
weicht manchmal von der sonst üblichen etwas 


ab. K. STRUBECKER (Karlsruhe). 


Joser Lense, Reshenentiricklungen in der mathe- 
matischen Physik. 2., wesentlich umgearbeitete 
Auflage. W. de Gruyter, Berlin, 1947. 236 S., 
48 Abb. 


Das fiir die Anwendungen der Mathematik 
in Physik und Technik wertvolle Lenxsesche 
Lehrbuch setzt sich zum Ziel, die Eigenschaften 
derjenigen Funktionen in einer zusammenhia- 
genden Darstellung zu behandeln, die in den 
Reihenentwicklungen der mathematischen Phy- 
sik von besonderer Bedeutung sind, vor allem 
also der Zylinderfunktionen, der Kugelfunkti- 
onen und der LawEschen Funktionen. Die nun- 
mehr erschienene 2. Auflage weist gegenüber 
der 1. Auflage (1933) einige wesentliche Ver- 
änderungen, Erweiterungen und für dea Auf- 
bau zweckmaBige Umstellungen auf. Nach 
einer knappen Einleitung über die nicht aus- 
fübrlicher behandelten Potenz- und Founies- 
Reihen wird die Darstellung jetzt mit der Be- 
handlung der asymptotischen Reihen und der 
Gammafunktion sowie der Systeme orthogo- 
naler Funktionen (bereichert um zwei kurse 
Paragraphen über die TscHEBYSCHEFFschen 
Polynome) eréffnet. Die folgenden umfang- 
reichsten Abschnitte tiber Zylinder- und Kugel- 
funktionen sind vôllig neu geschrieben worden. 
Bei der Behandlung der Zylinderfunktionen 
haben die Sommerretpsche Integraldarstellung, 
die Desyeschen asymptotischen Formeln s0- 
wie die Integrale von Arry, LipscHitz und We- 
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BER Aufnahme gefunden. Im Abschnitt tiber 
Kugelfunktionen findet man nunmehr auch die 
Integraldarstellungen für die Lecenprescher 
Polynome von LAURENT, JACOBI, MEHLER und 
Diricauer, die Lecenprerschen Funktionen 
2. Art und manche andere wertvolle Bereiche- 
rong. Der Abschnitt über LamEsche Funktionen 
ist im wesentlichen unverandert geblieben. Diese 
Neuauflage wird als wertvolles Lehrbuch 
fir die Ausbildung der Studierenden sowie als 
vichtiges Werkzeug des Physikers und Inge- 
leurs gewiB lebhaft begrüBt werden. 

GôRTLER (Freiburg i. Br.) 


G. Doertsca: Tabellen zur Laplace-Transfor- 
MeL Ben und Anleitung zum Gebrauch (Grundlehren 
der wnathematischen Wissenschaften inEinzeldur- 
ek Z eangen, Band 54), Springer-Verlag, Berlin 
md Géttingen 1947; VIII u. 185 S. 
Ve r-# asser gibt die bisher umfangreichste 
Sa On mlung von nahezu 800 Funktionen einer 
Variablen und ihren zugehôrigen eindimen- 
#@raælen Laptace-Transformierten, aus denen 
dur œh etwa 50 angegebene Regeln sich beliebig 
Vi@ Re weitere Paare herleiten lassen. Die Unter- 
Iktionen, nach denen die Tabellen angeord- 
16€ sind, wurden über 14 Funktionsklassen 
Vk €eilt; die Anzahl der in den einzelnen Klassen 
*&£eenommenen Funktionen ist durch prakti- 
the Gesichtspunkte hinsichtlich der Anwend- 
Dae Keit abgegrenzt. Die Benutzung der Tabelle~ 
1% wnmgekehrter Richtung, nämlich zu einer vor- 
E@lepten Oberfunktion die zugehôrige Unter- 
fanktion zu bestimmen, wird durch ein Funkti- 
Nsregister ermôglicht 
m Formelkatalog ‘ ist eine ausführliche 
Anleitung (70 S.) vorangestellt, die die wichtig- 
sten Definitionen und Eigenschaften der La- 
PLace-Transformation enthält und an einigen 
Beispielen die Integration gewôhnlicher und 
partieller Differentialgleichungen mit Hilfe der 


LaPLACE-Transformation zeigt. Damit ist un- 
abhängig von den einschlägigen Lehrbüchern 
dem Praktiker das für die Anwendungen Be- 
nôtigte an die Hand gegeben. Um schlieBlich 
den mit der Theorie nicht vertrauten Benutzer 
vor einer bedenkenlosen und zu falschen Re- 
sultaten führenden Verwendung zu bewahren, 
sind an besonderen Klippen vorsorglich War- 
nungstafeln aufgestellt. 


Das Buch, bedingt durch die gegenwartige 
Notlage im Umdruckverfahren von einer hand- 
und maschinengeschriebenen Vorlage hergestellt, 
ist eine zu begriiBende Bereicherung des mathe- 
matischen Tabellenschatzes und bedarf keiner 
besonderen Empfehlung; es wird sich in der 
Praxis als zuverlässiger Helfer erweisen, zu- 
mal der Name des Autors fiir eine wohldurch- 
dachte und gewissenhafte Darstellung biirgt. 


H. Bitnarz (Freiburg i. Br). 


GÜNTHER SCHULZ, Formelsammlung zur prakti- 
schen Mathematik, Sammlung Gôschen Band 
1110, W. de Gruyter & Co., Berlin-Leipzig. 
Durchgesehener Neudruck. 1946. 147 Seiten, 
10 Abb. 


Das inhaltsreiche und wertvolle Büchlein, 
dessen Neudruck gegenüber der ersten Auflage 
(1937) nur geringe Anderungen aufweist, ent- 
halt, abgesehen von den graphischen Methoden, 
im wesentlichen alles, was die praktische Mathe- 
matik erfordert: es zeichnet sich durch eine aus- 
führliche Literaturangabe und zahlreiche nu- 
merisch durchgefiihrte Beispiele aus. 


Inhalt: 1. Allgemeine Hilfsmittel, 2. Aus- 
gleichsrechnung, 3. Auflôsung von Gleichungen, 
4. Interpolation, 6. Quadratur und Summation, 
6. Annaherung willkiirlicher Funktionen durch 
Reihen gegebener, 7. Integration von Differen- 
tialgleichungen. Literatur. 


Vouk (Wiirzburg; z. Z. Oberwolfach). 
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Projektive Transformationen des Darsouxschen 
Flächenkranzes 


Von ROBERT SAUER in Weil a. Rhein 


Georc FABER zum 70. Geburtstag am 5. April 1947 gewidmet 


Jede infinitesimale Verbiegung einer Fläche (x!) definiert zwôlf in bestimmter 
- Weise miteinander verknüpfte Flachen (r’), (y’) (§ = 1, 2, ..., 6), die von DarBoux!) 
in die Theorie eingeführt wurden und kurz als Darsouxscher Flachenkranz bezeich- 
net werden sollen. SaLkowsk1*) hat den Flächenkranz im Rahmen der affinen 
Differentialgeometrie untersucht. Noch durchsichtiger werden die Zusammenhänge 
im weiteren Rahmen der projektiven Differentialgeometrie. Wir werden im folgen- 
den Transformationsgruppen angeben, bei denen irgendeine Fläche (x!) des Kranzes 
einer beliebigen projektiven Abbildung unterworfen wird und der ganze Kranz 
wieder in einen Darsouxschen Flächenkranz übergeht. Bei Verwendung geeigneter 
Sechservektoren kann man nicht nur die projektive Abbildung der Flache (r}), 
sondern auch die Abbildungen der übrigen Flachen bzw. Flächenpaare des Kranzes 
durch lineare Transformationen -darstellen. 


1. Definition des Darsouxschen Flächenkranzes 


Wir betrachten Zeigerziffern der Flachen (r’) oder (ÿ') als gleichwertig, wenn 
sie mod. 6 kongruent sind. Die Ortsvektoren yr’ und y’ der Flachenpunkte sind 
Funktionen zweier Parameter u, v, welche eine eindeutige Punktabbildung der zwülf 
Flachen aufeinander vermitteln. Die kennzeichnenden Beziehungen des Flachen- 
kranzes lassen sich folgenderma8en formulieren (Bild 1): 

a) (¢’), (b°) sind konjugiert, à h. 

EX, X (9) = CE) X (9's - 
Daraus folgt insbesondere, daB entsprechende Tangentenebenen parallel sind. 

b) (z’*"), (y*) sind orthogonal, d. h. die Flächen entsprechen sich durch senk- 
rechte Linienelemente, also - 

dr’! dy =0. 

1) G. Dansoux: Théorie des surfaces. IV, Seite 48—86. 

2) E. Sazxowsxi: Affine Differentialgeometrie, Berlin 1934, S. 176 — 179. 
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y (x). (y'*') sind polar. d. b. die Punkte der einen Flache sind die Pole der 
Tangentenebenen der anderen Fläche bezüglich der imaginären Einheitskugel 
2? — y? ~ 2? ~— 1 = 0. oder mit anderen Worten: Die Punktkoordinaten der einen 
Flache sind identiseh mit den Ebenenkoardinaten der anderen Fläche. 

dy (¢*'). (y'~') sind W-tezogen, dh. die beiden Flachen entsprechen sich als 
Brennmäntel eines W-Strahlensystems. Es geht also jedes konjugierte Kurvennetz 
wieder in ein konjugiertes Kurvennetz und bei negativer Flächenkrümmung jede 
Asymptotenlinie wieder in eine Asymptotenlinie über. 

e) (¢~), (p'*1) sind radial-bezogen. dh. sie gehen durch die Polarabbildung 
in konjugierte Flachen (v'). (7) über. Daraus folgt insbesondere, da8 entsprechende 
Punkte jeweils auf derselben (reraden durch den Nullpunkt liegen. 

Aus diesen kennzeichnenden Verkniipfungen 1a8t sich die für unsere weitere 
Betrachtung wichtige Beziehung . 


1 Li 1 
rt=4iy7, Aas ty t= ptt yar +0 Q) 
fiir radial-bezogene Flachen (¢’~'), (y‘*") herleiten. 
Alle Flachen eines Darsouxschen Kranzes sind gleichberechtigt. Durch irgend 


zwei aufeinanderfolgende Flachen (r’), (1') oder (y’), (r'*") ist der ganze Kranz 
im wesentlichen festgelegt. 


2. Darstellung durch Sechservektoren 


Wir definieren in üblicher Weise homogene rechtwinklige Linienkoordinaten 
P,(e = 1,2, ...,6) bzw. die von ihnen erzeugten Sechservektoren $ durch 


=Pi| Pal Ps, P=tX P= P| Pol Pe- 
Dabei ist p irgendein zur Geraden paralleler Vektor, t der Ortsvektor nach irgend- 
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einem Punkt der Geraden. p = 0 liefert die Geraden durch den Nullpunkt, p = 0 
die uneigentlichen Geraden. 

Der Sechservektor B = { p | p } einer Geraden ist singular, d. h. sein Skalar- 
produkt 8$=2pp verschwindet. 

Ausgehend von irgendeiner Fläche (1!) eines Darsouxschen Flachenkranzes 
stellen wir die Flachen bzw. Flachenpaare des Kranzes folgendermaBen dar (Bild 1 
und Bild 2): | 

a) Die vier polaren bzw. W-bezogenen Flächen (r'), (b?), (x*), (y5) werden dar- 
- gestellt durch die singulären Sechservektoren X}, ¥)?, X4, 95 der Linienkoordinaten 
ihrer Tangenten. 

b) Zur Darstellung der beiden jeweils orthogonalen Flächenpaare (b!, x?) und 
(x, y*) führen wir durch Zusammenfassung der rechtwinkligen Punktkoordinaten 
die Sechservektoren 


W={y le}, A= {ely} 
ein. Diese Sechservektoren sind nicht singular, da ihre Skalarprodukte 


Qe ye ayy, ARH 276 yf @ 
in GI. (1) für ¢ = 3 als Faktor A, bzw. : eingehen und daher nicht verschwinden. 


c) Die beiden übrigen Flächenpaare (r*, y*) und (vf, r°) sind polar zu den Flachen- 
paaren (1, x?) und (z°, y*). Infolgedessen vertauschen sich die Ebenen- und Punkt- 
koordinaten, d. h. der Sechservektor Ÿ'? wird auch von den Ebenenkoordinaten 
des Flächenpaares (1%, )*) und der Sechservektor X* auch von den Ebenenkoordi- 
naten des Flächenpaares (bf, r°) erzeugt. Sonach stellen die Sechservektoren ¥)!2 
und x* auch die Flächenpaare (r®, y*) und (ÿf, x) dar. 

Die singulären Sechservektoren X}, ¥)?, X*, % sind nur bis auf willkürliche Fak- 
‘toren o(u,v) + O definiert. Die nichtsingulären Sechservektoren 9)!2, X54 dagegen 
liegen eindeutig fest und sind nach Gl. (1) und (2) durch die Beziehung 

2g 

XM = — on (3). 
verkniipft. | 
3. Transformationssatz 


Eine nichtsinguläre projektive Abbildung des Raumes kann durch eine lineare 
Transformation der Linienkoordinaten (0 = 1, 2, ..., 6) 
¥'=AP dh. P, = 4,1 Pi + Ga Pa +... + og Pg (4) 
mit nichtverschwindender Koeffizientendeterminante und der Nebenbedingung 


B' KP’ =k PP (k = const + 0) 
dargestellt werden. Die Darstellung umfa8t sowohl die koltinearen als auch die 
dualen Abbildungen. Wir setzen, ohne dadurch die Allgemeinheit wesentlich zu 


7i* 
‘ 
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beschränken, im folgenden & > 0 voraus und künnen dann wegen der Homogenitat 
der Linienkoordinaten fortan insbesondere k = 1, also 

| BR = PP | 6) 
vorschreiben. 

Nach einem früher bewiesenen Satz*) bleiben die kennzeichnenden Beziehungen 
der Flächen (x2), (ty), (x?) erhalten, wenn man auf die singulären Sechservektoren X! 
der Tangenten der Fläche (g!) und auf die nichtsingulären Sechservektoren 9 der 
Punktkoordinaten des Flächenpaares (t', x?) dieselbe, durch Gl. (4) und (5) gegebene 


Lineartransformation A ausiibt; denn das Flächenpaar (b!, 1?) ist der Schraubrif 
einer infinitesimalen Verbiegung der Fläche (x!). 


Durch die Lineartransformation À ist die Fläche (x!) in eine projektive Fläche (r"’) 
und das Flächenpaar (y}, 1?) in ein Flächenpaar (y!’, r*’) übergegangen. Durch 
(z}’), (92°), (x2’) ist wieder ein DarBouxscher Flächenkranz festgelegt und es ent- 
steht die Frage, in welchen Beziehungen die weiteren Flächen dieses Kranzes zu 
den entsprechenden Flächen des ursprünglichen Kranzes stehen. Aus Gl. (3) und (5) 
ergibt sich, daB der Sechservektor X5 des Flächenpaares (15, y*) und infolgedessen 
auch der Sechservektor Ÿ% der Fläche (>) derselben Lineartransformation À folgt. 


Die übrigen Flächen sind dann durch die Polarbezie- 
hung N festgelegt, die in Linienkoordinaten durch 


P=NP Ah p,=9?,:s (6) 


gegeben wird. Wir haben hiermit folgenden Trans- 
formationssatz bewiesen (Bild 3): 


Jede nichtsinguldre lineare Transformation A 
bildet einen DarBouxschen Flächenkranz wieder 
in einen DarBouxschen Flächenkranz ab, wenn 
man setzt 


XV = A x}, Ps = AY, 
9} = NAN, NAN XM, 
yy’ — À y)#, xs’ = À x54 


NAN =B ist die zu A konjugierte, durch 

zweimatige Multiplikation mit der Polarabbildung 

entstehende nichtsingulare projektive Transformation. Die 4 Flachen (z1), (y°), 

(y?), (c*) gehen in projektive Flächen über. Die Punktkoordinaten der Flachen- 

paare (', x) und (z°, 9“) bzw. die Ebenenkoordinaten der Flichenpaare (z*, y°) 
und (f°, x) sind bei der Transformation zu Sechservektoren zusammenzufassen. 





Fig. 3 


3) R. Saver, Projektive Liniengeometrie, Berlin 1934, S. 148—161. 
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4. Sondertälle 


Im trivialen Sonderfall À = N wird der Darsouxsche Kranz an der in den 
Figuren vertikalen Diagonale gespiegelt. 

Falls A eine Affinität, also B — N A N eine Zentralkollineation mit dem Null- 
punkt als Fixpunkt ist, spezialisiert sich Gl. (4) mit | 


Infolgedessen werden bei der Transformation von % und X5 die Punktkoordinaten 
der Fläche (y!) und ebenso die Punktkoordinaten der Flache (15) oder, was das- 
selbe ist, die Ebenenkoordinaten der Fläche (1%) und der Fläche (*) linear homogen 
transformiert. D.h. die Flächen(t!), (15) werden durch eine radiale Affinität 
(= Affinität mit festem Nullpunkt) A*, die Flächen (r*), (y*) durch eine radiale 
Affinitat C*— N A*N abgebildet (Bild 4). 








A 


AT 


Ct 


) 
AN 


U 
A 
Fig. 4 





SchlieBlich betrachten wir den noch spezielleren Fall, in dem bereits A eine 
radiale Affinitat ist. Dann kommen zu Gl. (7) noch die weiteren Bedingungen 
aa —= Ane — Gas =0 (0 = 4, 5, 6) (8) 
hinzu. Infolgedessen werden auch die Punktkoordinaten der Flächen (x?) und (ÿ{) 
linear homogen transformiert. Da mit A = 4* stets auch B = N A N eine radiale 
Affinität darstellt, werden sonach alle Flachen des Darsouxschen Kranzes radial- 
affin abgebildet, und zwar 6 Flächen durch A und 6 Flächen durch B (Bild 5). 
Der Sonderfall der radialen Affinitäten findet sich schon bei SaLKowsk!I. Zum 
Problem der allgemeinen projektiven Abbildungen sind in der Dissertation von 
Fr]. E. Meiners (T. H. Aachen 1943), die eine ausführliche Darstellung des Trans- 
formationssatzes zum Ziel hatte, verschiedene Beispiele angegeben. 


(Eingegangen am 12. 11. 1947) 


Eilinien und sextaktische Punkte 
Von Gerrit Bot in Oberwolfach 


Bekanntlich gibt es auf jeder geschlossenen konvexen Kurve oder Kilinie min- 
destens vier Scheitel. das sind Stellen, an denen der Kriimmungskreis die Kurve 
vierpunktig statt dreipunktig beriihrt. 

Das projektive Analogon zu diesem Satze ist nicht ganz so bekannt: 

Auf jeder Eilinie gibt es mindestens sechs sextaktische Punkte, das sind Stellen, 
an denen der Schmiegkegelschnitt die Kurve nicht nur fünfpunktig, sondern sogar 
sechspunktig berührt. | 

Diese kleine Note bringt einen neuen Beweis des letzten Satzes, der mit rein 
projektiven Mitteln arbeitet und nicht wie die üblichen den Formelapparat der 
Affingeometrie verwendet’). 

Der Nachdruck soll dabei allerdings nicht zuletzt auf der verwendeten Methode 
liegen, über die am SchluB der Arbeit noch einige Bemerkungen folgen. 


1. Sterntransformation 
Sind ze 2, 2, projektive Koordinaten der Ebene, so stellt 


E(t) = 2000), 21) 22(9 } @ 
eine ebene Kurve dar. Die Darstellung (1) ist nicht eindeutig festgelegt, es gibt 
zweierlei Méglichkeiten, sie abzuändern, nämlich: 

(I) Umnormung: 
t@=eHr, ef) +0 2) 
stellt dieselbe Kurve dar wie x(t). 
(II) Parametertransformation : 
t=), tO = EG). (3) 
1) Die Projektivgeometrie ebener Kurven wird ausfihrlich behandelt bei E. Canraw, Leçons 
sur la théorie des espaces à connexion projective, Paris 1934, Chap. IL. Bei W. Brascuxe, Differen- 
tialgeometrie II, S. 32, findet man einen affinen Beweis des Sutzes. Methodisch ist unser Beweis einem 
Verfahren von Herciorz zum Beweis des Vierscheitelsatzes nachgebildet. Val. W. Buascuxe, 
Differentialgeometrie I, 3. Aufl. $12. Wie mir Herr Buascuke mitteilt, hat auch Herciorz sein 


Verfahren schon auf den vorliegenden Fall angewandt (unverdffentlicht). New scheint dagegen 
die in §8 behandelte Verallgemeinerung zu sein. 
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Wir wollen voraussetzen, daB unsere Kurve keine Wendepunkte besitzt. Dann 
sind die Vektoren rz, x’ und x” überall auf der Kurve linear unabhangig, die Deter- 
minante 


(r,t, 2”) | (4) 
ist also von Null verschieden. 
Bei (I) ist offenbar oo 
(x.2',20") =? (2 2,2"), | (5) 
bei (II) gilt 
dt y en 
(t, Eze, Lys i») = (aie)? (x, L,T ) . (6) 


Nach (5) kénnen wir den Faktor o so einrichten, daB die links stehende Deter- 
minante den Wert 1 erhält. Denken wir uns x von vornherein so eingerichtet, 
so ist also 

(£, z”, £') = 1. (7) 

Wenden wir aber jetzt eine Parametertransformation (3) an, so bleibt die Nor- 
mierung (7) nicht erhalten. Um zu erreichen, daB (7) fiir jeden Parameter gilt, 
koppeln wir die Transformation (3) mit einer Umnormung (2). 


Wir betrachten also Transformationen der Form 
dt* 
HE), =r; PO", 8) 
die wir Sterntransformationen nennen. 
Dann ist wegen (5), (6) in der Tat 


(r*, Le Up re) = (x, L', L”) = 1, 
wie verlangt wurde. 
2. Grundgleichung 
Aus (7) folgt durch Differentiation 
(t,t, 2") = 0. (8) 


Es ist also z’”’ eine Linearkombination von x, £’, die wir in der Form 
y= 2ay ter (9) 


ansetzen. (9) nennen wir die zum Parameter ¢ gehérige Grundgleichung der Kurve. 


Wir wollen untersuchen, wie sich a bei der Sterntransformation verhalt. Aus 


r* = Qt (10) 
folgt durch Differentiation, wenn noch 
1 g’ 
A=ÿe (11) 


gesetzt wird: 


96 G. Bou 
de = 5 (gr =r—2A7,. 
LE = pi +24r +245), 
DE =ptl +247 +24 —24( +247 +24'p)] (12) 
= pr" + 4(4 — A*) 04+ Sy), 
= p?{((2a+44"—4#+4?)r + DE], 
=g*(2a+4A4'—442) “Ez Dr, 
wobei wir uns fiir die mit einem & bezeichneten Koeffizienten nicht interessieren. 


Da nun andererseits 
dr° dy* 


US — 2 a* us + c*x*, (13) 
80 folgt 
a* — a + 2 A’ — 2 A2. * (14) 
T : 3. Begileitdreieck 


Wir wollen jetzt jedem Kurvenpunkt ein mit- 

bewegendes Koordinatensystem anhängen und dafür 

die ,,FRENETSchen Formeln“ aufstellen. x und t = 1’ 

x seien zwei Ecken dieses Koordinatensystems. Die 


y dritte Ecke wollen wir so wählen, da8 ihre Transfor- 
mationsformel A’ nicht enthalt. Dazu setzen wir 
D—=T —a#. (15) 
Nach (12), (14) wird dann 
y* = a —a* tt = 
Fig. 1 = (t+ 2Ar+2A'E— (a+ 2A’ —2 A?) 7] 
=p (y + 2At+ 2 A?z). 
Aus (9) folgt weiter 
bi =r" —ay'—a'g=ar' + (c—a')r=at+ by, - (16) 
wobei 
b = C— a’ ° (17) 
gesetzt ist. ° 


Fiir die Vektoren des begleitenden Koordinatensystems gelten also die Ab- 
leitungsformeln 
r=t, . 
t=D+axr, (18) 
yb’ =at+ br 
und die Transformationsformeln 


— 
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k — @ L , 
t*—t+2ar, (19) 
y* = g3(n+2At+ 2 Az). 
Es ware leicht zu beweisen, daB fiir b die Transformationsformel 
be = gb (20) 
gilt, das werden wir jedoch nicht verwenden. 





4. Lokale Koordinaten 


Der Koordinatenvektor eines beliebigen Punktes P läBt sich aus den Vektoren 
T, t, y des Begleitdreiecks linear kombinieren. 

Ist | 

P — Pot + Pit + Pal, (21) 

SO nennen Wir (Po P1; Pg) die lokalen Koordinaten des Punktes P. 

Wir wollen unsere Kurve beschreiben in dem lokalen Koordinatensystem, das 
ZU einem fegten Kurvenpunkt, etwa für & — O0 gehért. Dazu gehen wir von der 
Tay lorreihe | 


EE) = E(O0) + tr (0)+ SE OO) + SE Ot... . (22) 
aus. 
Für die Ableitungen von x folgt aus (18) 
| +, 
{=D +ax, 
r= 2at+ (b+a')z, | (23) 


LV—2an+(b+3a)t+ Or, 
w= (6+ 5a)n+ Ot+ Or, 
WO kee wieder die mit einem @ bezeichneten Koeffizienten uns nicht interessieren. 
Setzt man (23) in (22) ein und ordnet nach f,t,, so ergeben sich für die lokalen 
K@ordinaten des Kurvenpunktes x(t) die Formeln 


b ' 
D=l+S A+ et... 








2 b+3 
P=t+ Bt ERA... 
#2 2 b+bat _ 


5. Schmiegkegelsehnitt 
_ Der Punkt ÿ* hat nach (19) in dem zum Parameter é gehôrigen Begleitdreieck 
die lokalen Koordinaten 
Pp =2A*, pp = 2A, pp=l. _ (25) 
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Der geometrische Ort aller Punkte y*, die zu verschiedenen Parametern ¢* gehoren, 
ist also ein Kegelschnitt; der in unseren lokalen Koordinaten die Gleichung 

2 Po Ps — Pr? = 0 (26) 
hat. 

Dieser Kegelschnitt ist offenbar vom gewählten Parameter unabhängig und also 
invariant mit der Kurve verknüpft. Man wird vermuten, da8 wir hier den fünf- 
punktig berührenden Schmiegkegelschnitt unserer Kurve gefunden haben. 

DaB dies in der Tat der Fall ist, bestätigt sich, wenn wir die Reihen (24) in (26) 
einsetzen. Man findet 

b - 7 
2PoPa — P = wy h+.... @) 

Da das rechte Glied für ¢ = 0 eine fünffache Nullstelle hat, ist die Beriihrung 
in der Tat fünfpunktig. Sie ist dann und nur dann sechspunktig, wenn b = 0. 

b =0 kennzeichnet also die sextaktischen Punkte unserer Kurve. 


6. Integralformeln 


Wenden wir uns jetzt dem Beweis des in der Einleitung erwähnten Satzes zu! 
Ist x, eine beliebige projektive Koordinate, so wollen wir zunächst das zwischen 
zwei Kurvenpunkte erstreckte Integral 


7 
J=2/fbz?dt (28) 
Tr 
auswerten. 


Da nach (18) 


(28) 





so haben wir 


fi 1 
J=2/yzdt—2fat,x,dt 
T 7 


t 4 T 
=2/y;x,dt—2/t,t,dt+2fy,x,dt (30) 
7 7 n 
=Bua—tl. 
7 
Ist nun unsere Kurve geschlossen, also wegen (7), wenn wir einen periodischen 
Parameter wählen 
rt+m=20), (31) 
so verschwindet das rechte Glied. : 
Fiir geschlossene Kurven ist 
$bz?dt=0. (32) 
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Da man hier natürlich auch x, + x, einsetzen darf, so folgt, daB auch 
fbzx;x;dt 0. (33) 


Ist f(x 24, %+) ein beliebiges homogenes Polynom zweiter Ordnung mit kon- 
stanten Koeffizienten, so ist für geschlossene Kurven 


I t(2o 2, %)bdt=0. | (34) 


7. Beweis des Satzes 


Sei jetzt eine geschlossene Kurve gegeben, die von jeder Geraden in hôüchstens 
zwei Punkten getroffen wird. Wir behaupten dann, daB b auf dieser Kurve min- 
destens sechs Vorzeichenwechsel aufweist. | 

Ware die Anzahl der Vorzeichenwechsel kleiner, also héchstens vier, und P,, P,, 
P,, P, die zugehôrigen Kurvenpunkte, so setzen wir in (34) die Gleichung 


f (2to, 2, XZ») = 0 | (35) 


des von den Geraden P, P, und P, P, gebildeten Geradenpaares ein (Fig. 2). 

In jedem Punkte P, wechseln dann beide Faktoren des Integrandes das Vor- 
zeichen, so da8 der Integrand definit ist. Das ist aber unmôglich, da das Integral 
verschwinden soll. | 

Ebenso kann man die Annahme zum Widerspruch ‘ihren, daB b nur zwei Vor- 
zeichenwechsel hatte oder sogar definit ware. 

Damit ist aber der angekiindigte Satz bewiesen, denn jede Nullstelle von 6 ist 
ein sextaktischer Punkt der Kurve. 


NI 
ft 


x A 





Fig. 2 Fig. 3 


4 


Auf jeder Eilinie gibt es mindestens sechs sextaktische Punkte. 
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DaB es wirklich Eilinien gibt, die nur sechs sextaktische Punkte besitzen, laSt 
sich durch Angabe eines Beispieles leicht bestätigen?). 


8. Eine Verallgemeinerung 
Die Kante (t, y) oder py = 0 des Begleitdreiecks berührt nach (26) den Schmieg. 
kegelschnitt im Punkte ÿ. Nach (19) kann man den Parameter so wahlen, daB dieser 
letzte Punkt in einer beliebigen von der Tangente verschiedenen Geraden dureh 
den Kurvenpunkt liegt. 


Betrachten wir also einmal einen Kurvenbogen (Fig. 3) 
tstst, (38) 
der im Anfangspunkt und im Endpunkt denselben Schmiegkegelschnitt hat, s0 
kônnen wir den Parameter so wählen, daB ÿ mit x, ÿ mit x, und daher f mit t ru 
sammenfallt. . 
Für die zugehérigen Vektoren bedeutet das, daB 
E=ay, t=pst, D—yE. 4) 
Zwischen den zu beiden Systemen gehôrigen lokalen Koordinaten besteht daher | 
die Beziehung - _ _ 
Po=2P2, PL=BP, P2=y Po- (38) 
Da die Schmiegkegelschnitte 
2PoPe— Pt = 0, 2% Pa — Ps = 0 
zusammenfallen sollen, muB 


. ay=- | (39) 
sein. 
Andererseits folgt aus (7), daB 
(ot o)=1, (40) 
und da das im Anfangs- und im Endpunkt gilt, ist 
aBy=—1. di) 


Aus (39), (41) folgt, daB 
ay=1, B=—1. (2) 
Dann aber ist für jede Koordinate z; 
25,5, =23 
so daB das Integral (28) für unseren Kurvenbogen verschwindet. 
Jetzt kénnen wir wie früher weiter schlieSen und erhalten den Satz: 








2) Vel. W. Buascuue, Differentialgeometrie II, 8. 33-35. 


Eilinien und sextaktische Punkte 101 


Auf einem Kurvenbogen ohne Wendepunkte, der von jeder Geraden in héchstens 
zwei Punkten getroffen wird und in Anfangs- und Endpunkt denselben Schmiegkegel- 
schnitt besitzt, liegen mindestens fünf sextaktische Punkte. 


Daraus ergibt sich sofort: 


Auf einer Hilinte, die an zwei verschiedenen Stellen denselben Schmiegkegelschnitt 
hat, liegen mindestens zehn sextaktische Punkte. 


Denn man kann den vorigen Satz auf die beiden Bogen anwenden, in denen 
die Kurve durch die beiden Berührungspunkte des ausgezeichneten Schmiegkegel- 
schnittes verteilt wird. 


9. Methodisches 


Der Beweis des letzten Satzes wurde nur môglich, weil wir uns in der Wahl des 
Parameters keine Beschrankung aufgelegt hatten. 


Bei der Aufstellung des Formelapparates fiir die Differentialgeometrie in einer 
Gruppe jst es ja meistens so, daB sich ein gewisser Kurvenparameter geradezu auf- 
drangt, im Euklidischen ist es die Bogenlänge, im Affinen die Affinlänge. Im Pro- 
jektiven ist das nicht so, hier mu8 man den einfachsten invarianten Parameter 
geradezu suchen. 


Wir môchten nun betonen,. daB es keinerlei Vorteil bietet, diese etwas versteckte 
Projektivbogenlänge einzufiihren; sie ist nämlich fiir die Behandlung vieler geo- 
metrischer Fragen durchaus ungeeignet. 


Statt dessen sollte man, wie wir es hier gemacht haben, den Parameter beliebig 
lassen und auf die Transformationsformeln bei Anderung des Parameters achten; 
die GréBen, die sich hierbei einfach verhalten, sind geometrisch bedeutungsvoll. 


Wendet man dieses Prinzip bei der Behandlung der Raumkurven an, so erhält 
man einen besonders symmetrischen Formelapparat, aus dem eine Fiille bisher nicht 
bemerkter Sdtze sehr einfach hervorgeht. Die projektive Raumkurventheerie 
gestaltet sich dadurch weit interessanter als etwa die metrische oder affine. 


Auf diese Dinge, sowie auf die Anwendung desselben Prinzips in der Flächen- 
theorie kann hier natiirlich nicht eingegangen werden*). Wenn es die Zeitumstände 
erlauben, werden die gesamten Ergebnisse bald in Form eines Buches herausgebracht 
werden. | 


~ 


(Eingegangen im Frühjahr 1946) 


7) Vgl. meine Note: Einige Ergebnisse aus der Differentiaigeometrie der Raumkurven im 
dreidimensionalen projektiven Raum, dieses Archiv 1, 3 (1948). 


Zur geometrischen Kennzeichnung der Scheitel 
. ebener Kurven 


Von Orro Haupt in Erlangen 


Als Scheitel, genauer als Extremscheitel, kurz: E-Scheitel, eines ebenen 
Bogens!) 3 pflegt man?) diejenigen, im Innern von 8 gelegenen Punkte von 8 zu 
bezeichnen, in denen der Kriimmungsradius R ein (endliches, von Null verschiedenes) | 
Extremum besitzt. In diese Definition geht der metrische Begriff (der Lange) des ! 
Kriimmungsradius ein. Nachstehend soll auf andere Scheiteldefinitionen hinge- 
wiesen werden, die von metrischen Begriffen unabhängig und, wenigstens für den 
Fall isolierter Scheitel, mit der des Extremscheitels gleichwertig sind. Vermige 
ihres direkt-infinitesimalgeometrischen, in gewissem Sinne topologischen Charakters 
gestatten diese Definitionen weitgehende Verallgemeinerungen, die ebenfalls ange- 
gedeutet werden. 

Zur Vorbereitung der in Aussicht gestellten Definitionen beweisen wir einen 
Satz, dem folgende Erklärungen vorausgeschickt werden. Es sei 8 ein Konvex- 
bogen, der in jedem Punkte einen SKr besitzt. In bezug auf eine Orientierung o 
von 8 werden wir sagen, der SKr 8(X) andert sich monoton mit seinem SP X 
in einer Umgebung von QC 8 auf 8, wenn &(X) ganz im Innern von &(F) 
liegt für jeden dem X € U auf 8 gemäB o vorangehenden oder für jedem dem X 

1) Unter Bogen werden im folgenden topologische Streckenbilder verstanden. (Freier) Schmiage- 
kreis, kurz: SKr, €(X) an B in XE ist jeder Limes von Kreisen durch irgend drei, auf XEB 
sich zusammenziehende Punkte von 8; der Punkt X heile Schmiegpunkt von S(X). kurz: SP. 
Existiert in jedem Punkt X von 8 genau ein SKr und ist dieser nicht in einen Punkt ausgeartet, 
so ,,andert sich $(X) stetig mit X“; ferner existiert zu belicbigem @E® cine Umgebung ll = 
= U(Q)C 8 und ein rechtwinkliges, kartesisches Koordinatensystem (x, y), beziiglich dessen U 
kartesisches Bild einer 2mal stetig differenzierbaren Funktion y= f(x) ist (also insbesondere 
0S |f"(z)|< + oo) und umgekehrt (vgl. z. B. Havpr-Aumany-Pave, Diff.- a. Integralrechn., 
1. Bd. 2. Aufl., Nr. 2. 2. 6. 1). Obne wesentliche Einschränkung der Allgemeinheit kann übrigens 
hierbei f"'(z) + 0 für XE Ul angenommen werden; da nämlich &(X) stetige Funktion von X ist, 
auch bei Auftreten von Nulistellen von f"(z), so existieren zu hinreichend kleinem 1(Q) PunkteZ, 
die fremd sind zu allen $(X) fir X EU und Transformation durch reziproke Radien mit Z als 
Zentrum führt daher zu einem Bogen mit f"'(z) + 0. Ist B, d. h. f(x), dreimal stetig differenzierbar 
u. ist der Radius des SKr monoton, so ,,andert sich der SKr monoton* (im Sinne der Def. à. Textes). 

?) Anders bei W. Buascuke, Vorles. über Diff.-Geometrie I., 3. Aufl. Berlin 1930, S_31, wo 
jeder Punkt mit stationärer Kriimmung als Scheitel bezeichnet wird. Es gibt Konvexbogen mit 
beliebig vielen derartigen Scheiteln, aber ohne E-Scheitel. 
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nachfolgenden Punkt Y CU. Wir künnen ferner beziiglich o jeden Schmiegkreis 
$(X) mit dem SP XE % so orientieren, daB bei Parallelprojektion je einer 
Umgebung 8’ bzw. St’ von X auf 8 bzw. auf S(X) auf die Tangente t an 8 in X 
die beiden Projektionsstrecken auf t im gleichen Sinne durchlaufen werden, wenn 
man 8’ bzw. St’ im Sinne ihrer Orientierung durchläuft. Wir bezeichnen nun irgend 
zwei derart orientierte SKr §&,, À, als gleichartig gelegen bezüglich 8 (und 0), 
wenn beide beim Uberschreiten ihres SP X, bzw. X, von der gleichen Seite?) von 
8 auf die (gleiche) zu ihr entgegengesetzte Seite von 8 iibertreten; gleichartig 
gelegene SKr bleiben gleichartig gelegen, wenn man die Orientierung von 8 mit 
der zu ihr entgegengesetzten vertauscht. Wir sagen schlieBlich, es besitze 8 den 
zyklischen Ordnungswert s, kurz: z0Ws bzw. endlichen zOW, wenn 8 mit 
jedem Kreis héchstens s Punkte gemeinsam hat und mit mindestens einem auch 
genau s bzw. hôchstens endlich viele. Es gilt nun der 
1. Satz. Vor. Es sei B ein keine Kreisbogen enthaltender Konvexbogen, der in 
jedem Punkte genau einen freien, nicht in einen Punkt oder eine Gerade ausgearteten 
Schmiegkreis besitzt. Ferner sei 8 von endlichem, zyklischem Ordnungswert. 
1. Beh. Folgende Aussagen sind gleichwertig: 

a) Es besitzt 8 den zyklischen Ordnungswert Drei, 

b) alle (freien) Schmiegkreise von B liegen gleichartig bezüglich B, 

c) längs 8 dndern sich die Schmiegkretse monoton. 

2. Beh. Es besitzt 8 jedenfalls dann den zyklischen Ordnungswert Drei, wenn B 
keinen Extremscheitel besitzt und dreimal stetig differenzierbar ist. 

Anmerkung: Die Vor., daB 8 keine Kreisbogen enthalt, würde bei passender Modifikation 
der Definition des zOW entbehrlich. 

Bew. c) folgt aus a) auf Grund von Sätzen von Herrn HyELMSLEV). — 
b) folgt aus c), weil bei monotoner Anderung von R(X) der SKr in X von der - 
einen auf die andere Seite von % übertreten muB, und zwar fiir alle X auf die nim- 
liche Seite. — (a) folgt aus (b) auf Grund allgemeiner Sätze). — Betr. 2. Beh.: 
Beim Fehlen von E-Scheiteln ändern sich die SKr monoton. 

Die 2. Beh. von Satz 1 läBt sich umkehren, wenn man lediglich isolierte E- 
Scheitel in Betracht zieht; dabei heiBt ein E-Scheitel S isoliert, wenn auf 8 
eine Umgebung von S existiert, in der — abgesehen von S — kein anderer E-Scheitel 

3) Man kann die beiden Seiten von 8 definieren mit Hilfe des Inneren und des AuBeren eines 
(beliebigen) Ovals, zu dem man den Konvexbogen % ergänzt hat. Man sagt, es werde 8 in QC 3 
vom SKr &(Q) durchsetzt oder es trete (Q) in Q Von der einen auf die andere Seite von B über, 
wenn die beiden einseitigen Umgebungen von Q auf & (Q) auf verschiedenen Seiten von 8 liegen. 

4) J. Hsetmstev, Die graphische Geometric. Forhandl. Attonde skandinav. Mat.-Kongr. 
Stockholm 1934, auch Introduction & la théorie des suites monotones, Overs. Kgl. Danske Vidensk. 
Selsk. Forhandl. 1914, Nr. 1. © 

5) Vgi. Haupt, a) Verallgemeinerung des Vierscheitelsatzes und seiner Umkehrung, Annali di 


mat. p. appl. (4) 27, sowie insbesondere b) Paratingenten bei minimalem Ordnungswert, Sitz.-Ber. 
d. bayer. Akad. d. Wiss., math.-naturw. Abt. 1948. Dort auch Verscharfung von Satz 1 des Textes. 
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enthalten ist. Um besagte Umkehrung bequem zu formulieren, bezeichnen wir 
einen Punkt QC % als zyklisch ordnungsgeometrischen Scheitel, kur: 
als zO G-Scheitel, wenn jede hinreichend kleine Umgebung von Q auf 8 mindestens | 
den zOW Vier besitzt, mit anderen Worten, wenn Q ein Punkt von mindesters | 
dem zOW Vier sst. Die erwähnte Umkehrung ist nun enthalten im ; 
2. Satz. Vor. Es set 8 ein Konvexbogen, der keine Kreisbogen enthält und in jedem 

Punkt genau einen, weder in einen Punkt noch in eine Gerade ausgearteten frein : 
Schmiegkreis besitzt. Ferner sei 8 von endlichem, zyklischem Ordnungswert. | 

Beh. Damit S € $ ein isolierter Extremscheitel sei, ist hinreichend und —wennS | 
dreimal stetig differenzierbar ist — auch notwendig, daB S ein isolierter®) zyklisch ord- 
nungsgeometrischer Scheitel set. 

Bew. Notwendig. Da S isoliert ist, ändern sich die SKr an eine rechte | 
bzw. linksseitige Umgebung U+ bzw. U- von S auf 8 monoton.*) Diese monotone 
Anderung ist aber in 11+ und U- von entgegengesetztem Sinn, weil S ein E-Scheitel | 
ist. GemäB Satz 1., Beh. 1., a), c) besitzt daher (++ U-) mindestens den 20W : 
Vier, so daB S isol. zOG-Scheitel ist. — Hinreichend. Ist nämlich S ein isolierte | 
zOG-Scheitel, so ist je eine Umgebung U+ und U- vom zOW Drei’). Daher sind 
(Satz 1) die SKr längs U+ sowohl als langs U- monoton, aber in entgegengesetztem 
Sinne, weil sonst (Ui++ U-) den zOW Drei besaBe, also S kein zOG-Scheitel ware. 
Somit ist der Radius des SKr in S extrem, also S ein E-Scheitel. 

Zusatz. Hin nicht-isolierter zOG-Scheitel braucht kein E-Schestel zu sein. 
Ein Beispiel hierfür wird geliefert durch einen Bogen, dessen Kriimmungsradius R 
als Funktion der Bogenlänge s gegeben ist durch R = 2 + (s — 1} sin (s —1)"* 
für s + 1 und R = 2 für s — 1; der dem Wert s — 1 entsprechende Punkt S, des 
Bogens ist Häufungspunkt von isolierten E-Scheiteln, aber selbst kein solcher, 
hingegen ist S, ein zOG-Scheitel, weil Häufungspunkt von Punkten mindestens 
des zOW Vier (nämlich von isolierten E-Scheiteln). — Demgegentiber ist ein (is- 
lierter oder nichtisolierter) E-Scheitel stets ein 20 G-Scheitel (gemäB Satz 2). 

Wir geben schlieBlich noch eine andere Kennzeichnung der _isolierten 
zOG-Scheitel an. Zur Abkiirzung bezeichnen wir dabei einen SKr &(S) an $ im 
Punkte S innerhalb als extremen Schmiegkreis, wenn die zu den Punkten X + S 
einer hinreichend kleinen Umgebung von S auf 8 gehürigen SKr sämtlich inner- 
halb S&(S) liegen oder sämtlich auBerhalb &(S). Ferner sagen wir, es werde 8% in 
QE 8 vom SKr R(Q) gestiitzt, wenn — abgesehen von Q selbst — eine Un- 
gebung von Q auf 8 ganz im Innern oder ganz im AuB8ern von &(Q) liegt. Es gilt 
nun der 
3. Satz. Vor. Es sei 8 ein keinen Kreisbogen enthaltender Konvexbogen, der in 
jedem seiner Punktegenau einen, weder in einen Punkt noch in eine Gerade ausgearteten 


*) Das heiBt, in einer Umgebung von S auf 8 soll, auBer S, kein zOG-Scheitel liegen. 
7) Vgl. a. a. 0.5) oder Monatsh. f. Math. Physik 40 (1933), S. 39. 
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freien Schmiegekreis besitzt und hôchstens isolierte zyklisch otdnungsgeometrische 
Scheitel aufweist. | 
Beh. Folgende Aussagen sind gleichwertig: 

1. Es ist SC B (tsolserter) zyklisch ordnungsgeometrischer Scheitel, 

2. Es besitzt der Punkt S genau den zyklischen Ordnungswert Vier, 

3. Der freie Schmiegkreis an D in S ist extrem, 

4. Es wird 8 in S vom freien Schmiegkreis gestützt. 


Bew. Aus 1. folgt 2.: Dies ist ein Spezialfall eines allgemeineren Satzes®). — 
Aus 2. folgt 3.: Die einseitigen Umgebungen eines jeden Punktes vom zOW 4 sind’) 
vom zOW 3. Gema8 Satz 1 ändern sich daher in diesen einseitigen Umgebungen 
die SKr monoton, aber in entgegengesetztem Sinne, da andernfalls S den zOW 3 
besäbe (gemäB Satz 1). — Aus 3. folgt 4.: Ist R(S) extremer SKr, so existiert 
eine Umgebung U von S auf B derart, daB die SP X der SKr R(X) fir XCU 
Sämtlich innerhalb (oder sämtlich auBerhalb) ®(S) liegen. Aus X € U1 folgt daher, 
da8 11 im Innern (AuBern) von R(S) liegt. — Aus 4. folgt 1.: Jedenfalls ist der 
ZOW von S grôBer als 3, da andernfalls der SKr R(X) in einer Umgebung von S 
-MoOnoton sich ändern und daher 8 von &(S) in S durchsetzt werden müBte. So- 
mit ist S ein zOG-Scheitel, und zwar (gemäB Vor.) ein isolierter. 


_  Zusatz, Treten bei im übrigen gleichen Voraussetzungen über 8 Punkte auf, 
in denen der Schmiegkreis in einen Punkt ausartet, so sind diese Punkte zyklisch 
Ordnungsgeometrische Scheitel. 


Die vorstehenden Sätze lassen sich dahin verallgemeinern, daB man an 
Stelle des Systems der Kreise Systeme von Kurven treten läBt, die — kurz gesagt — 
durch drei oder allgemeiner durch (2 4 + 1) Punkte eindeutig bestimmt sind und 
Sich mit diesen Punkten stetig ändern, ferner an Stelle des Konvexbogens $ einen 
Bogen, bezüglich dessen die Kurven des Systems sogenannte normale Lage haben’). 


(Eingegangen am 7. 1. 1948) | 


TH 
5) A. a. 0.5, a) 
*) Vgl. a. a. 0.*). Übrigens kann in Satz 1., Beh. 1. (oben im Text) die Voraussetzung, daB 
n jedem Punkt von 8 genau ein SKr existiert, beseitigt werden. — Vgl. ferner H. Hatter, Uber 
die K-Schmieggebilde usw., Sitz.-Ber. d. physikal.-med. Sozietât zu Erlangen 69 (1937), S. 2151. 
Archiv der Mathematik. 2. 8 





Sequenzen in Permutationen’) 


Von Paci ARMSEN in Erlangen und Hans Ronrpach in Mainz 


§ 1. Einleitung 


Die vorliegende Arbeit. die im Sommer 1943 in Prag entstanden ist, geht auf 
eine Anregung von EptarD BARON VON STACKELBERG zurück?), der sich als mathe- 
matisch begabter und interessierter Laie mit dem Problem der Sequenzen in Per- 
mutationen befaBt hat. 


Wir sagen, die Permutation 


enthalt für n => 2 eine Sequenz, wenn fiir eins mit] <isn—1 


G41 = a, + 1 - | (1) 


gilt. Ist 1 = 1 die gréBte ganze Zahl derart, daB 


ist, so sprechen wir von einer Sequenzkette der Längel. Beispielsweise enthalten 
die Permutationen 


je zwei Sequenzen, insbesondere P, eine Sequenzkette der Lange 2. Die identische 
Permutation besteht aus einer Sequenzkette der Lange n—1. Es ist bequem, 
auch den Fall 1 = 0 zuzulassen, also von einer Kette der Lange 0 zu sprechen, 
falls keine Sequenz vorliegt. | 


Es erhebt sich die Aufgabe, bei gegebenem ganzzahligen k mit 0 = k= n —1 
die Anzahl S,(n) der Permutationen von n Elementen mit & Sequenzen zu be- 


1) Vorgetragen am 23. 9. 1946 auf der Mathematikertagung in Tübingen. 
2) EpuaRD BARON VON STACKELBERG, geb. 18. 11. 1867 in Narva, gest. 7. 4. 1943 in München 
an den Folgen eines Unfalls. 
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stimmen, insbesondere S,(n), die Anzahl der sequenzfreien Permutationen. Man 
erhält die Formeln) (x = 2) 


Sy(n) = ("4 )Sofr —), (2) 
Sol) = Dr en, sM=1. @) 


Bezeichnet man mit 

‘ 1 
die relative Häufigkeit der Permutationen von nr Elementen mit k Sequenzen, 
so .ergibt sich weiter‘) 


1 1 
lim £,(n) = ite: (4) 
Insbesondere ist also 
lim E,(n) = lim E,(n) = | = 0,3678.. (5) 


d. h. fiir geniigend groBes n ist ein gutes Drittel aller Permutationen sequenzfrei, 
ebensoviele haben genau eine Sequenz, und das letzte (sehr knappe) Drittel umfaBt 
alle mit zwei oder mehr Sequenzen behafteten Permutationen®). 


§ 2. Zurückführung von S,(n) auf S,(n) 


1. Einfiihrung*der Stammpermutation. In der Permutation P bezeichne man 
die Elemente a,, ag, ..., a, neu, gemäB folgender Festsetzung: Es sei 


by 541 wenn Q541 — 4; + 1 ist 


a, = Op @; = Dyas di = {ar wenn a;,1 + a, + 1 ist. (6) 


3) Im Oktober 1947 teilte uns Herr Hapwicer mit, daB er die gleiche Aufgabe behandelt habe 
(H. Hapwicer, Bemerkung über zufällige Anordnungen der natürlichen Zahlen, Mitteilungen der 
Vereinigung schweizerischer Versicherungsmathematiker 46 [1946], 105— 109). Sein Beweis der 
Formel (2) ist einfacher als der hier gegebene, doch scheint uns die von uns benutzte Beweismethode 
in struktureller Hinsicht nicht ohne Interesse zu sein. Statt unserer Formel (3) gibt Herr Hap- 
WIGER neben einer Rekursionsformel zur Berechnung von S,(n) eine andere, die er mittels einer 
erzeugenden Funktion für S,(n) bestimmt, die als Lésung einer elementaren Differentialgleichung 
gewonnen wird. Der hier gegebene Beweis von (3) benutzt nur kombinatorische Hilfsmittel. 

#) Die Formel (4), die hier nicht Ziel, sondern nur als Folgerung anzusehen ist, läBt sich auch 
- direkt mit Mitteln der Wahrscheinlichkeitsrechnung beweisen, wie uns Herr G. Scnutz mitgeteilt 
hat. Er stiitzt sich dabei auf die von ihm gestellte Aufgabe Nr. 319 (Jahresbericht der Deutschen 
Mathematiker-Vereinigung 62 [1942], 69), die eine verwandte Fragestellung behandelt. — Ubrigens 
sind £,(x) und die bekannte, beim sogenannten Problem von Montmort oder Rencontreproblem 
auftretende Wahrscheinlichkeit zwar asymptotisch gleich, für endliches n aber nicht identisch. 

5) Dieser Znsammen ane zeichnet sich in der von Herrn HADWIGER a. a. O. 3) verdffentlichten 
Tabelle für S,(n) @= = 1,2,...,6; k= 0,1,..., 5) bereits ab. 
8* 
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Dann lautet die zweite Zeile von P: 
Bros Oars + ++ Osays Oops Oars = + «5 Dans + 2 + bugs Opts + +. Om + (7) 


Hierin sind die &; ganze Zahlen = 0, durch die die Zeile (7) in m Sequenzketten 
der Längen &, (¢ = 1,2, ...,m) zerlegt wird. Für &; — 0 besteht die i-te Kette 
nur aus der Zahl 6,9, die mit der danebenstehenden Zahl b;,,, nach (6) keine Se- 
quenz bildet. Insgesamt enthält die Zeile (7) 


k= Ok, 
s=1 
Sequenzen, und es ist m = n—k. 


Aus (7) greife man die Elemente b,,, ba, ..., 6,9 heraus, setze b,, = b,, nume- 
riere die b, der GréBe nach und ersetze jedes b, durch seine hierdurch festgelegte 
Nummer c;. Dann gilt 


Satz 1. Die Permutation 
12...Mm 
Q = (c, Core | 


der Elemente 1,2, ..., m enthalt keine Sequenz. 


Beweis. Es ist 6. — bo + k;=6,+ &; letztes Element einer Kette, also 
_ folgt aus Festsetzung (6) 

b;+1 = b; + k; +1. (8) 
Andererseits liefern, ebenfalls nach Konstruktion, die Zahlen 6,+ k, + 1 (i = 
1,2,...,m), modn betrachtet, die Zahlen b, (i =1,2,...,%), und zwar ist 
b,+ k,+ 1, da die Zahlen zwischen 6; und 6, + k:+ 1 alle zu einer Sequenz- 
kette gehéren, das kleinste der b,, das gréBer ist als b,. Für den Übergang von den 
b. zu ihren Nummern c, gilt daher, daB b, + &,-+ 1 die Nummer c, + 1 hat. Wegen 
(8) ist dann 

C44 #e¢,+ 1 fir i =1,2,...,m, 


_ d.h. nach (1), die Permutation Q ist sequenzfrei. 


Diese, durch P eindeutig bestimmte, Permutation @ heiBe ‘Stamm permutation 
zu P. Umgekehrt kénnen zu einer Stammpermutation Q von m Elementen mehrere 
Permutationen P von n = m Elementen gehéren, und da » nach oben unbeschrankt 
ist, gibt es zu jedem festen Q sogar unendlich viele Permutationen, dieQ als Stamm- 
permutation besitzen. 


2. Reduktion und Dilatation. Streicht man in P eine beliebige der Zahlen b, 
mit 7 + 0 und ersetzt alle b,, > 6, durch b,, — 1, so entsteht eine neue Permuta- 
tion P’ von n — 1 Elementen. Sind Q bzw. Q’ die Stammpermutationen zu P bzw. P’, 
so ist 


Q=Q. (9) 
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Zunächst ist m’ = n—1—(k—1)=n—k=~m. Vergleicht man ferner die 
Zeile (7) von P mit der entsprechenden von P’ (ihre Elemente seien durch einen 
beigefügten Strich gekennzeichnet), so sieht man, daB 


b, = b, für b, <b,,, 
b, = b, —1 für b,>b,,. 


Der Fall 6; = b,; ist wegen j + 0 nicht müglich. Es bleiben also Reihenfolge und 
GréBenordnung der 6; erhalten, folglich hat Q’ dieselben Elemente in derselben 
Reihenfolge wie Q. Damit ist (9) bewiesen. 

Genau ebenso zeigt man: Fügt man in P hinter einem Element b,; (2, 7 beliebig) 
die Zahl b,; + 1 als Element ein und ersetzt alle 6,, = 6,,+ 1 (mit Ausnahme des 
eingefügten) durch 6,, + 1, so gehôrt die neue Permutation P* von n + 1 Elemen- 
ten wieder zur Stammpermutation Q von P. a 

Von den beiden geschilderten Operationen werde der Ubergang 


P — P' als Reduktion, 
der Übergang 
| P — P* als Dilatation 
bezeichnet. Dann gilt 


Satz 2. Jeder Reduktion kann umkehrbar eindeutig eine Dilatation so zuge- 
ordnet werden, daf die beiden Operationen sich gegenseitig aufheben. 


Dies ist trivial. Denn ist eine Reduktion P — P’ gegeben, so wähle man als 
Dilatation P’ — (P’)* = P diejenige, bei der das bei der Reduktion gestrichene 
Element an seiner alten Stelle wieder eingefiigt wird, und umgekehrt. Bemerkens- 
wert ist der Satz 2 nur deshalb, weil es bei gegebenen P und P’ mehrere ver- 
schiedene Reduktionen geben kann, die P in P’ überführen (wenn namlich in P 
Sequenzketten von einer Linge k, > 2 auftreten), und ebenso kann P durch mehrere 
verschiedene Dilatationen in ein gegebenes P* iibergehen. 


3. Aufstellung der Formel. Es gilt nun 


Satz 3. Ist S,(n) die Anzahl der Permutationen von n Elementen mit k Sequenzen 
(n = 2), 80 1st 


sin) = (5 SD. (10) 


Beweis. An der Permutation P mit k Sequenzen sind k Reduktionen môglich, 
an jedem P’ wieder k —1,..., an jedem P“—” noch eine. Durch & aufeinander- 
folgende Reduktionen geht P in seine Stammpermutation Q iiber, und dieser Uber- 
gang kann auf k/ Wegen geschehen. Umgekehrt sind an jeder Permutation Q von 
m Elementen m Dilatationen môglich, an jedem Q* wieder m + 1 usw. Aus ge- 
gebenemQ mit m Elementen entsteht nach Ausführung von k aufeinanderfolgenden 
Dilatationer jedesmal eine Permutation von m+ k=n Elementen mit k Se- 
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quenzen. die Q als Stammpermutation besitzt. und dieser Cbergang kann auf 
mim— 1)---(m — 1) Wegen geschehen. Man denke sich alle S,(n) Permutationen 
von n Elementen mit £ Sequenzen auf alle môglichen Arten auf ihre Stammpermi- 
tationen reduziert und jede der S,(m) sequenzfreien Permutationen von m Ele- 
menten auf alle môglichen Arten zu einer Permutation von = + & Elementen mit 
k Sequenzen dilatiert. Dann lä8t sich nach Satz 2 die Gesamtanzahl &£!S,(n) der 
Reduktionen eineindeutig der Gesamtanzahl m(m — 1)---(n —1)S,(m) von Di- 
latationen zuordnen. Folglich ist 


k'S,(n) = m(m + 1)---(n — 1) So(m). 


woraus man durch Einsetzen von m = n—E die Formel von Satz3 erhält. 


- § 3. Bestimmung von S,(x) 


Teilt man die Permutationen von »— 1 Elementen in Klassen ein nach der 
Zah] der in ihnen vorhandenen Sequenzen, so folgt 


(+ = Ÿ Sn — D 
4=0 


und hieraus nach (10) 


(n+ I)!= Y (PS (n+ 1 — 2) = re ')So(i + 1). (11) 
&=0 s=0 
Wir beweisen nun 
Satz 4. Fur n > 2 ist 


a—1 
Sr) = D IT 7 Ve — 5)! (12) 
s=0 
Beweis. Die Formel (12) ist richtig fiir » = 2. Denn dann haben beide Seiten 
den Wert 1. Man nehme sie also als bereits bewiesen an. Aus (11) folgt, indem 
man rechts den Summanden für 5 = » abspaltet, 


Son + 1) = (n+ 1)! — se ) Seti + 


s=0 


und hieraus. unter Benutzung der Induktionsvoraussetzung (12), 


Son + 1) = (n + D >) y+ ewer 1—);)! (13) 


Denkt man sich (12) für » + 1 statt » geschrieben und vergleicht es dann mit (13), 
so erkennt man, da8 es für den Beweis von (12) durch den Schlu8 von n auf n + 1 
geniigt. folgende Beziehung nachzuweisen: 
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XD) —1y()6 +1 JE yi ()@+1—as! (14) 


Man bezeichne die linke Seite von (14) zur Abkiirzung mit L(n), die rechte Seite 
mit R(n). Dann folgt, wenn man i — r — 1 und j =r —-s setzt, 


L(n) = Xt *)) > 1 (5)! 


Da für s >r die Summanden der inneren Summe verschwinden, kann man die 
Summation über s beliebig weit (etwa bis n) erstrecken und dann die Reihenfolge 
der Summationen vertauschen. Dann wird 


L(n) = Yew s! Xe 1) c=} (,”,). 
Ferner folgt für » + time 
R(n) = Ye 1) (, ! ye 
Aus beidem ergibt sich 


Ra) —L(n) = Y's! ay") — yew (1) (4) 


Devant}. 


Bezeichnet man hier die innere Summe zur Abkürzung mit M(s), so ist nur noch 
zu zeigen, daB M(s) für s — 1,2, ...,n verschwindet. Dazu setze man s — 1 — 
und r—1=j in M(s). Dann folgt 


M(s) = 2 (— ¥@) (6) = 7 CG) G—-D-..G-F+) 


ce] —0 
=i dx’ z=1 


Dies gilt für +=—0,1,...,»—1, also fiir s = 1,2,...,n. Damit ist Satz 4 
induktiv bewiesen. 
§ 4. Relative Häufigkeit der Permutationen mit & Sequenzen 


Unter den n! Permutationen von n Elementen gibt es S,(n) mit & Sequenzen. 
Für die relative Häufigkeit E,(n) der Permutationen mit k Sequenzen gilt also 
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Aus (10) und (12) folgt 


nb —] 


Bun) = (te) DO YF JE) 
"Si ji" 
= 261 mek al 
ro 1 4 \ nm —k—] 4 
= eee 


a—k—l 


+o DEY ES 


i=l 
LaBt man jetzt n gegen oo gehen, so bleiben die drei hier auftretenden Summen 
beschränkt, da jede von ihnen für » gegen oo dem Grenzwert e-1 zustrebt. Mithin ist 


lim E,(n) = ss (15) 


Setzt man die linke Seite von (15) gleich W(k), so folgt 


wie es sein muB. 
Mit (10), (12) und (15) sind die drei behaupteten Formeln (2), (3) und (4) der 
Einleitung und damit auch die Folgerung (5) bewiesen. 


(Eingegangen am 1. 1. 1948) 





U ber einen Weg zur Verallgemeinerung der Beziehungen 
_ zwischen Potential- und Funktionentheorie 


Von Ernst LAMMEL in Tutzing (Oberbayern) 


| Wir legen uns die naheliegende Frage vor, ob es nicht auch für die LapLacesche 
Dilferentialgleichung in drei Variablen 


O3 u(z, y, 2) A u(x, ¥, 2) ©? u(x, y,2) _ 
ga + on + on = 0 a) 


ene analoge Funktionentheorie gibt, wie es bei der Laptaceschen Differential- 
Beichung in zwei Veränderlichen 











2 
à UE ao e 
T Fall ist. 
Wenn auch die Frage nach der Funktionentheorie beliebiger Räume nur eine 
pe age der richtigen Einführung von hyperkomplexen Zahlensystemen ist, die dem 
Foblem angepaBt sind, so ist damit natürlich noch kein Anhaltspunkt gewonnen, 
©lche Eigenschaften einer vorgelegten partiellen Differentialgleichung zur Auf- 
Stelung eines für sie zweckm&Bigen hyperkomplexen Zahlensystems herangezogen 
Werden kénnen. Es soll nun ein Verfahren angegeben werden, welches ein für 
© Lapracesche Differentialgleichung in n Veränderlichen zweckmäBiges hyper- 
Ornplexes Zahlensystem liefert. Die Anwendungsméglichkeit dieses Verfahrens ist 
ber damit noch nicht erschôpft. - 

Als Einleitung zeigen wir zunächst bei der Laptaceschen Differentialgleichung (2), 

AU welchen Grundgedanken das in Aussicht gestellte Verfahren beruht. 


Wir fragen nach denjenigen homogenen Polynomen n-ten Grades 


U, (2, y) = > () aa" y", (3 


Welche zugleich Liésungen der Lapvaceschen Differentialgleichung (2) sind, also 
iene den sogenannten harmonischen Polynomen n-ten Grades in zwei Veränder- 
Bekanntlich läBt sich jedes harmonische Polynom n-ten Grades in x und y in 
der Gestalt , 
U, (2, y) = aye, (2, y) +, (24) (4) 
Schreiben, wobei. 
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5 
4 (Xs — —] 4 sn n—2k , 2k wv, (x, ) — —] à ae n—(24—1) . 24-1 
“EYE 2 CI (a) 2 9 0, (ey 2, Ya" 1) 2 - 





und a,,a, Konstante sind. 


Die beiden speziellen harmonischen Polynome u, (x, y) und v, (x, y) nennt man 
eine Basis für die harmonischen Polynome n-ten Grades in 2 und y. 


\ 

Es zeigt sich nun, daB die zum Grade m + n gehôrige Basis u,,,, (x, y), On4a(Z y) 

aus den zum Grade m und n gehürigen Basen u, (x, y), »,,(z,y) und u, (z, y 
v, (x, y) in folgender Weise aufgebaut werden kann: 


Un (Zs y) = u,, (x, y) u, (x, y) TT v,, (2, y) v, (x, y) ’ (6 
Vern (Zs 9) = V2, Y) Uy (2, y) + Uy (ZY) v, (2, y). | 


Fassen wir die zum Grade k gehürige Basis u,(x, y), v,(x, y) als eine komplexe 
GréBe (u,, v;) mit dem Realteil wu, und dem Imaginärteil », auf, so erhalt man die 
zum Grade m + n gehérige komplexe GrôBe (u,,,, 0,,.4,) nach (6) durch Multi- 
plikation der zum Grade m und » gehôürigen komplexen GrüBen («,,, v,,) und (#,, ,)- 
Das Multiplikationsgesetz fiir komplexe Zahlen wird also durch die Art und Weise 
festgelegt, wie die zum Grade m + n gehôürige Basis u,,,,,(2, y), Un+s(%, y) aus den 
zum Grade m und n gehôürigen Basen u,,(z, y), v,,(z, y) und u,(z, y), v, (a, y) be- 
rechnet werden kann. 


Gehen wir zur Laptaceschen Differentialgleichung in drei Veränderlichen (1) 
über, so kénnen wir auch hier zunächst danach fragen, wann ein homogenes Poly- 
nom n-ten Grades in x, y und z 


U, (x, y; 2) —= | a lp! y! Gay ax" y 2 (7) 
a+i+7=2 


zugleich ein harmonisches Polynom ist. 


Bekanntlich besteht jede Basis für die harmonischen Polynome n-ten Grades 
in drei Veränderlichen aus 2n + 1 linear unabhängigen harmonischen Polynomen 
n-ten Grades in drei Variablen. Die Anzahl der linear unabhängigen harmonischen 
Polynome n-ten Grades bei drei Veränderlichen ist also vom Grade n abhangig 
und nicht mehr wie bei den harmonischen Polynomen in zwei Veränderlichen 
konstant. 


Als Beweis fiir die harmonischen Polynome n-ten Grades in x, y und z wahlen 
wir die folgenden 2n + 1 linear unabhängigen harmonischen Polynome: 


= ee Re ne TR ne ee - 


re 


| 
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| 
nu 2 yoy LC 0) (9g) etat, 
{Flo 0 


MC HD= D DAH a) (oo Cs arte etn ate, 


o=À oma—s 
PET 0 (8) 
us ua= >) SET (e161) grok pete 22041 


=! 0=0—Fr 


und 
eer 
Via (2, y, z) = >, D (— 1)’ (© _ 1) (, o+ 2) (Get i) # n—20—2 yet} geatl 


=e 0h 
mit ose < ||. 0<1,r£<{" 5 |—1 und 0<es($l—-1. 


Wir werden diese Basis kurz als die (t, wu, v, w)-Basis für den Grad n bezeichnen 
und die einzelnen harmonischen Polynome, aus denen sie besteht, ihre Komponenten 
heiBen. 


Für n = 1 lautet nach (8) die (¢, u, v, w)-Basis 
(D (x, y,z) = x, ul) (x,y,2)=Y, wi) (2, y,2) =z. (9) 


Analog wie bei harmonischen Polynomen in zwei Veränderlichen kann man auch 
bei denen in drei Veränderlichen die zum Grade m + n gehôürige (¢, u, v, w)-Basis 
aus den zum Grade m und n gehorigen (t, u, v, w)-Basen aufbauen. Man erhalt 


TT = 2 Than te +2 UM, un — > (Vim, + Vin, _,) of”) — 

— 2 (Was: + WP), 
unt —= > OP as te + 2 TE 341 us” — 2 (WE ua + W,) ve) — 

— 2 Ven + no) we (10) 
on 7) = 2 Pia+i a + 2 Wrest uly) + +2 Th y+ oy” + ; U D 4 wi”) und 
we D Wien + DY Vita + 2 um +B Tio 8 


Hierin ist las 5 +1, 1<B, Ô=< aa und 1<y< BI ferner 





1<ks ("its 1<4, »<[" TE] und reys["Z"]. 2, 


116 E. Lauwer 


um, Vy und Wy" stimmen mit #7, uf", of und wi") überein, wenn 
teie[% +1 isiis| "| und tts [3 | ist sonst aber sind sie 
Null. 


Aus (10) ergibt sich, wenn wir die Summen 
mee, per, Det” und Xu+* bilden und zur Abkürzung 
T Fr 7 





1 





w schreiben, 


de, , le | 
Mae, Wa Pw, = ye und w = 


1 11 =1 








gem) om gdp yl gl 9 oh) gh 9 aol ugh), 
el) ald G0 4 pm) yl) __ 9 ofr) pl) gf gpl, 
EAD 2 pm £0) pl) eld 4 2 9) 4 a apd, an 
10H) 400) 0) fm al) aul) gh) 4 1) a), 

Die Formeln (11) verwenden wir nun zur Einführung eines hyperkomplexen 
Zahlensystems, dessen Elemente geordnete Quadrupel von Zahlen sind, die wir 
mit (t, 4, », ) bezeichnen. Wir sagen dann und nur dann, daB (4, u,, v,,w,) = 
= (ty, Ug, Vg, We), Wenn t=, Uy = uy, %, =v, und w, = we, ist. Unter 
(ts M1, das ©) + (te, Ug, Va, Wz) Verstehen wir das Zahlenquadrupel (4 + ty, w+ tp, 
% + v, + 2) und das Produkt (t,, %, 04, %,) + (te, tg, %, 2) definieren wir 
dureh (11), worin wir (4), ut, o™, wi) = = (4, 4, %, 2) und (4, ufr), of), wo!) = 
= (ty, Up, Vg, Wg) setzen. 

Die Addition und Multiplikation verhalten sich kommutativ, assoziativ und 
distributiv. Die Subtraktion ist als Umkehrung der Addition stets eindeutig aus- 
führbar. Die Division durch (t, u, v, w) ist nach (11) immer dann eindeutig, wenn 
(t—uP + (vp—wP > 0. 

Den Punkten (x, y,z) des Raumes ordnen wir nach (9) die Zahlenquadrupel 
(x, y, 0,2) zu und schreiben zur Abkürzung 


(x, 0,2) = (x, 2). (12) 

Unter einer Funktion F[(t,u,v,w)] der hyperkomplexen Veränderlichen 
(t, u, v, w) wollen wir ein geordnetes Quadrypel von Funktionen 

(T(t, u,v, w), U(t, u,v, w), V(t, u,v, w), W(t, wu, v, w)) 
mit den Veränderlichen ¢, u, v, w verstehen. 

Eine Funktion F [(¢, u, v, w)] soll an der Stelle (¢, u, v, w) differenzierbar heifen, 
wenn es eine hyperkomplexe GrôBe (7, U, V, W) derart gibt, daB für eine hin- 
reichend kleine Umgebung von (f, u, v, w) 

Fit+guthot kw+D]—Fi(t, x, 0, w)] =(9,h, k,l) (7,0, V, W) + 213) 
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ist, worin © = (@), We, Ws, W4) eine hyperkomplexe GréBe bedeutet, deren Kom- 
ponenten w, beim Grenziibergang (9,h,k,1) +0 von hdherer Ordnung als 
y g? + h? + k? + 1? nach Null konvergieren. 

Der Kiirze halber wollen wir nur den Spezialfall (4, u, v, w) = (x, y, 0, z) genauer 
diskutieren. Dann geht (13) mit Riicksicht auf (12) in 


Fl(z+g.yt+hz2+D)]—Fl(z, y,2)] = (9,4, 0,2 (7,0, V,W)+2 (14) 
über, woraus man durch Aufspaltung in Komponenten 


T(ix+gythz+1)— T(x, y,z) = T 9 + Uh—2 Wi+ @, 

U(z+g,y+h,z+1i) — U(z, y,2) = Ug + Th—2 Vi+ ay, 

Viztgyt+hz+l)— V(x,y,2)= Vot+ Wht Ul + os, 

W(xt+gythz+1)—W(2,y,2)=Wgt Vht+ Tl+ay 
erhält. 

Als sowohl notwendige wie auch hinreichende Bedingung für die Differenzierbar- 
keit von F[(x, y,z)] an der Stelle (x, y,z) ergibt sich deshalb, daB die Kompo- 
nenten T(z, y,z), U(z,y,z), V(x, y,z) und W(z, y,z) von F[(z, y,z)] daselbst 
differenzierbare Funktionen von x, y und z sind und dem partiellen Differential- 
gleichungssystem 





OF _ OU _ OW or _ OU _ ave 
Ox Oy oz” Cy ox @2 _ 
(15) 
__ 1 ev _ ov __OW 1 OT __ OV OW 
2 Oz 0x Oy’ 2 Oz Oy Oz 


genügen. 


Ist F [(x, y, z)] eine in einem Bereiche B:a, <r <a, b<y<b, 4 <z <e, 
nach (2, y,z) differenzierbare Funktion, so existieren fiir ihre Komponenten 
T (x,y,z), U(a, y,z), V(x, y,z) und W(z, y,z) auch die partiellen Ableitungen 
zweiter Ordnung nach zx, y und z. Dann folgt aber aus (15), daB die Komponenten 
von F[(z, y,z)] in 8 Lüsungen der Laptaceschen Differentialgleichung (1) dar- 
stellen, also T'(x, y,z), U(x, y,z), V(x, y,z) und W(z, y,z) NEwronsche Potentiale 
sind, welche sich in § regular verhalten. 


Unter dem Linienintegral 
| P 
Lo | Fle m2) 1 d(x 9,2) (16) 
P. 
einer Funktion F[(z, y,z)] — (T, U, V, W) der hyperkomplexen Veränderlichen 
(x, y, 0,z) längs eines von P, ausgehenden und in P endigenden Integrations- 
weges C verstehen wir die hyperkomplexe GrüBe 
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pp 2 
al Tdx+Udy—2Wdz, | Ude+ Tdy—2V dz, 
| P, 


Ps 
P P 
ol V dx + W dy + U dz, «| Wdz4+ Vdy+ T dz | 


Die Integranden der Linienintegrale ergeben sich durch Multiplikation der beiden 
hyperkomplexen GrüBen (7, U, V, W) und (dx, dy, 0, dz). . 

Ist F[(x, y,z)] eine im Bereich B: a <x <a, b,<y<b, © <z <G, 
nach (x, y, 0,z) differenzierbare Funktion, so wird 


PF (x, v,2)1d(x, y,2) = 0 (17) 


für jede in 8 verlaufende geschlossene und rektifizierbare Kurve C. 

Wie das partielle Differentialgleichungssystem (15) das Analogon zu den Caucuy- 
Rremannschen Differentialgleichungen bei den regularen Funktionen eines kom- 
plexen Argumentes darstellt, so ist (17) das Analogon zum Caucayschen Integral- 
satz in der Goursatschen Fassung. Eine der Caucnyschen Integralformel ent- 





sprechende Formel kann es hier aber nicht geben, da ges - = = nicht mebr 
existiert, sobald die geschlossene Kurve C die Gerade x = y,z — 0 umschlingt, 
auf welcher die Singularitäten von (1,0, 9,0) legen. 

(x, y, 0, 2) 


Die differenzierbaren Funktionen F [(t, u, v, w)] der hyperkomplexen Veränder- 
lichen (¢, u, v, w) sollen dazu verwendet werden, um für die Lésung der ersten Rand- 
wertaufgabe bei gewissen Newronschen Potentialen ähnliche Abbildungsmethoden 
einzuführen, wie es die differenzierbaren Funktionen eines komplexen Argumentes 
bei logarithmischen Potentialen erméglichen. 

| Anmerkung. Man kann auch an Hand der Formeln (9) ein hyperkomplexes Zahlensystem 
für die Lapzacesche Differentialgleichung in drei Veränderlichen aufstellen. Die zugehôrige Funk- 
tionentheorie zeigt weitestgehende Ahnlichkeit mit der Theorie der Funktionen einer komplexen 
Veränderlichen. Eine kurze Note hierüber erscheint im ,,Anzeiger‘‘ der Wiener Akademie. Der 
erste Teil eines ausführlicheren Berichtes wird in den Wiener Monatsheften verôffentlicht werden. 


(Eingegangen am 8. 11. 1947) 


Die invariante Fassung des Kontinuitatssatzes 
fiir meromorphe Funktionen 


Von WoLrGANG RoTHsTEIN in Würzburg 


In der Theorie der Singularitäten regulärer (bzw. meromorpher) Funktionen 
von mehreren Veränderlichen spielt der Kontinuitätssatz eine wesentliche Rolle. - 
Ihm wurde zuletzt, soweit es die regulären Funktionen betrifft, von H. BEHNKE?) 
eine Form gegeben, in der nicht mehr wie in den früheren Fassungen die analytischen 
Ebenen vor anderen analytischen Flächen ausgezeichnet sind. Der Beweis stiitzt 
sich auf die Regulärkonvexität und das Maximumprinzip und 148t sich nicht ohne 
wesentliche Einschrankungen auf meromorphe Funktionen übertragen. Es ist 
jedoch aus denselben Griinden wie bei den regulären Funktionen wiinschenswert, 
eine der BeuHnkeschen entsprechende Fassung des Kontinuitatssatzes für mero- 
morphe Funktionen zu besitzen. Nun haben wir bei Untersuchungen über die 
Fortsetzbarkeit mindestens vierdimensionaler analytischer Flächen?) eine Methode 
benutzt, die in modifizierter Form zum Beweis des Satzes in der gewiinschten All- 
gemeinheit ausreicht. Sie besteht kurz gesagt in der Zurückführung der Behaup- 
tung auf eine ganz spezielle Folge des bekannten Kontinuitätssatzes, namlich die 
Aussage: | 

(1) Ist P(zj, ...,29) ein Punkt der Mannigfaltigkeit 
p = |y fal)" +yl—r=0; ...5 pe ll —al() +p fr = 0 
a> 0 r>0;, 1<u<n—1l; » positiv, ganz und g (2, ...,z,) in dem auf der 
Seite p’ <0 (5 =1, ..., 4) gelegenen Teil einer Hyperkugel &, um P eindeutig 
und meromorph, so läBt g(z,, ...,z,) sich in das Innere einer Hyperkugel &, um P 
hinein eindeutig meromorph fortsetzen. 

Beweis von (D: 

(a) (wo, 2) liege auf (1) | w |?—a|z|?—1=0; (a >0). Die Transformation 
w’ = Wy (WwW — wy) — a %(z — 29); 2” = z — 2g führt (1) in (2) 2- R(w’) —a| 2’ 2 + 
+ _ a | w’ + a zz’ |? — 0 über. Setzt man w’ = 0 in (2) ein, so erhält man: 





7 4) H. BEHNKE, Der Kontinuitätssatz und die Regulärkonvexität. Math. Annalen 113 (1936), 
S. 392. 
2) W. RorTusTziN, Über die Fortsetzbarkeit Cousinscher Verteilungen 1. und 2. Art im Ro,(n=3). 
Noch nicht verôffentlicht. 
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— | lz’? {.a4)%—a z ?} = — a 5°,2:%<0. Die Ebene w’ =0 be- 
rührt (2) daher in (0.0) und liegt sonst ganz auf der Seite (2) < 0. Sei weiter 
O0<B<1; wy = Buy: à = Bo (wi) liegt auf (3) | w|*—a|z/?}— # =0 
und die Ebene 0 = w,(w— w,)— a,2,(z—z,) ganz auf der Seite (3) <0. 
erst recht also auf der Seite (1) <0. Die Ebenen E(f): mww—az2z= 
= B {: wy |? — a! zy |?} = B liegen deshalb sämtlich ganz auf der Seite (1) <0, 
nur E(0) berührt (1) in (wg. Zp). 

(b) Ist die Behauptung für « — n — 1 richtig, so erst recht für p <2» — 1. 
Daher werde u =n — 1 angenommen. Es sei nun (z2)’ + y = Z, und U(P) eine 
so kleine Umgebung von P, daB z£ in U(P) die einzige Lésung von (z,)” = Z, — y 
ist. Wegen (a) liegen dann die zweidimensionalen analytischen Flachen %(f): 


Et — 6{(,)" +7}= wee = My 21 — 8 f(z) +} = B10 < B <1; 6= 
= a-{(2) + y}] in U(P) ganz auf der Seite g'< 0; ...; p*~ P< 0; nur §(0) 
beriihrt g" = .. = g"~  =Oin P. Die Abbildung tw, = 24 z,— 6 {(z,)” + y}: 


W, 1 = 24 21 — 9 { (2,)” + y}iu, = 2, —z ist in einer Umgebung U*(P)C WP) 
analytisch und ein-eindeutig und bildet die ÿ(B) auf die Ebenen €(f): w, =... = 
=w,_,=B6 ab. P geht in den Ursprung, g(z,,...,z,) etwa in A(ee,,..., ¥,) 
über. Ist € > 0 geniigend klein, so ist À laut Voraussetzung meromorph und ei- 
deutig 1) auf den E(B), (B > 0) im Kreise |e, | < €, 2) auf €(0) im punktierten 
Kreis |w,| << ¢; w, —0. Sei 8, —0; dann spielen €(6,), €(0), | w, | = € die 
Rolle von %., # €. € im Kontinuitätssatz (vgl. unten), der dann seine bekannte 
Form annimmt. # läBt sich also nach 0, d. h. g nach P eindeutig fortsetzen. W. z. b. w. 
Da wir den Kontinuitätssatz in einer von der üblichen etwas abweichenden 
Form aufstellen wollen, noch einige Erklarungen! Im Folgenden seien %, mit 
den Randern ©. abgeschlossene Teile 2 k-dimensionaler irreduzibler analytischer 
Flächen. Ist 9t eine abgeschlossene Punktmenge, so werde unter 11, (3t) die Ver- 
einigungsmenge der Punkte aller Hyperkugeln vom Radius e um Punkte von ® 
verstanden. Ferner seien %, € abgeschlossene Punktmengen. §,, > %; ©, => 
soll heiBen: Es gibt zu jedem ¢ > 0 ein m*, so daB für alle m > m* gilt § CCU, (§,.): 
CE, U,(C}). Nur diese Eigenschaften. werden beim Beweis des Satzes benutzt. 
Die Konvergenzmannigfaltigkeit % braucht durchaus kein analytisches Flächen- 
stiick zu sein. SchlieBlich nennen wir g auf 3% meromorph und eindeutig, wenn g 
in einer passenden ,(%) bei beliebiger Fortsetzung meromorph und eindeutig 
bleibt. Ist nun g auf den %. meromorph und eindeutig und gibt es eine auf % ein- 
deutige meromorphe Funktion g*, welche auf den %,, mit 7 übereinstimmt (g* ist 
ja eindeutig in einer 1(%), g in einer U(%..) erklart; es soll g* = g in UG) UG...) 
sein), so heiBe g* die Fortsetzung von g. Wir sagen kurz: g läBt sich nach % fort- 
setzen. Offensichtlich gibt es nur eine Fortsetzung von g mit diesen Eigenschaften. 


7) CC heiBt: ganz in 


i 
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Kontinuitätssatz: Sei 3, > %; €,, => € und g auf den %, und auf € eindeutig 
und meromorph. 


Dann Ja8t g sich nach % fortsetzen. 


Auch der in der zitierten Arbeit?) bewiesene Kontinuitätssatz für analytische Fla- 
chen mindestens vierter Dimension laBt eine ganz entsprechende Formulierung zu, in 
der die Flächen %,, beliebige analytische Flächen sind. Man hat den dortigen 
Beweis nur mit den im Folgenden angegebenen Uberlegungen zu kombinieren. 
Darauf gehen wir nicht näher ein. 


Nun zum Beweise unseres Satzes. Zunächst führen wir ihn für n = 2; u = 
=n— k=1 und setzen w = z,; z = 2g. 

Ohne Beschränkung der Allgemeinheit dürfen wir voraussetzen, daB alle %,, 
in der Form w — f,,(z) = 0 vorliegen, wobei f,,(z) in den Punkten von %,,, in welchen 
%,, durch eine Gleichung w — y(z) = 0 dargestellt werden kann (g(z) regular), 
regular, in den übrigen Punkten von %,, algebraisch ist. Neben den %, mit den 
Rändern ©, betrachten wir die aus ihnen durch Parallelverschiebung erzeugten 
Flachenstiicke §,,(r, 3): w— f(z) =re’(r > 0; 0 < 9 < 2x) mit den Rändern 
@.(r, 8). Die Manuigfaltigkeit der Punkte, die wenigstens einem der %,,(r, 0) bzw. 
G..(r,9) mit 0<r<p; 0 < 8 <2 angehôren, sei M,,(o) bzw. D,,(e). Laut 
Voraussetzung gibt es eine Umgebung U(C) von 6, in der g(w,z) meromorph und 
eindeutig ist; ferner existiert sicher ein m, und ein 9, > 0, so daB 


D. (00) ganz in U(G), —_ (1) 


& ganz. in Mp, (00) v UG) (2) 


enthalten ist. §t, sei der Regularitätsbereich von /,,(z). Im Bereich 
Rt: [wl <o; ze, 


gibt es offenbar zu jedem (r, 9) genau eine schlicht eingebettete Flache Sn, (r, 8): 
w—f,,(2)=re’. Die SM (r, 8) sind den %,,, (r,®) eineindeutig zugeordnet; ver- 
schiedene En (r, 9) schneiden sich nicht. Bei der Zuordnung môgen sich M, (0), 
€... (0), D. (e) und M. (0), ©... (e), D, (e) entsprechen. 

In einer vollen Umgebung U(%..) von %.. und in U(6) ist nach unserer An- 
nahme g(w,z) meromorph. Wir definieren nun in * die Funktiong (w,z), indem 
wir in allen über U(@,,,) und U(G) gelegenen Punkten gidentisch gleich g setzen. 
Insbesondere ist g(w,z) dann in einer Umgebung u (Sue,) und in einer Umgebung 


i (6) DD D. (0) meromorph und eindeutig. & liegt in M. (00) v Hi (6). 
Archiv der Mathematik. 2. 9 
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Jetzt betrachten wir in R die Hyperflachen 
H(a,1): Fa, =| —fe,(2)? —a|z?— —0: (a> 0: r > 0). 


Man überblickt sie am bequemsten. wenn man KR mittels der in M* regulären und 
umkehrbaren Transformation 
W=w—fi(); Z =: 


auf den in gleicher Weise über dem (W, Z)-Raum verzweigten Bereich 3* abbildet, 
Die H(a. r) gehen dabei in die 


H(a.r): Ga, = W2—a'Z?—F—0 (a>0:r>0) 


über. Aus (I) folgt: Ist P ein im Inneren von gelegener Punkt von H (a, ri 
und a(W.Z) in dem in ¢,, <0 gelegenen Teil ciner Umgebung U(P) eindeutig 
und meromorph. so la8t a (W.Z) sich in eine volle Umgebung B( P) hinein eindeutig 
meromorph fortsetzen. Entsprechendes gilt dann für die À (a,r) in Re 

In den Verzweigungspunkten von Xt gehen wir zu den Uniformisierenden 
wc’ = we: (2) = 2—2z über. Aus H(a, r) wird 





H'(a.r): G9, = 1 — LG + 20) À — a LE + 29 — 0, 

wobei 6'(z") = f(z’) + 2) in z’ = 0 eindeutig und regular ist. Wie oben sehlieBen 

wir nach der Abbildung «” = «’ — f,,: 2” = 2" aus (I): P° liege auf Æ'(a,r) In 

dem auf der Seite ¢’,, <0 gelegenen Teil einer Umgebung W'(P') sei c(s’, 2) 

meromorph und eindeutig. Dann ist c(s’, 2’) in eine volle Umgebung 87 P") hinein 

eindeutig meromorph fortsetzbar. 

Nennen wir wie üblich eine Funktion in einem Verzweigungspunkt yon # 
meromorph. wenn sie es in den Ortsuniformisierenden ist, so künnen wir zusammen 
fassend sagen: 

(Ay Ist a(ae. 2) in dem auf der Seite y. < 0 gelegenen Teil einer Umgebung Ü(F) 
eines Punktes P von H(a,r) eindeutig und meromorph, so Gt @ (ee, =) sich 
in eine volle Umgebung &(P) von P hinein cindeutiz meromorph fortsetzn. 
Wahlen wir a > 0 genügend kleia, so gibt es ein r, > O und eins rp <r, < à 

so, daB 

(1) dureh die Relationen 


PeJEMR QUO: pr <0: w= <n 
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jeweils genau ein Teilbereich Œ(a,7) von R4 definiert wird, der See enthalt, dessen 
Randpunkte in U (6) liegen oder der Gleichung y, > = 0 geniigen; 


[2] f(a, ro) ganz in US.) und 
[3] % ganz in F(a, r,) enthalten ist; 
[4] aus r,—>r* folgt: Œ(a, r,) > F(a, r*). 


Die Richtigkeit dieser Aussage leuchtet unmittelbar ein, wenn man zum Bereich 9 
übergeht. 
Wir behaupten nun: 
(B) g (w, z) 148t sich in alle inneren Punkte von T(a, r,) hinein eindeutig und - 
meremorph fortsetzen. 

Ware das nicht der Fall, so mübte es wegen [2] ein gréBtes r* (ro <r* <1) 
geben, so da8g (w, z) noch in alle Punkte von T(a, r*) eindeutig und meromorph 
fortsetzbar ist.  sei die Menge der Randpunkte R von E(a, r*), die nicht in ü (6) 
liegen, mit EinschluB ihrer Haufungspunkte. Nach (A) gibt es zu jedem Punkt R 
von eine Umgebung SE (R), in die g (w, z) eindeutig meromorph fortgesetzt werden 
kann. Man nehme eine so kleine Hyperkugel 6 (R) cc 3% (R), da8 sie den Rand von 
Œ( a, r*) nur in einem zusammenhängenden Stiick schneidet. Endlich viele dieser 6, 
etwa Ou Lee 9, überdecken R vollig. Die Fortsetzung werde jetzt definiert 
durch die Paare (6, g,) (¢=1,...,%); hier ist g; auch auf dem Rande von ÿ, 
noch mergmorph. Dann gibt es eine i, (N), in welcher g durch diese Fortsetzungen 
als eindeutige Funktion erklart wird. Ware das nicht der Fall, so miiBte es auf St 
einen Punkt Q und dazu eine Punktfolge Q, >@Q geben, so daB in Q, wenigstens 
zwei dort nicht tibereinstimmende Funktionselemente definiert waren. Q liegt im 
Inneren oder auf dem Rande etwa von $,.. ” 9,. Die zugehdrigeng,,...,g, sind 
aber in einer vollen Umgebung ü (Q) von Q meromorph und stimmen innerhalb 
Œ(a,r*) miteinander überein. Daher müssen sie in i (Q) identisch sein. Ist » 
hinreichend groB, so liegt Q, in 11 (Q) und die in Q, erklärten Funktionselemente 
gehôren zu den 9,,..., 9. Das widerspricht der Definition der Q.. 

Aus [4] folgt dann aber im Gegensatz zur Definition von r* die Existenz eines 
r** > rt, so daB g (w, z) in Œ(a, r**) meromorph und eindeutig bleibt. 

Die Aussage (B) ist also richtig: g (w, z) ist innerhalb F(a, r,) — in den Ver- 
zweigungspunkten von §t* zunächst als Funktion der Ortsuniformisierenden — 


eindeutig und meromorph. Da nun g (w,z) definitionsgemäB in allen über dem 
e 9* 
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gieichen Grundpunkt gelegenen Punkten von KR‘ gleiche Werte aufweist, ist — beim 
Rückgang zum Grundbereich — gr, =) insbesondere in alle Pankte von % fort- 
setzbar. W.z b. w. 


Im allgemeinen Fall 2 > 2: 1 < y = n—1 verläuft der Bewets ganz ähnlich. 
Jede der Flichen 3, besteht aus abzäblbar vielen irreduziblen Elementen € mit 


folgender Eigenschaft‘) Zu jedem € gibt es came Transformation W, — = Yaa 


m=1..... ni so daB Gin den neuen Koordinaten 20 dargestellt werden kann: 
wc, geniigt einer irreduziblen pseudoalgebraischen Gieichung 


(Ly (ey — aj? — (ve, — 0) + Ay fesse ed — 2 + Algae) =1 


mit analvtichen Koeffirienten. wahrend ,, ...,«, am Gebilde (1) cindeutige und 
reguläre. in den Verzweigungspunkten noch stetige Funktionen sind. Man beachte 
nun: Ist (a’,) ein passendes Konstantensvstem fur das Element €,, s0 auch simt- 
liche (a,,1. welche genügend nahe an (a:,) liegen. Ferner gibt es in jeder Nachbar- 
schaft von (a°,) Konstanten (a,,). welche für ein beliebig herausgegriffenes rweites 
Element ©, das Verlangte leisten. Daraus folgt. daB es sicher ein Koszstantes- 
svstem (a,,), gibt welches fur sämtliche Elemente aller 5 geetgnet ist. Da es 


| 
| 
| 


i 
4 
! 


auf eine lineare Transformation nicht ankommt. dürfen wir ven vernherein a 


nehmen: Für die §, gilt eine Darstellung z, = f) (zur, - - -, 2); ---3 2,= 
= fENz. 41---->Z) Dabei ist f} in den Punkten von %. regular, in denen %, 
durch y analytische Gleichungen z, = ¢,(z, 41. --.%2)3 -..52, = Pp (Eppa - -->%) 
darstellbar ist, in den übrigen algebraisch. Die f?... .f® sind im Regalaritits 
bereich R., von /)' eindeutig. regular und in den uawesentlichen Randpunktes 
von R.., stetig. Neben den ;ÿ, werden die durch Parallelverschiebung erzeugten 
Fr, oe _ hn. #1... #*'): 


Ma) = PHP Ls ZIM gee) = 00e 


betrachtet. IR_(o) bzw. F_(o) sind die Mannigfaltigkeiten der Punkte, die wenig- 
stens einem F(r'?,... 7°; OY; ..., H) bzw. CL (r'™, ..., A; ™,..., HH) mit 
Or" <9: 05 & <2 (§=1,2,..., 4) angehôren 1(6) hat dieselbe Be 
deutung wie früher. Man bestatigt die Aussagen (1), (2) Am die Stelle von % 
tritt der Bereich 


RE: one. Ze) CR Al < ©: --.; |a,| < wo 
und an die Stelle der H(a, r) die y Hyperflachen 


H°”(a, ry: Per = 'z,—f2 (24 415---» 2) P?—a]z,P—e® =O. 


4) Vel. Usew, Lehrbach der Funktionentheorie II, 1, 2. Aufl, Teulmer 1929. 2 Kapitel, vor 
allem die §§ 13, 14, 17, 27. 
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Die Aussage (A) lautet jetzt: 
(A) Ista (z,,...,z,) in dem auf der Seite Pay <0;...; i) < 0 gelegenen Teil 
einer Umgebung À () eines Punktes P der Mannigfaltigkeit gi), —0;...; 
gi = 0 eindeutig und meromorph, so 148t a (z,,...,2z,) sich in eine volle 
Umgebung B(P) hinein eindeutig meromorph fortsetzen. 
Dabei ist a (z,,...,2,) wieder als Funktion der ortsuniformisierenden Parameter 
aufzufassen. Zu jedem unwesentlichen Randpunkt R* von R°" gibt es ja Systeme 
von infu,,1|<1;...;|u,|< 1 regulären Funktionen 7, 4,(u,.41)--: eos 
Hit --.,%,), 80 daB die Substitution z, = u,;...;2, = = Uys eta = Lug sess 
z, = 7, jede in R™ im Punkte R* eindeutige Funktion a (z,...,2,) in eine in 
| uw, |< 1;...;]u,| <1 eindeutige Funktion a(u,,..., u,) überführtS). 
. Zum Beweise von (A) bilden wir R?* mittels der im Inneren von R°* regulären 
und umkehrbaren Transformation 


Zy = 2% — fig.) 32, = Fy — fun... 2); 
Z, + us, = 2, 

auf den in gleicher Weise über dem (Z,,...,Z,)-Raum verzweigten Bereich R®" ab. 
Für innere Punkte P von R°* ist die Aussage (A) nun wie früher in (I) enthalten. 
Ist dagegen P unwesentlicher Randpunkt von R™ und P sein Bild in R™, so be- 
trachten wir die elementarsymmetrischen Funktionen der K Zweige der aus a (z,, 

..,2,) entstandenen Funktiona(Z,,...,Z,). Sie sind im Grundbereich ® ein- 
deutige meromorphe Funktionen von (Z,,...,Z,) in dem auf der Seite 9), < 0; 
_---3 PL), < 0 gelegenen Teil einer Umgebung W(P) des Grundpunktes P. Nach (1) 
sind sie dann auch in einer vollen Umgebung %(P) von P eindeutig und meromorph. 
Die Funktion 9(Z,,...,Z,) genügt also in &(P) einer irreduziblen pseudoalge- 
braischen Gleichung R(@;Z,,...,Z,) = 0, deren Koeffizienten in &(P) eindeutig 
und meromorph sind. Geht man zum Bereich R°" zurück, so erhält man für à eine 
analoge Gleichung R(a 32)... 2) =O mit in B(P) eindeutigen meromorphen 
Koeffizienten. Führt man noch die uniformisierenden Parameter ein, so erhalt 
man fiir die jetzt cindeutige Funktion a*(u,,...,u,) = a(u,...,u,, Xu ga (Up ar 

Use. Ln (us... U,)) ele meromorphe Gleichung 
R* (a* 5 u,, Ug, .--, U,) =O. 
Diese Funktion a* muB dann offenbar selbst meromorph s sein. Damit ist (A) voll- 
standig bewiesen. 
5) H. Kneser, Ortliche Uniformisierung der anal. Funkt. mehrerer Veränd. Jber. Deutsch. 

Math. Vereinig. 45, S. 76. — Zusatz b.d Korr.: Es gibt endlich viele Systeme ae po... Kd, S0- 
daB R2 durchz,=w:;...; 2, = Ups 2141 = 0 à: ae = 4) darstellbar ist. 
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Der SchluB des Beweises unseres Satzes verläuft dem für n = 2 ganz analog. 
Wir wollen darauf nicht mehr eingehen. 

Es mag erwähnt werden, daB der Beweis im Fallen > 2 noch etwas ander 
geführt werden kann. Ist y — n —1, sind also die %,, zweidimensional, so ver 
einfacht sich der Beweis von (A), da man wie bei n = 2 mittels (2’,)” =z, —2; 
2’ =%3...52',—- = %— uniformisieren und dann wie dort weiterschlieBen kann 
Im allgemeinen Falle betrachte man nun die Funktionen g(2,,.., 22 41--5 
2%_1,2,) mit Testen 2%4,,...,27_,- Auf alle diese Funktionen 148t sich dann der 
Kontinuitätssatz mit zweidimensionalen %,, anwenden. Aus dem Hanrrocschen 
Hauptsatz, dessen Giiltigkeit für meromorphe Funktionen kürzlich bewiesen 
wurde‘), folgt sofort der Kontinuitatssatz in der gewiinschten Form. Es ist be 
merkenswert, daB der Fall y = n — 1 durch besondere Einfachheit des Beweises 
ausgezeichnet ist. 


(Eingegangen am 4. 11. 1947) 


*) W. Rorustein, Ein neuer Beweis des Hanrocschen Hauptsatzes und seine Ausdehnune 
auf meromorphe Funktionen. Noch nicht verôffentlicht. 


Uber eine Affininvariante von Ejibereichen —~ 


‘Von WitnHetm Suss in Freiburg i. Brsg. 


1. Für jeden Innenpunkt X eines ebenen Eibereichs © werde das Minimum 
m(X) der Streckenverhältnisse ai aller durch X gelegten Sehnen P P’ betrachtet. 


Das Maximum m* von m(X) im Bereich € ist dann eine affine Invariante von C. 
Für m* hat B. H. NEuMANN?) mit einer auf ebene Bereiche beschrankten Methode 
die Abschätzung bewiesen: © 


(u) isms 


hierin ist das linke Gleichzeichen fiir Dreiecke und das rechte fiir Mittelpunkts- 
bereiche kennzeichnend. Hierfiir will ich einen kurzen Beweis angeben, der sich 
sofort auf n-dimensionale Eibereiche ausdehnen läBt, wofür er die Ungleichung 
1 1 
(u,) eres smsy 
liefert, in der die Gleichzeichen Simplexe bzw. Mittelpunktsbereiche des R, charak- 
terisieren?). 
2. Die Behauptung m* = > ist trivia], da nach Definition m(X) = > ist. Der 


Fall m(X) = > tritt nur ein, wenn X Mittelpunkt des Bereichs € ist. Dann und 
1 
D - 

3. Jetzt sei S der Flachenschwerpunkt von ©, A, A, eine beliebige Sehne von € 
durch S und P ein Randpunkt von &, dessen Stützgerade 84,4, ist. P sei der 
oder ein Gegenpunkt von P auf dem Rand von € mit der Stiitzzeraden 3 818A, Ag. 
P P’ sei die Sehne durch P und S. Die Abstände des Schwerpunktes S von den 
Stiitzgeraden s und s seien p bzw. p. Dann ist 

PS p 
PP =p+p- 
Da nun wegen der Konvexität von © der Schwerpunkt S, des Dreiecks PP, P,, 


nur dann ist also m* — 


1) On some affine invariants of closed convex regions. Journ. London Math. Soc. 14, 262— 272, 
1939. 

2) Die weitergehende Behauptung von NEUMANN für den R,, daB das Maximum nur in einem 
Punkt und dort auf mindestens drei verschiedenen Sehnen erreicht wird, ist hier nicht mitbewiesen. 
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dessen Ecken P,, P, Schnittpunkte von s mit den Geraden PA,, PA, sind, nicht 
weiter als S von s entfernt ist, gilt bekanntlich 
1 


po +1 ( stp 2 wai) 
pip=s im À, entsprechend=—— 2 Ti) 


Hierin gilt das Gleichzeichen nur, wenn € mit dem Dreieck PP, P, identisch ist. ! 
4. Nach 3. ist nun auch 





m* = max m = m(S) = + 

und hierin ist m* = + dann und nur dann, wenn € ein Dreieck ist, w. z. b. w. 
Die Ungleichungen (wv) und (u,) einschlieBlich der Giiltigkeit der Gleichzeichen 
gelten übrigens auBer fiir m* auch für die folgende affine Invariante n* eines Ei- 


bereiches €: Es seien n(X) das Minimum von 5 f > für den Aufpunkt X (statt 8 


in 3.) und n* das Maximum von n(X) im Bereich CG. 





(Oberwolfach, Sommer 1945) 


Parameterspezialisierung in Polynomringen II 
Das Grundpolynom 


Von WoLrcaAnG KkRULzL in Bonn 


In einer früheren, weiterhin mit KI zitierten, Arbeit!) wurde das Verhalten der 
Polynomideale gegenüber der wertmaBigen Spezialisierung eines im Grundkôürper 
auftretenden Parameters untersucht. Offen blieben nur gewisse, auf die Primideale 
bezügliche Fragen. (Wann bleiben diese bei der Spezialisierung Primideale, wann 
zerfallen sie in mehrere Primideale, wann in echte Primärideale?) Die Antworten 
kônnen nun sehr einfach gegeben werden, wenn man den von E. NoETHER?) einge- 
fiihrten und bereits zur Behandlung ähnlicher Probleme benutzten Begriff des 
Grundpolynoms eines Polynomideals heranzieht. (§ 3.) Da allerdings die NoETHER- 
sche Theorie des Grundpolynoms in ihren Einzelheiten nur wenig bekannt und in 
der Originalfassung auch verhaltnismaBig schwer zugänglich ist, erschien es ange- 
bracht, zunachst kurz zu zeigen, daB bei beliebigen ungemischten Idealen das Grund- 
polynom ganz elementar definiert werden kann, und daB sich alle seine wesentlichen 
Eigenschaften (einschlieBlich der etwas tiefer liegenden Separabilitätssätze) sehr 
einfach ableiten lassen, wenn man nur gelegentlich eine VAN DER WAERDENSsche 
Nullstelleniiberlegung sowie einen Kruttschen Hilfssatz über Primideale und 
Funktionaldeterminanten heranzieht. ($ 1.) Ergänzend wird schlieBlich noch in § 2 
nachgewiesen, da8 es zweckmaBig ist, das Grundpolynom bei Idealen mit einge- 
betteten Primarkomponenten nur als sekundäre Bildung anzusehen und grund- 
satzlich die Theorie der Grundpolynome ungemischter Ideale in der in § 1 skizzierten - 
Form in den Vordergrund zu stellen. 


§ 1. Das Grundpolynom ungemischter Ideale 


Wie in KI bedeutet 8 — R[zx,,...zx,] den Polynomring in den Unbestimmten 
x,,...2, über einem diesmal zunächst beliebigen Kérper À. Mit Hilfe von n? 
weiteren Unbestimmten wird der Kérper &, = &(uy,...u,,) gebildet, und 


1) Diese Zeitschrift, Bd. 1, S.66. In Zukunft mit KI zitiert. 

2) Eliminationstheorie und allgemeine Idealtheorie, Math. Annalen, Bd. 90 (1923), S. 229 bis 
261. — Das Polynom, das im Text ,,Grundpolynom“ heiBt, trigt bei E. NoerHer den Namen 
Elementarteilerform, eine Bezeichnung, die bei dem von uns gewählten Aufbau unzweckmabBig, 
weil vollig unverstandlich ware. 


130 W. Kavi 


4=, 42,5 B= Nola,---z] (=0,...n; Po = Lo) (1) 
=1 

gesetzt. Ein Polynom p(z) aus einem der Ringe $, mége normiert genannt werden, 
wenn es 1. auch in den v,, ein Polynom darstellt, und wenn es 2. keinen nur von 
U,.--U,,, 8bhängigen Polynomfaktor positiven Grades besitzt. Zwei Polynome, 
die sich nur um einen Faktor aus & unterscheiden, gelten für uns als im wesent- 
lichen gleich: — a bedeutet im Folgenden, genau wie in KI, ebensowohl ein Ideal 
aus $ als auch sein Erweiterungsideal a - $, auf %,; auch wird im allgemeinen nicht 
zwischen $ und $, unterschieden. Dagegen verstehen wir diesmal, anders als 
in KI, unter & ausschlieBlich den unerweiterten (ursprünglichen) Grundkorper. — 
Für das Arbeiten mit den Unbestimmten z, ist von grôBter Wichtigkeit das J9- 
morphieprinzip: Enthält a ein Polynom p(z), das hinsichtlich der Variabeln z,, 2,,...1, 
gewissen Grad- und Teilbarkeitsbedingungen geniigt, und bedeutet i,,...i, eine be- 
liebige Vertauschung der Ziffern 1,...n, so enthält a stets auch ein g(z), das hinsicht- 
lich 2,,2,,,...2;, genau dieselben Bedingungen erfillt. 

Der Beweis ergibt sich sofort aus der Tatsache, daB die Reihenz,,...z, und 
z,-..%, durch eine bloBe Umnumerierung der u;,, also durch einen Automorphis- 
mus von St über St, ineinander übergeführt werden kénnen. — Bei den weiteren 
Betrachtungen von § 1 beschranken wir uns auf ungemischte Ideale?). Die Dimension 
des jeweils untersuchten Ideals wird, sofern nichts anderes ausdriicklich bemerkt ist, 
gleich r angenommen. 

Ein ungemischt r-dimensionales Ideal a enthält keine Polynome aus §,, wohl 
aber solche aus %,,,. AuBerdem folgt wegen der Ungemischtheit von a aus 
p(2)-a(z)Ea, pz) 8, stets a(z)Ca. Aus diesen Bemerkungen ergibt sich 
ohne Schwierigkeit: 





Satz 1: a enthält ein einziges normiertes Polynom((z) aus ‘B,,,, dessen Grad 


in 2,41 minimal ist, und das keinen Faktor positiven Grades aus SB, besitzt. 
G(z) soll als das Grundpolynom von a bezeichnet werden. Es gilt dann zunä 





st: 

Satz 2: a) Jedes Polynom aus ,,,00 ist durch das Grundpolynom teilbar. — 
b) Das Grundpolynom eines Primideals ist stets irreduzibel, das Grundpolynom eines 
Primäürideals ist gleich einer Potenz des Grundpolynoms des zugehérigen Primideals. — 
c) Haben a und bC a dieselbe Dimension, so ist das Grundpolynom von b durch das 
Grundpolynom von a teilbar. 


Satz 3: Die Grundpolynome zweier verschiedener Primideale sind stets ver- 
achieden. 


3) Zur Definition der Begriffe Dimension eines Ideals, Ungemischlheït usw. vel. KI § 2, sowie 
v. p. Waenpen, Moderne Algebra Bd. II (2. Aufl), 13. Kap., insbes. §94 u. § 98. 
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Satz 4: Das Grundpolynom eines r-dimensionalen Ideals ist gleich dem Produkt 
der Grundpolynome seiner r-dimensionalen Primarkomponenten. 


Satz 2 ergibt sich miihelos aus der Definition des Grundpolynoms. Satz 4 ist 
eine einfache Folgerung aus den Sätzen 2 und 3. Der einfachste Beweis fiir Satz 3 
stammt von VAN DER WAERDEN‘). Man zeigt, da8 das Grundpolynom eines Prim- 
ideals p die Menge aller Nullstellen von p eindeutig bestimmt. | 


Satz 5: Ist das Grundpolynom G(z) =G von a zur Ableitung Gray faktorfremd, 
(ist also G(z) hinstchtlich z,,, separabel und fres von mehrfachen Primfaktoren), so 
sind alle Primärkomponenten von a Primideale. 


Es sei G) (5 = 1,...n —r;G@) = G) das hinsichtlich der Variabeln z,, .. .z,,z,,; 
(an Stelle von z,,...2,,2,,,) gebildete Grundpolynom von a. Nach dem Isomorphie- 
prinzip müssen dann @) und Gf). stets faktorfremd sein, und daraus folgt weiter 


unter Benutzung von Satz 2 und Satz 4, daB die Funktionaldeterminante Ge — 


= IG), (i,4=1,....—r) in keinem der r-dimensionalen Primoberideale 
s=1 | 

von a enthalten sein kann. Aus dieser Tatsache wiederum ergibt sich nach einem 

bekannten Satz*) sofort die zu beweisende Behauptung. Eine einfache Folgerung 

aus Satz 5 lautet: Ist das Grundpolynom von a irreduzibel und separabel hinsicht- 


lich z,,,, 30 ist a = p Primideal. 


Satz 6: Ist À vollkommen, so ist das Grundpolynom eines Primideals p stets 
hinsichtlich z,,, separabel. 


Bei vollkommenem § gibt es nämlich in p stets n — r (zu St[z,,...2,] gehôrige) 


Elemente H“) derart, daB bei geeigneter Variabelnumerierung | H® | und damit 
. r+ 


auch | Ae, | (i,& =1,...n—r) nicht zu p gehôürt. Daraus folgt weiter, daB 
über jedem algebraischen Oberkérper ©, des erweiterten Grundkérpers &, das 
Ideal p - £, in $ - &y Durchschnitt von endlich vielen r-dimensionalen Primidealen 
wird. Es mu8 daher das Grundpolynom G(z) von p über ©, in lauter verschiedene 
Primfaktoren zerfallen, weil sich andernfalls ein Widerspruch zu Satz 2b) und 
Satz 4 ergäbe, da p- ©, keinen echten Teiler von G(z) enthalten kann‘). — Ware 


4) Vgl. B, L. van DER WAERDEN, Zur algebraischen Geometrie III, Math. Annalen Bd. 108 
(1933) S.694—698. Kurze Darstellung des Kerngedankens des mit einer Resultantenbildung 
arbeitenden v. D. WAERDENschen Beweises bei W. Krutt, Idealtheorie (Ergebnisse d. Math. u. 
ihrer Grenzgeb. Bd. 4, Heft 3 (1935)) § 18 S. 47f. 

5) Vgl. W. Kruzz, Funktionaldeterminanten und Diskriminanten bei Polynomen in mehreren 
Unbestimmten II, Monatshefte f. Math. u. Phys. Bd. 60. (1942) S. 234-256, $ 1 insbes. Satz 2. 

*) Vgl. die ausfiihrliche Darstellung einer ähnlichen Uberlegung beim Beweis von Satz 10 
in §2. Oe 
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andererseits G(z) in z,,, inseparabel, so miiBte nach dem Isomorphieprinzip G(z) 
auch in z,,...2, inseparabel sein, und daraus folgte (bei Charakteristik p) die Gül 
tigkeit einer Gleichung G(z) = H (2)"(f = 1) über einem geeigneten algebraischen 
Oberkérper 25 von Mo. | 


Satz 7: Ist & unvollkommen von der Charakteristik p und ist das Grundpolynom 
G(z) =G(z:u) des Primideals p inseparabel, so ist G(z;u) = G*(2”: u”’) (f = 1) 
wobei G*(z) ein hinsichtlich z,,, separables Polynom bedeutet. 


Ist nämlich £ der kleinste vollkommene Oberkôrper von &, so kann nach Satz6 
kein Primideal p aus $ : £ ein (in z,,,) inseparables Grundpolynom besitzen. Es 
muB daher das einzige r-dimensionale Primoberideal p von p- © in $- & ein se- 
parables Grundpolynom G*(z;u) haben, und es muB G(z; u) = G*(z; uÿ” sein, 
weil das in p - © enthaltene, also nach Satz 2 durch G*(z; u) teilbare, über $ irredu- 
zible Polynom G(z: u) über 2 nur die p -te Potenz eines irreduziblen Polynoms 
werden kann. 


Satz &: Das Primideal p besitzt dann und nur dann die Eigenschajt, daB fir 
jeden algebraischen Oberkorper À von & stets p- Lin B-L Durchschnitt von endlich 
vielen Primidealen wird, wenn das Grundpolynom von ) separabel ist. 


a) Ist G(z) separabel, so enthalt, wie beim Beweise von Satz 5 bemerkt, p stets 
n—r Elemente G“) derart, daB | on. ,)@4=1,.. .x—r) nicht in p liegt, und 
daraus folgt, wie beim Beweise von Satz 6 festgestellt, daB p- £ stets in der ge- 
wiinschten Weise zerfallt. — b) DaB die Bedingung von Satz 8 notwendig ist, 
ergibt sich aus Satz 7. (Man beachte, da8 p- 2 keinen echten Teiler von G(z) ent- 
hält)$). — Eine einfache Folgerung aus Satz 8, Satz 2 b) und Satz 5 ist: 


Satz 9. Das Primideal p hat dann und nur dann die Eigenschaft, daB für jeden 
algebraischen Oberkôrper & von À stets p- Qin L Primideal bleibt, wenn das Grund- 
polynom G(z) von p ,,absolut*, d.h. nicht nur über À sondern auch über dem zu & 
gehèrigen algebraisch abgeschlossenen Oberkorper $ érreduzibel ist. 


§ 2. Minimalpolynom und Grundpolynome bei beliebigen Idealen 


Wie in $ 1 bedeutet r die Dimension des gerade untersuchten, im jibrigen vôllig 
beliebigen Ideals a. 


Satz 9: Es gibt in an ®@,,, ein eindeutig bestimmtes normiertes Polynom M (2), 
das ..Minimalpolynom von a‘, das der folgenden Minimalbedingung genügt : Ist H(z) 
ein von M(z) wesentlich verschiedenes Polynom aus Ba, und bedeutet y. bzw. ô, 
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den Grad von H(z) bew. M(z) in z, (—1,...r + 1), 80 ist niemals y, — 6; = 0 
‘= = 1,...r+1) und es ist die erste nicht verschwindende unter den Differenzen 
s — 6, positiv. 


Es seien nämlich p,, G = = 0,...r; &—1,...0,) die i-dimensionalen, zu a ge- 
hérigen Primideale, G,,(z) sei das Grundpolynom VON D4, Gj, 8€1 ein zu p,, gehôüriges 
Primärideal, derart, daB a— qu..." wird. Ferner seien schrittweise für 


+=r,r—1,...0 die kleinsten nichtnegativen Exponentenr,, so bestimmt, daB 


Lé 07 
G (ey II 1 IT Gin (y) = Ga G;+1 ’ (2) 
=1+1 m= . 
falls g,,, das (i + 1)-te Grundideal von a im Sinne von KI § 2, also den Durchschnitt 
aller mindestens (s + 1)-dimensionalen Primärkomponenten von a bedeutet (g, +1= f). 
Dann wird: 





+ d 


(2) = JT [1 Gn)™. a (3) 


Zum Beweise hat man nur zu beachten, daB jedes irreduzible, von G,,,(z) verschiedene 

Olynome aus §, 1 ZU Q,, prim ist. Man überzeugt sich dann mühelos schrittweise, 

&6 das gesuchte Polynom M(z) dann und nur dann die gewünschte Minimal- 
tigenschaft hinsichtlich der Exponenten à,,,,...0,,, besitzt, wenn 


TO | 
M (z) — h(z) ° IT IT 6,0)" (h(z) = P,) ° (4) 
aur das Minimalpolynom M(z), das bei einem ungemischten Ideal a offenbar mit 

© Grundpolynom G(z) identisch ist, beweist man leicht: 
Satz 10: Ist L trgendein algebraischer Oberkérper von S, so ist das Minimal- — 
POL egnom von a stets gleich dem Minimalpolynom von a: in B:A. 

Xn der Tat, es sei a = (a,(z),...4,,(z)), @(z) = 24%) a,(z) sei irgendein Ele- 

| =1 
Ment aus a- @ und es seien die über & linear unabhängigen Elemente 4,,...À, 
Aus € so gewählt, daB ¢,(z) = 2 cx(2)* Ay (cute) € ) wird; dann hat keines der 


Mu a gehôürigen Elemente a,(z) = =>, C,,(z) @,(z) (soweit von 0 verschieden) in irgend- 


einem z, einen gréBeren Grad als a(z), und daraus folgt sofort die Behauptung. — 

Konnte man nun zeigen, da8 in der Faktorzerlegung (3) des Minimalpolynoms die 

Xponenten r,, alle positiv sein miissen, so lieBe sich aus Satz 10 ohne jede Ein- 
’chrankung sofort der Satz herleiten: 
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Die zu a: © gehérigen Primideale sind identisch mit denjenigen Primidealen ÿ 
aus BL, bei denen p n § ein zu a gehdriges Primideal darstellt. 


Indessen kann man leicht durch Beispiele belegen, da8 für 1 < k die Müglich- 
keit r,, = 0 nicht ausgeschlossen ist. Es sei namlich etwa für # = 3: p, = (z,, 2), 
Ga = (2s 22)3 Po = (ays Ze 23) Go = (A 2p Lay Za", 29) A= 4,9 = (Hi 1 2p 
22,2225); dann ist qo eine eingebettete nulldimensionale Primärkomponente des 
eindimensionalen Ideals a und es wird g, = q,. Weiter ist G,,(z) = tgs z, — 32 
baw. Go,(z) = z, bzw. G,,(z)? das Grundpolynom von p, bzw. py bzw. q,, und es 
wird M(z) = G,,(z)? * Gq (z)° = G,,(z)* das Minimalpolynom von a. 


Die Moglichkeit des Auftretens von Exponenten r,, = 0 in (3) 1ABt die praktische 
Bedeutung des Minimalpolynoms fiir die Untersuchung der Polynomideale, — 
dessen einfachen formalen Eigenschaften, — als nur gering erscheinen. Bezeichnet 
man andererseits im Anschlu8 an E. Noetwer') das Grundpolynom G,(z) des 
(falls von 8 verschiedenen) ungemischt é-dimensionalen i-ten Idealquotienten 
fi = 9:7 Gi41 als das i-te Grundpolynom von a, und versteht man unter dem Grund- 
polynom schlechtweg das (offenbar zu a gehôrige) Produkt @(z) = G, (2) - G,(2)- 

-G,(z), so erhält man in Anbetracht der Tatsache, daB die 5-dimensionalen 
Primoberideale von a mit den i-dimensionalen zu a gehérigen Primidealen identicch 
sind, sowie von Satz 4 sofort: 


Satz 11: Die Grundpolynome der zu a gehérigen Primideale sind identisch mit 
den irreduzibeln Faktoren des Grundpolynoms G(z) von a. 


Das Grundpolynom G@(z), das ersichtlich stets durch das Minimalpolynom teil- 
bar ist, und im Falle eines ungemischten Ideals a, (also für fy =...= fi, —%, 
f, = a; G(z) =G,(z)), mit dem in §1 eingeführten Grundpolynom identisch wird, 
besitzt also im Gegensatz zum Minimalpolynom immer die enge Beziehung zu 
den zu a gehürigen Primidealen, wie sie wiinschenswert erscheint. Auf der anderen 
Seite fehlen dem nur mittelbar (auf dem Umweg über die Grundideale) definierten 
G(z) die einfachen formalen Eigenschaften, die das Minimalpolynom auszeichneten, 
Ein direkter Beweis von Satz 10 mit G(z) an Stelle von M(z) diirfte ausgeschlossen 
sein”), es ist sogar zur Zeit noch durchaus nicht sicher, ob Satz 10 fiir @(z) ganz 
allgemein gilt. Dementsprechend dürfte die Heranzichung des Grundpolynoms 
bei der Untersuchung des Verhaltens beliebiger Ideale gegeniiber algebraischer 
Grundkürpererweiterung keine nennenswerten Vorteile bieten’). — SchlieBlich ist 
zu berücksichtigen, daB G(z) im gewissen Sinne nur die Zusammenfassung der 

7) Kônnte man zeigen, daB a und a-£ stets dasselbe Grundpolynom @(z) besitzen, so ware 
damit zugleich bewiesen, da8 gleichzeitig mit a immer auch a-Q ungemischt sein mnB, — ein Satz, 


dessen Allgemeingültigkeit anscheinend bis jetzt nur im Falle eines vollkommenen Ausganss- 
korpers & sichergestellt werden konnte. 
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Einzelpolynome G,,(z) darstellt, die ihrerseits als Grundpolynome ungemischter Ideale 
definiert sind. Der Standpunkt des Textes, die Theorie der Grundpolynome un- 
gemischter Ideale in Vordergrund zu stellen and die Grundpolynome allgemeiner 
Ideale als sekundäre Bildungen zu behandeln, erscheint damit als voll gerechtfertigt. 


§ 3. Primideale und Parameterspezialisierung 


Wie in KI nehmen wir von jetzt ab an, daB der Kôürper & die Gestalt St =K (u) 
besitzt, wobei « eine Unbestimmte über dem Kérper K bedeutet, und untersuchen 
das Verhalten der Ideale aus % = R[z,, ... x,] bei den Abbildungen u — a; wie 
früher verstehen wir unter a das Ideal aus [J = K[z,, ...z,], in das a bei der 
Abbildung u — a übergeht. 


Hilfssatz. Sind ay (£,,...6,), ...a,, (£,...Ë,) in ihrer Gesamtheit faktor- 
fremde Polynome in irgendwelchen Variabeln &,,... &, über &, so sind fast immer 
auch die durch die Abbildung u a entstehenden Polynome a,(é),...&,), ... 
a,(;,.-.&,) über K faktorfremd. 


Der Beweis folgt sofort aus der Bemerkung, da8 die a,(&,,...£,) dann und nur 
dann in ihrer Gesamtheit faktorfremd sind, wenn für + — 1, ... @ eine Polynom- 
gleichung der folgenden Form gilt: 


DUEne Ee)“ Ear - 0) = En. Es Cigar « £9) #0. (5) 


Satz 12. Ist M(z) das Minimalpolynom von a, 80 ist fast immer M (z) das Mini- 
malpolynom von a. 


In der Tat, sind 6, (§ = 1, ...r + 1) die Gradzahlen von M(z) in z,, so folgt 
fiir jedes k = r + 1 aus der ,,Zusatzbemerkung“ zu §1 von KI sofort: Es gibt 
fast immer in a kein Polynom H(z) von den Gradzahlen y; (i —1,...n) in z,, 
bei dem y, =0 (m=r-+ 2,...n), y,=6, I=k+1,...r+ 1), y, S6,—1 
wird, und das heiBt, da8 M(z) fast immer die von dem Minimalpolynom geforderte 
Minimaleigenschaft besitzt. Aus dem Hilfssatz ergibt sich weiter, daB fast immer 
die Koeffizienten von M(z) als Polynome in den u,, faktorfremd sind, daB also M(z) 
fast immer normiert ist. 


Satz 13. Ist G(z) das Grundpolynom des ungemischten Ideals a, s0 ist fast immer 
G(z) das Grundpolynom des ungemischten Ideals a. 


Der Beweis folgt sofort aus Satz 12 und Satz 4 von KI § 2, nach dem fast immer 
a gleichzeitig mit a ungemischt ist. (Beachte, daB bei einem ungemischten Ideal 
M(z) = G(z).) — Ein Primideal p môge separabel bzw. absolutes Primideal heiBen, 
wenn sein Grundpolynom G(z) separabel bzw. absolut irreduzibel ist. 
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Satz 14 Bei einem separakeln Primideale p wird fast immer p Durchschait 
von entllich melen Primidealen. 


Int nämlich G(z) = G das Grundpolynom von p, so ist nach Satz 13 fast immer 
((z)  G dasjenige von p. AuBerdem folgt aus der Faktorfremdheit von G und 
Ge nach dem Hilfssatz fast immer die Faktorfremdheit von G und GC, > 80 dal 
sich Satz von §1 anwenden JaBt. 


Satz 1%. Bet einem inseparabeln Primideal p wird im Falle eines vollkommene 
Kürpera K fast immer D Durchschnitt von endlich vielen echten Primaridealen. 


Nach Satz 7 von §1 muB nämlich G(z) im Falle der Inseparabilität bei voll- 
kommenem K die p/-te Potenz (f = 1) eines PolynomsG@*(z) werden, und daraus 
folgt angesichts von Satz 13, Satz 2b) und Satz 4 sofort die Behauptung. 


Satz 16, Jat p ein absolutes Primideal, so ist es fast immer auch p®), — Ist > 
aeparabel, aber nicht absolut, so wird bei algebraisch abgeschlossenem K fast imme 
py Durchachnitt von mindestens zwei Primidealen. 


Zum Beweis braucht man angesichts von Satz 2b), Satz 9, Satz 13, Satz li 
nur zu zeigen: Ist das Grundpolynom G(z) von p absolut irreduzibel bzw. absolut 
reduzibel, so gilt das Gleiche fast immer auch für G(z). Die Richtigkeit dieser 
Behauptung aber ergibt sich sofort aus dem Noretuerschen ,,Kriterium fiir absolute 
Irreduzibilitat': Zu jedem Polynom p(£;a) in den Variabeln é,,...&, mit den 
Koeffizienten a, gibt es ein in seinem Bildungsgesetz nur von ge und dem Gesamt- 
grade von p(é;a) in §,,...§, abhängiges System x,(a) (cx = 1,...@) von gant- 
zahligen Polynomen +, in den a, derart, daB p(£; a) dann und nur dann absolut 
reduzibel ist, wenn alle -7,(a) verschwinden®). 


Satz 1% [st q ein cchtes, zu dem separabeln Primideal gehôriges Primärideal, 
so wird Q fast immer der Durchechnitt von cndlich vielen, echten Primaridealen. 


Nach Satz2 und Satz 4 muB nämlich das Grundpolynom G(z) von q die Ge 
stalt GG) AY (8-7 2) besitzen. Dann wird aber auch G(z) = H(z)‘ und Satz 13 
sowie Satz 2 und Satz à zeigen sofort die Richtigkeit der Behauptung. 


Bei einem inseparabeln Primideal p künnen unter Umständen p und ein echtes 
augehüriges Primarideal q dasselbe (irreduzible) Grundpolynom G(z) besitzen. Es 


BV [Moser Sats findet sich, sagar in etwas allgemeinerer Fassung, bereits in $ 7 der in?) zitierten 
Norinerschen Arbeit, (Dort wind N als Quotientenkürper eines bel. Ringes 3 angenommen, in 
dom sich jedes Ideal vindentig als Produkt von endlich vielen Primidealen darstellen lañt, und 
es ditt der Ubergang von À su den den vinrelnen -Primidealen entsprechenden Restklasser- 
Rarpern an Stelle unserer Parametercperialisierungen.) 

Vel F. Nosturnr, Bin alewbraisches Ariteriam für absolute Irredusibilitat, Math. Annalen 
Wa BA GUN NOM AR Val. ferner: W. Navi. df. Math. Bd 157 (1937) S. 94—104, §1; B. L. 
Vaso onen Watan, Math Annalon Bd IR (laa) K A — 11 SL 
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sei z. B. S& = À,(é,, &,) ein rein transzendenter Oberkôrper des Primkérpers der 
Charakteristik p vom Transzendenzgrad 2, und es sei das Primideal p = (xf — é,, 
x$'— &) aus &(x,, x,] vorgelegt. Dann wird 


G(z) = 25 — uf, Ef — ute & (6) 


das Grundpolynom sowohl von ÿ als auch von dem echten Primärideal q = (x — £4, 
ze’ — &,)}°). | | 

Bei einem echten Primärideal q mit inseparabelm Grundpolynom führen daher 
die Sätze von § 1 zu keinen schärferen Aussagen über q. Man kann nur — und zwar 
bereits schon auf Grund von KI — feststellen, daB dann fast immer q Durchschnitt 
von endlich vielen gleichdimensionalen Primäridealen werden mu, die sicher nicht 
alle Primideale sind. (Beachte, daB fast immer p + q, falls p das zu q gehdrige 
Primideal.) Die verhaltnismaBig nebensächliche Frage, ob dieses Ergebnis weiter 
verscharft werden kann, mag hier dahingestellt bleiben. 


(Eingegangen am 2. 4. 1948) 


10) Ahnliches Beispiel bereits bei E. NoETHER! 
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Grenzschichtentstehung an Zylindern 
bei Anfahrt aus der Ruhe’) 


Von H. GORTLER in Freiburg i. Br. 


1. Kinfiihrung. Der verallgemeinerte BLasrussche Lésungsansatz 


Während der vier Jahrzehnte seit Begriindung der Grenzschichttheorie durch 
J. Paanpts ist die Theorie der stationären Grenzschichten in einer sehr groBen 
Reihe von Arbeiten gefürdert und erprobt worden, dagegen haben die Fragen des 
instationären Verhaltens der Grenzschichten verhaltnismaBig wenig Beachtung ge- 
funden. Man kennt für sie eine Rethe instruktiver partikulärer Integrale, und man 
weiB, daB sich gewisse für stationäre Grenzschichten entwickelte Berechnungs- 
verfahren bei entsprechender Vermehrung des Rechenaufwandes auf instationäre 
Grenzschichten übertragen lassen, Dariiber hinaus haben allgemeine Fragen des 
instationiren Verhaltens, ja schon die mit der Entstehung der Grenzschichten bei 
Bewegungen aus der Ruhe heraus verbundenen interessanten Probleme seit der 
bekannten ersten Gôttinger Dissertation zur Grenzschichttheorie von H. Biasivs{1! 
nur vereinzeltes Interesse gefunden [2, 4, 5, 6, 7, 8, 9]. 


Basics hat für die Fille a) des ruckartigen Obergangs eines Kérpers aus der 
Ruhe in die gleichfirmige Bewegung und b) der gleichférmigen Beschleunigung 
aus der Ruhe Lisungsansiitze gegeben. Sie lassen sich, wie ich bereits früher mit- 
teilte [91 auf beliebige Fahrgeschwindigkeiten aus der Ruhe verallgemeinern, so- 
fern sich diese nur in Rejhen nach ganzen Potenzen der Fahrzeit ¢ entwickeln lassen. 
lm folgenden beschrünken wir uns auf Fahrgeschwindigkeiten 


mia) Cr (ce = const, n = 0 ganzzahlig) (1) 


des geradlinig aus der Ruhe heraus (relativ zur umgebenden, allseitig unendlich 
ausgedehnten Fliissigkeit) zur Zeit 1 :— 0 bewegten Kôrpers. 


Ris s hat seine Ergebnisse fiir ehene Grenzschichtstrémungen der beschrie- 
benen Art auf das Beispiel des goraden Kreiszylinders angewandt. Die entsprechen- 
den Rechnungen für den riumlich achsensvmmetrischen Fall wurden von E. Boutzz 

1 Ausatbetung memes anf der Mathematiker-Tagung in Karlsruhe (10.— 12. 4. 1947) ge- 


haltenen Vortrags, Vel Vertragsauszug [10] (in eckigen Klammern angegebene Ziffern ver- 
ween auf das Literaturverzerchnis am Schlusse dieser Arbeit.) 
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[2] für das Bewegungsgesetz a) unter Anwendung auf die ruckartig anfahrende 
Kugel durchgefiihrt. 

Eine wesentliche Voraussetzung der BLasiusschen Ansätze und ihrer Verall- 
. gemeinerungen ist die Beschränkung auf so kleine Fahrzeiten, daB die entstehende 
Grenzschicht die äuBere Potentialstrémung noch nicht merklich beeinfluBt. Dann 
kann als äuBere Potentialstrémung die Potentialstromung um den Kôrper selbst 
den Rechnungen mit geniigender Naherung zugrundegelegt werden. Wie man iiber 
diese Voraussetzung hinauskommt und für gréBere Fahrzeiten die wachsende Ver- 
_ drangungswirkung der Grenzschichten auf die äuBere Potentialstromung berück- 
sichtigt, war. das besondere Anliegen meiner oben erwabnten Arbeit [9]. Damit 
wird es erst méglich, den entstehenden Druckwiderstand streng zu berechnen. Im 
folgenden mégen jedoch die theoretisch zugelassenen Fahrzeiten klein im Sinne 
der BLasiusschen Voraussetzung sein. 

Die BLasiusschen Lüsungsansätze und ihre Verallgemeinerungen beruhen auf dem Gedanken 
einer Iteration, die physikalisch nahegelegt wird. Für den ebenen Fall, auf den wir uns beschränken, 
läuft diese Iteration formal auf eine Potenzentwicklung nach wachsenden Potenzen der Fahrzeit ¢ 
hinaus, deren Beiwerte durch geeignete Abspaltung von Funktionen der Wandbogenlänge x (ge- 
messen vom vorderen Staupunkt aus) auf universelle Funktionen der dimensionslosen Variablen 
n = y/2) vt (y senkrechter Abstand von der Kontur des Zylinderquerschnitts, » konstante kine- 
matische Zähigkeit der Flüssigkeit) zurückgeführt werden kônnen. Bezeichnet U, (zx, t) die Ge- 


schwindigkeit der zum Bewegungsgesetz (1) gehérigen regulären Potentialstrémung lings der 
Kontur des Zylinderquerschnitts, so läBt sich diese in der Gestalt schreiben: 


0 fir: <0, 
U, (x, t) = (2) 
q(z)t* fir ?¢>0. 


Dann ergibt sich für die Stromfanktion w (x, n, ¢) der Grenzschichtstrômung (vgl. [9]): 


y (x, 7, t) = 2V rt al lnol + q' Cy, te" tI + (g' Cn, 2a + gg Cn, 25) 437 +2 + ........ }, (3) 


wobei wir uns auf die Mitteilung der im folgenden benôtigten Glieder der Entwicklung beschränken. 
Die &,,4 sind reine Funktionen von n, und die Striche deuten Ableitungen nach dieser Variablen an. 
Es sind die oben erwähnten universellen Funktionen. Sie werden ein- für allemal aus einem 
rekursiv zu lésenden System gewôhnlicher linearer Differentialgleichungen berechnet und liefern 
bei Vorgabe von q(x) die zugehérige GrenzschichtStrémung nach (3). Sie erfüllen die Randbe- 
dingungen 

Cn, o (0) = Cn, 0 (0) = 0, Cn, 0 (co) = 1; (4) 

| wk (0) = L'u,k (0) = 0, C nk (oo) = 0 für k + 0. 


Sind u und v die Geschwindigkeitskomponenten der Grenzschicht in z- bzw. y-Richtung, so sorgen 
die Bedingungen (4) wegen u = y,, v = — y, dafür, daB u und v für y = 0 verschwinden und 
« mit wachsendem Wandabstand y asymptotisch in U, (*, t) übergeht, wie dies von den Lésungen 
der Grenzschichtgleichungen zu fordern ist. 

Die Lôsungen Én,o lassen sich für jedes n geschlossen angeben [9] und sind für n = 0, 1, 2,3 
und 4 mit ihren ersten und zweiten Ableitungen numerisch ausgewertet worden [9]. Für n = 0 
und n = 1 (die oben erwähnten Fille a) und b)) hat BLasius [1] auch die ,,Grundfunktionen erster 

. 10* 


- 
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Ordnung ox und 21,1 in geschlossener Form angegeben. Für den Fall n = 0 des rnckartigen 
Bewegungsbeginns sind darüber hinaus die exakten Ausdriicke für fy, und pes von S, Gow 
stern und L. Rosenuean [7] berechnet worden. (Diese Integrale wurden übrigens bereits früher 
von E. BouTze (2] bei der Behandlung der entsprechenden Strimung n — 0 des rotationssymmetr- 
schen Falles numerisch, allerdings mit geringer Genauigkeit, ermittelt.) Wir geben folgende uns 
im weiteren interessierende Randwerte an: 


Lo (0) = 151284, Lo (0) = 1.6073, 20 (0) = 
5.0 (0) = 2,268, £11 (0) = 0,9617, Gi (0) = 


0,248, t5,25 (0) = — 0,067; 
0,058, Lies (0) = — 0,023. 





® 





Um die in erster Linie interessierende Miglichkeit einer Ablüsung der Grenz- 
schicht zu untersuchen, gewinnt man aus der Forderung 4/6 y — O für y —0 
die Beziehung: 

Sho (0) + 9° Eux (0) 4 + {98 £50, (0) + 
+99" Es (0)} 8 + =0, 


welche gestattet, den Ort z=, der Ablésungsstelle in seiner Abhangigkeit von 
der Zeit¢ zu verfolgen. Man erkennt, daB die Zähigkeit des Mediums in diesen 
Zusammenhang überhaupt nicht eingeht. (Die Randwerte £;, (0) sind universelle, 
d.h. von dem jeweiligen Problem unabhangige Daten.) 


In erster Nüherung erhält man bei Auflisung von (6) nach + die Beziehung: 
#=[— Lo Oona (0) g(x 4). (6) 


Wegen &;,0(0) > 0 und 25, (0) > 0 erfolgt für jedes x der Ablüsungsbeginn in erster 
Naherung dort, wo — q’(z) einen positiven maximalen Wert annimmt. (Zeit t =t, 
des Ablésungsbeginns gleich min (z,).) 

Unter Benutzung der bekannten Zahlenwerte fiir die in (6,) auftretenden Rand- 
daten erhält man für die Zeit t, zu der sich die Ablüsungsstelle am Orte x, befindet, 
die Ergebnisse: 

tac)" =0,70 1,53, 1,58, 1,55, 1,50, 
firn= 0, LE 2, 3, 4. 

Für die Fallen = 0 und n = 1, die in erster Linie interessieren, kann mit Hilfe 
der Daten (5) eine verbesserte Naherung leicht ermittelt werden. Fiir den Fall, 
daB die Ablésung im hinteren Stawpunkt  — x, beginnt, erhält man in dieser 
zweiten Näherung für die Zeit des Ablosungsheginns t =t,: 

—t,q'(xs) = 0,64 fiir n — 0, 
Lt ges)" = 1,45 für n — 1, (6) 
also etwas kleinere Werte als nach der ersten Näherung (6,). 

Mit Rücksicht auf die Voraussetzung der vorliegenden Theorie, wonach die 
4uBere Strémung nicht erheblich von der Potentialstrémung um den gegebenen 
Korper selbst abweichen soll, hat eine verbesserte Berechnung der Grenzschicht 


(6) 
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unter Berücksichtigung hôherer Glieder der Entwicklung wenig Interesse. Nach 
erfolgter Ablésung (¢ > t,) kann im allgemeinen bestenfalls eine qualitative Uber- 
einstimmung mit den wirklichen Verhältnissen erwartet werden. (Siehe jedoch 
die unten mitgeteilten experimentellen Ergebnisse.) Schon vor Ablésungsbeginn 
kann unter Umständen die 4u8ere Strômung durch die Verdrängungswirkung der 
Grenzschicht merklich beeinflu8t werden. Für eine verbesserte Theorie ware diese 
wie in meiner früheren Arbeit [9] zu berücksichtigen. Bei unsymmetrischen Stro- 
mungen mit Anwachsen der Zirkulation für ¢ >¢, kann erst recht nicht bean- 
sprucht werden, da8 die Theorie dann noch zu quantitativ richtigen Aussagen 
über den Verlauf der Grenzschichtstrémung fiihrt. 


2. Entstehung der Grenzschicht an nichtangestellten elliptischen Zylindern 


Recht lehrreich und noch verhältnismäBig einfach beziiglich des rechnerischen 
Aufwandes ist die Ermittlung der Grenzschichtstrémung um einen elliptischen 
Zylinder mit behebigem Achsenverhaltnis 


m = bja.. (7) 


Der Zylinder mége symmetrisch angestrémt werden, und es soll a die Lange der 
in Anstrômrichtung liegenden, 6 die Lange der senkrecht hierzu liegenden Halb- 
achse bedeuten. Wie schon die Anschauung unmittelbar erwarten läBt, ergibt 
sich bei Durchlaufen aller môglichen Werte des Parametersm in 0 = m <= o 
(Grenzfalle: langs bzw. senkrecht angestrémte Platte) ein ganz verschiedenartiges 
Verhalten der Grenzschicht und insbesondere der Ablésungserscheinungen. 


Die Rechnungen zur Ermittlung der maBgeblichen Funktion g(x) gebe ich im folgenden kurz 
wieder. In der Strémungsebene der rechtwinkligen kartesischen Koordinaten X, Y scien die 
elliptischen Koordinaten À und y durch die Beziehung 


X+iY=cOojt+in) OSASw, OSps2n (8) 
(c = const., reell) definiert. Es ist also 
X—c-Gojicosu, Y =c: SinAsin p. (9) 


Die Kurven 1 = const. sind konfokale Ellipsen mit den Halbachsen c Gof À und c Gin À und mit 
den gemeinsamen Brennpunkten (+ c,0). Für À — 0 artet die Ellipse in die Verbindungsstrecke 
der beiden Brennpunkte aus. Entsprechend sind die Kurven y = const. konfokale Hyperbeln. 


Der gegebene zylindrische Kérper habe die Kontur À = A, = const., also die Halbachsen 
a=cojA, b=cGint (a>b, c? =a? — 0B). _ (10) 


Wird diese Ellipse mit der Geschwindigkeit U in positiver X-Richtung angestrômt, d. h. in Rich- 
tung der Hauptachse, so lautet die komplexe Stromfunktion der Potentialstrémung um den Zy- 
linder (siehe etwa H. Lams [3]): 


P+iV= DER da — 0 of (Atip) + be 74th | (11) 
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(Der erste der beiden Summanden rechts gibt die Parallelstrômung mit der Geschwindigkeit C, 
siehe (8).) Insbesondere ist 


. a+ b | 2 { 
(4 1] “22 | . 
\a—bj | 
Man bestätigt zur Kontrolle leicht, daB die Normalableitung auf À = À, verschwindet, und dab 
für 2-> oo eine Parallelstrômung mit der Geschwindigkeit U resultiert: 


Das Bogenlängenelement dz der Ellipse 2 -= À,, gemessen im Uhreeigersinn (also entgegen 
der Richtung wachsender y) wird 


(a — b)Goi 4 + be {cos y . 113) 


dx =: — c {Soj? Ay — cos? ya }' + du, (13) 
somit unter Berücksichtigung von (10) 


dx — —a{1+(m—1)cos®y}: du (m= ba). (13,) 
Auf / - A, ist 
& =U (a+ b)cosp. (14) 


- Somit ergibt sich die Tangentialgeschwindigkeit U, der Potentialstromung lings À = À, zu 


.  O@ 7 U(1 + m) sin y 
To ae Fl) AF Gut —1) cost py 





(15) 


Die bisherigen Betrachtungen setzen voraus, daB a > b ist, d. h. daB die Ellipse in Rich- 
tung ihrer groBen Achse angestrômt wird. Man überlegt sich jedoch leicht, daB für b >a (Anr- 
strémung der Breitseite) die hier nunmehr allein noch interessierenden Gleichungen (13,), (14) 
und (15) unverändert Gültigkeit behalten*), und daf 
dies auch für den Grensfall m = 1 des Kreises zutrifit. 

Wegen Y/X = (b/a)tgu auf À = À, kommt dem 
Parameter « die Bedeutung des Um- bzw. Inkreiszentri- 
winkels der Ellipse (gemessen entgegen dem Uhrseiger- 
sinn) zu, je nachdem a grôBer oder kleiner als b ist, 
siehe Fig. 1, eine für das Folgende nützliche Deutung. 


Es ist nach (1) U—Ct" fürt =O ange- 
nommen. Die Funktion g(x) in (2) lautet somit 
nach (15): 


q(x) = {1+ (mi — 1) cost pe 





C(1 + m) sin p (16) 





Fig.1. Zur Koordinatenwahl Zur Auswertung der allgemeinen Ablôüsungs- 


2) Man denke sich die bisherige Ellipse mit b < a nunmehr in positiver Y-Richtung angestrômt. 
Das Potential lautet dann: 


Pb, =U 3 +; : (a — b) Sin 2+ ae sin u. 


Man vertausche dann die Bezeichnungen a und b und ersetze yz durch «x — 1/2 (damit die u-Zäblong . 
wieder im hinteren Staupunkt beginnt). 
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bedingung (6) sind noch q’‘(z) und q*(x) zu berechnen. GemäB (13,) folgt hierfiir 
aus (16): © 


, _ — C+ m*(1 + m) cos nu 
g'(x) afl + (m*— 1) cost y }?” 


(17) 
— C+m* (1+ m)sin nu 


a*{1 + (m* — 1) cos* y}! 





q“(x) = 1 — 2(m? — 1) cos? u — 3(m? — 1)? cost u }. 

Der Ablésungsbeginn erfolgt ($ 1) in erster Näherung dort, wo q‘(x) ein (nega- 
tives) absolutes Minimum besitzt. Diese Aussage gilt unabhängig von n. In Fig. 2 
ist g’(x) bezogen auf den Wert von | | 
q’ in w—0 (hinterer Staupunkt) 
über u in 0 <p < 2/2 aufgetragen. 
Man erkennt daran einen Sachver- 
halt, der von W. TOLLMIEN ((4], 
S. 275, 279) für n —0 und fiir 
n = 1 bereits bemerkt wurde: Nur 
für m < 2/}/ 3 setzt die Ablôsung im 
hinteren Staupunkt ein, während sie 
für m > 2///3 in zwei zum hinteren 
Staupunkt symmetrischen Stellen 
in — 2/2 Sp < 2/2 beginnt. Dieser 
Sachverhalt trifft fiir beliebige n zu 
und, wie wir sehen werden, nicht nur 
in erster Näherung. Für m > 2//3 | dq dq 
riicken die beiden Stellen des Ab- Fig.2 Verlauf von = (u) / dz ©) 
lésungsbeginns mit wachsendem m fiir verschiedene Werte von m = b/a 
nach gréBeren | «|, um schlieBlich 
in der Grenze m — co (quergestellte Platte der Breite 2b) in u = + 2/2 hineinzu- 
wandern. Fiir diesen Grenzfall und schon zuvor, wenn mit wachsendem m der 
Kriimmungsradius der Kontur bei u = + 2/2 mit der Grenzschichtdicke ver- 
gleichbar wird, sind die vorliegenden Grenzschichtbetrachtungen natiirlich nicht 
anwendbar. 


Unter Beriicksichtigung der zweiten Gleichung (17) ergeben sich fiir die Orte 
u = py, der Extrema von g'(x) die Beziehungen 





1) sin =O und 2) 1 — 2(m?— 1) cos? y — 3(m? — 1} cos‘ “= 0, 
- also beginnt die Ablésung für 


_ | <2/)/3 im hinteren Staupunkt u,=0, 
m _ ee (18) 
= 2//3 in uw, = arc cos {1/|/3(m? — 1)}. 


@ 
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Der Ort des Ablüsungsbeginns für m Says la8t sich auch in den kartesischen 


Koordinaten X,¥ durch X =a/|'3(m?—1), Y =) (8m*— 4)/3(m*—1) oder 


mit Hilfe des vom hinteren Staupunkt aus gemessenen und vermige tgp = Y/X 











Fig.3. Ort des Ablosungsbeginns (strichpanktiert) auf der Schar 
der Ellipsen mit gleicher Querhalbachse & 


definierten Polarwinkels p durch tgp = m | 3m?—4 angeben. In Fig. 3 ist der 
Ort des Ablôsungsbeginns für die Schar der Ellipsen mit gleicher Querhalbachse » 
strichpunktiert eingezeichnet. 

Was nun das für die Ablésungserscheinung kritische Achsenverhältnis m — m, 
betrifft, so überzeugt man sich unschwer, 
daB auch in 2. Naherung unverändert 

tha, (0) mo = 2///3 resultiert. (Verfolgt man die 

Rechnung um einen weiteren Schritt, so 
erkennt man, daf die 3. Näherung eben- 
falls keine Anderung dieses Tatbestands 
bringt.) Denn, wie die obigen Ausfüh- 
Tungen schon zeigten und die genauere 
Durchrechnung lebrt, verläuft der Zu- 
sammenhang { = ¢ (2,4) zwischen Zeit und 
wanderndem Ort der Ablésung qualitativ 
wie in Fig. 4. Der kritische Wert m = m, 
Fig. 4. Zusammenhang zwischen momen- ergibt sich also, wenn in « — 0 gerade 
tanem Ort 44 der wandernden Ablésungs-  g4fd x% — 0 wird. Dies fiihrt auf Grund 
stelle und Zeit ¢ der Ablisungsbedingung in 2. Naherung: 


Emo (0) + 9° S21 (0)- #4" + fg? Ci 20 (0) + 99" EEE 0 (9 





wegen q = Oundg” = Oiny = 0 auf die Forderung 7 
my = 2/)3. 


= 0ing = 0 und damit auf 


ae] 
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Die im weiteren folgenden Betrachtungen beschranken sich auf die in erster Linie 
interessierenden Fille n = 0 (plôtzlicher Übergang aus der Ruhe zur geradlinig- 
gleichformigen Bewegung) und n = 1 (gleichférmige Beschleunigung aus der Ruhe), 
fiir welche wir auf Grund der Zahlenangaben (5) genauere Aussagen über den Ab- 
Tésungsvorgang ermitteln kénnen. 

Für Achsenverhältnisse b/a = m <= 2y3, fiir welche, wie wir sahen, die Ablôsung 
der Grenzschicht im hinteren Staupunkt einsetzt, erhält man nach der zweiten Nü- 
herung (6,) für den Zeitpunkt t = t, des Ablésungsbeginns und für den in dieser Zeit 
vom Kôrper zuriickgelegten Weg S 4: 


tulle = Sa = 0,64 "fir n =0, : 
m (m = 2/3) (20) 
(4/4)? = Sie = 1,05 = fiir n = 1. 


Es bedeuten dabei 4, = a/C und t, = 2a/c jeweils die Zeit, die der Zylinder zum 
Zurücklegen des Weges a benitigt. 

Es sei hier nur erwahnt, daB Verfasser für den Fall = 0 auch die dritte Naherung 
grob berechnet hat (also bis zum Gliede mit t°"** in (6)). Es ergaben sich Korrek- 
-turen der obigen Formel bis etwa 0,5%, die praktisch belanglos sind. 


Für m > 2/3 lassen sich 
S 4 undt, nicht in 80 einfacher 08 ] 
Weise angeben. Die numeri- Safe 
sche Auswertung der Ablé- 06 
sungsbedingung(19)ergibtden 
in Fig. 5 dargestellten Verlauf 
von S,/a über m (m im loga- | 
rithmischen MaBstab) und da- 04 
mit einen anschaulichen Ver- 
gleich des diesbezüglichen Ver- 
haltens der Strémung an ellip- 
tischen Zylindern mit verschie- 
denem Achsenverhältnis m bei 
gleicher Halbachsenlange a in 01 
Strémungsrichtung, also bei 
variabler Dicke. Fürm < 2/V 3 : | . | 
ist auch das Resultat (20) ein- Fig.6. Bis Fe. Ablosungsbeginn zurückgelegter 
getragen. Man erkennt, daB Weg Sq in Abhingigheit von m 
die Ablésung bei diesem Vergleich am spätesten an der Ellipse mit etwa m = 1,28 
beginnt, und zwar sowohl für nr = 0 als auch für n = 1. (Diesen Wert fiir m erhält 
man mit der angeschriebenen Genauigkeit übrigens bereits nach der ersten Näherung, 
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nach welcher für m = 2/]/3 einfach S4/a = Zahl - |/ m*— ‘fm? (1 + m) ist mit 
Zahl =: 2,2 für n — 0 und 3,6 für x = 1.) Zum Vergleich ist m, = 2/3 = 1,1547 
cingetragen. Vom Wert m = 1,28 abgesehen gibt es jeweils zwei verschiedene 
Zylinder mit gleicher Halbachse a, fiir welche die Ablôüsung nach gleichen Bewe- 
gungszeiten beginnt. 

Trägt man statt S /a den Verlauf von S ,/b = S,/ma auf, so liegt der Wert m 
jenes Zylinders, bei dem Ablésung im Vergleich zu allen Zylindern mit gleicher 
Querhalbachse b am spätesten einsetzt gegenüber dem obigen Wert m — 1,28 näher 
an 2// 3. Man erhält hierfür etwa m = 1,18 (für n = 0 und auch für » — 1). 

Fiir sehr groBe sowie sehr kleine m-Werte gilt die Theorie wegen der groBen 
Konturkriimmungen in den Hauptscheiteln der Ellipsen nicht mehr. Es ist anzu- 
nehmen, daB im Grenzfall der quergestellten Platte aber jedenfalls Ablôsung an den 
Plattenkanten sofort nach Bewegungsbeginn einsetzt. 

Was den Ort des Ablésungsbeginns betrifft, so ergibt die numerische Rechnung 
nach der zweiten Näherung (19) für » =0 und n =1 nur geringe Anderungen 
(Korrektur Au = 1° oder weniger) gegenüber der ersten Näherung (siehe Fig. 3). 
Diese Korrekturen kénnen im Rahmen der grenzschichttheoretischen Naherung un- 
beachtet bleiben. 

Zum AbschluB eine Bemerkung über den allgemeinen Fall der angestellien Ellipse. 
Anstelle der Geschwindigkeitsverteilung (15) der äuBeren Potentialstrémung tritt 


U(1 + m) : sin (u — 89) 

Uo— ~ {1 + (m3 —1)- cos? pyr? (21) 
solange Bewegung ohne Zirkulation vorliegt. Hierin bedeuten #@ den Winkel der 
Anstrémgeschwindigkeit mit der positiven X-Achse und U wieder den Betrag 
dieser Geschwindigkeit. Einige numerische Ergebnisse fiir die Bewegungsgesetze 
n = Oundn = 1 liegen fiir den Sonderfall m = 1/6 und 8, = 7 vor. (L. Howants (6), 
S. GOLDSTEIN und L. ROSENHEAD [7)). Es bestatigt sich wieder, da8 die erste Ni- 
herung der Ablésungsbedingung den Ort der Ablésung bereits sehr gut, die Zeit 
der Ablésung dagegen noch nicht befriedigend genau liefert. Was den weiteren Ver- 
lauf des Ablésungsvorgangs nach Ablésungsbeginn betrifft, so ist hier zu bedenken. 
daB für ¢ > ¢, die Zirkulation anzuwachsen beginnt. Ganz abgesehen von der Ver- 
drängungswirkung der Grenzschicht wird man bei angestellten Ellipsen nicht er- 
warten dürfen, da8 fiir Zeiten t > t, die Verteilung (21) noch zu zuverlässigen Aus- 
sagen iiber den Verlauf der Grenzschichtstrémung fiihrt. 





3. SchluBbemerkung. Experimentelle Nachprüfung der Theorie 


Eine m. W. erstmalige experimentelle Nachpriifung der Theorie, über die an 
anderer Stelle ausführlich berichtet werden soll, wurde mittels Schleppversuche in 
einem Wasserkanal durchgeführt. Der elektrische Schleppantrieb gab eine prak- 
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tisch genügend genaue Nachbildung des theoretischen Falles n = 0 (Beschleu- 
nigungszeit klein gegeniiber den interessierenden Fahrzeiten der GréSenordnung 
von ¢,). Nach diesen Messungen an elliptischen Zylindern mit m —1},, 1 und 
2 setzt die Ablôsung nach Ort und Zeit in guter Ubereinstimmung mit der 
Theorie ein. Im Falle m = 1/, wird der Ort der nach vorn wandernden Ablôsestelle 
in seiner Abhangigkeit von der Zeit noch fiir Zeiten gut wiedergegeben, die das Drei- 
fache der Zeit ¢, betragen, fiir Zeiten also, in denen die 4uBere Potentialstrémung 
bereits erheblich von der theoretisch angenommenen abweicht. Fiir dickere Ellipsen 
m = 1 und m = 2 zeigen sich Abweichungen zwischen theoretischer Näherung und 
Experiment zwar bereits etwas früher, aber immer noch erheblich spater als nach 
dem Giiltigkeitsanspruch der Theorie vermutet werden muBte. 


(Eingegangen am 1. 2. 1948) 


Schrifttum 


[1] H. Brasius, Grenzschichten in Flüssigkeiten mit kleiner Reibung. Diss. Gottingen. Z. f. 
Math. u. Phys. 66 (1908), 1—37. 


(2] E. Boxtze, Grenzschichten an Rotationskôrpern in Flüssigkeiten mit kleiner Reibung. Diss. 
Gôttingen 1908. 


[3] H. Lams, Lehrbuch der Hydrodynamik, 2. (deutsche) Aufl., Leipzig u. Berlin 1931, S. 92. 

[4] W. Tortmien, Grenzschichttheorie. Handbuch der Experimentalphysik, Bd.4, 1. Teil, Leip- 
zig 1931, S. 275, 279. 

[5] M. Scawase, Über Druckermittlung in der nichtstationären ebenen Strômung. Ing.-Arch. 6 
(1935), 34—50 

[6] L. HowarTu, Note on the development of the circulation around a thin elliptic cylinder. 
Proc. Cambridge Phil. Soc. 81 (1935), 582—584. 

[7] H. GozpsreiN und L. Rosenneap, Boundary layer growth. Proc. Cambridge Phil. Soc. 32 
(1936), 392—401. 

[8] T. Saxurar, New method of evaluating the flow in boundary layer which varies with time. 
Proc. Phys. Math. Soc. Japan 21 (1939), 632. 

[9] H. GôrTLer, Verdrängungswirkung der laminaren Grenzschichten und Druckwiderstand. 
Ing.-Arch. 14 (1944), 286—306. 

[10] H. Gorter, Zur Grenzschichtentstehung an Zylindern bei Anfahrt aus der Ruhe (Vortrags- | 

auszug). Zschr. angew. Math. Mech. 25/27 (1947), 145— 146. 


Beziehungen zwischen geometrischer und 
algebraischer Anordnung 


Von Emancer SPERXER in Oberwolfach 


In der Abhandlung dieses Titels'), die der Weiterführung des Studiums der Ord- 
nungsfunktionen*) gewidmet ist, wird der n-dimensionale Raum P_ (n > 1) über 
einem beliebigen Kôrper $ (auch Schiefkürper!) betrachtet. Da jede Zwischen- oder 
Trennbeziehung eines solchen P, durch eine Ordnungsfunktion dargestellt werden 
kann und aus dieser in unmittelbarer Weise hervorgeht*), betrachten wir die 
Ordnungsfunktionen als die Reprasentanten der geometrischen Anordnung des P_. 
Unter Beziehungen zwischen geometrischer und algebraischer Anordnung verstehen 
wir demgemäB die Beziehungen zwischen den Ordnungsfunktionen der Geometric 
und den von diesen im Koordinatenkürper induzierten Halbordnungen*). 


Zur systematischen Darstellung der vielfaltigen Wechselbeziehungen zwischen 
den Ordnungsfunktionen und den Kürper-Halbordnungen benutzen wir zwei grand- 
legende Erzeugungsweisen einerseits der Halbordnungen aus den Ordnungsfunktionen 
und andererseits der Ordnungsfunktionen aus den Halbordnungen. Die letztere 
14Bt sich unter Benutzung eines bestimmten projektiven Koordinatensystems des P, 
folgendermaBen beschreiben: 


Vorschrift I. Unter den rechtshomogen angenommenen®) Koordinatenvektoren 
eines jeden Punktes a des P, werde ein bestimmter Koordinatenvektor x, ausge- 
wahit, desgleichen für jede Hyperebene À unter ihren linkshomogen angenommenen 


1) Eine ausführliche Darstellung kann im Mathematischen Forsehungsinstitut in Qberwolfach 
eingesehen werden. 

2) Vgl. dieses Archiv der Mathematik 1 (1948) 5. 9. 

3) Aa. 0. S.91. 

4) Aa. 0. S. 12. 

+) Da & auch ein Schiefkôrper sein kann, muf man zwischen ..rechts-* und , Jinkshomozen* 
unterscheiden. Wir nehmen etwa die Koordinatenvektoren der Punkte des P, rechtshomogen an, 
d. h. zwei Vektoren z+ 0, ÿ + 0 mit je n + 1 Komponenten sollen dann und nur dann denselben 
Punkt darstellen, wenn sie sich lediglich um einen rechtsseitigen Proportionalitatsfaktor 2 + 0 
unterscheiden: £ = y 4. Dann miissen die Koordinatenvektoren der Hyperebenen linkshomogen an- 
genommen werden. Eine Hyperebene mit dem Koordinatenvektor u und ein Punkt mit dem Ko- 
ordinatenvektor x sind dann und nur dann inzident, wenn das Skalarprodukt ur = © ist. 
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Koordinatenvektoren ein bestimmter u,. Je nachdem dann bei einer gegebenen 
Halbordnung des Kôürpers & das Skalarprodukt u,r, >0, <0 oder —0 aus- 
fallt, wird für die zu definierende Ordnungsfunktion h(a) = + 1, —1 oder = 0 | 
gesetzt. 

Nach dieser Vorschrift entspringen aus jeder Halbordnung im allgemeinen viele 
Ordnungsfunktionen. Jede dieser Ordnungsfunktionen befriedigt die ,,Hyper- 
ebenenrelation“, d. h. es gilt: Wenn zwei Hyperebenenh,k die Punktea, B nicht 
enthalten, aber beide mit einem und demselben Punkte einer durch a, B gehenden 
Geraden (die für a + B eindeutig bestimmt ist) inzidieren, so gilt immer 


h(a) (8) (a) k(B) = 1. 


Umgekehrt bestimmt auch jede Ordnungsfunktion, welche die Hyperebenen- 
relation befriedigt, eine Halbordnung nach folgender 


Vorschrift II. Sind u,b Koordinatenvektoren zweier Hyperebenenh,k und 
x, D Koordinatenvektoren zweier weder mit À noch mit & inzidierenden Punkte a, B, 
so werde das ,,Doppelverhaltnis" 


D (h, k| a, B) = (ug)? (u D) (0 9)? (0 x) | (1) 


> 0 oder <0 gesetzt, je nachdem das Produkt h(a) k(B) k(a) k(B) = + 1 oder 
— — | ist. 

Hierbei ist zu beachten, daB der Wert D = D(h,k|a,B) zwar von der Wahl 
der Koordinatenvektoren u,v, nicht abhangt, wohl aber von der Wahl von x; 
ersetzt man nämlich x durch zr A, so geht D in A-! D À über. Daher liefert die Vor- 
schrift II fiir konjugierte Kôrperelemente dieselbe Festsetzung. 


Die Behauptung, daB durch die Vorschrift II immer eine Halbordnung des 
Kôrpers geliefert wird, beinhaltet, daB dadurch zu gegebener Ordnungsfunktion 
eine eindeutige Einteilung aller Kôrperelemente + 0 in zwei Klassen > 0 und 
<0 definiert wird, welche dem Monotoniegesetz der Multiplikation®) ge- 
nügt. | 

Da8 durch die Vorschrift II wirklich jedes Korperelement + 0 erfaBt wird, 
ist Jeicht zu sehen. Nicht so einfach ist die Eindeutigkeit dieser Vorschrift zu 
zeigen. Sie kann indessen zuriickgefiihrt werden auf den Satz, daB zwei Quadrupel 
h,k, a, B und h’, k', a’, f’ dann und nur dann durch eine Kette von Perspektivi- 
titen’) ineinander übergeführt werden kénnen, wenn 


D(h, k | a, B) = a-1D(h’, k’ | a’, B’) À 


*) Damit ist gemeint, daB ein Produkt a-b dann und nur danu > 0 ist, wenn entweder a > 0, 
b > 0 oder a < 0, b < 0 ist. 
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ist. Daraus und aus der Invarianz des Wertes h(a) h(B) k(a) k(B) gegeniiber Per- 
spektivitaten ergibt sich. daB die Gleichung 


D(h. ka. B) = D(h.k a". B’) 
stets 


hey h(B) k(n) k(B) = h’(a") h’(B') k(a’) (6) 
zur Folge hat. was die Eindeutigkeit der Vorschrift II besagt. 


SchlieBlich ergibt sich auch das Monotoniegesetz der Multiplikation fir 
die durch Vorschrift II definierte Halbordnung als Folgerung aus der Hyperebenen- 
relation der gegebenen Ordnungsfunktion. 


Sind die Vorschriften I und II invers zueinander? Gewi8 nicht im strengen 
Sinne! Denn durch die Vorschrift II wird zwar zu gegebener Ordnungsfunktion 
eindeutig cine Halbordnung geliefert. aber vermége der Vorschrift I geht aus einer 
bestimmten Halbordnung im allgemeinen eine Vielheit von Ordnungsfunktionen 
hervor. da ja die in Vorschrift I benutzte Auswahl der Koordinatenvektoren variabel 
ist. Auch werden zwar durch die Vorschrift II alle Halbordnungen aus den Ord- 
nungsfunktionen gewonnen. nicht aber umgekehrt alle Ordnungsfunktionen durch 
die Vorschrift I aus den Halbordnungen. 


*) Unter Perspektivitaten verstehen wir hierbei zwei zueinander duale Abbildungen. Erstens 
nennen wir zwei Quadrupel A. £. a. 3 und A. k. a’. 3 1h. k Hyperebenen, a, B, a'. B’ Punkte) per- 
spektiv zueinander, wenn es im Durehschnitt von A und k einen Punkt gibt, der sowohl mit a und 
a’ in einer Geraden liegt. als auch mit 3 und 3 (Fig. 11. Zweitens heiBen die Quadrupel À, E, a, B 
und A’. k’. a. B perspektiv zueinander, wenn es eine die Punkte a und f enthaltende Hyperebene j 
gibt. welche sowohl mit A und A’ einem Büschel angehôrt (d. h.. daB A, &' und j einen mindestens 
(n — 2)-dimensionalen Durchschnitt haben) als auch mit & und & (Fig. 2). Die Invarianz des 
Wertes Aca) A(B) Ka) yg) gegeniiber Perspektivitaten folgt in beiden Fallen unmittelbar aus der 
Hvperebenenrelation. 


B B 





Fig. 1 Fig. 2 
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Um nun diese Verhältnisse klar zu überblicken, ist es zweckmäBig, die Ordnnngs- 
funktionen durch eine naheliegende Verkniipfung zu einer ABeLschen Gruppe G 
zusammenzufassen. Dann bilden insbesondere alle diejenigen Ordnungsfunktionen, 
. aus denen bei Anwendung der Vorschrift II die triviale Halbordnung hervorgeht, 
bei der alle nichtverschwindenden Kérperelemente > 0 sind, eine Untergruppe $ 
von &. Die Restklassen nach § (= Nebengruppen zu ) sind nun den Halbordnungen 
. des Kôrpers umkehrbar eindeutig zugeordnet, wobei gilt: Ist , eine von $ ver- 
schiedene Restklasse, so geht aus jeder Ordnungsfunktion von $, vermége der 
Vorschrift II eine und dieselbe, eben die $, zugeordnete Halbordnung hervor, und 
umgekehrt entspringen aus dieser Halbordnung mittels der Vorschrift I alle Ord- 
nungsfunktionen von $, und nur diese. Nur $ selbst macht von dieser Regel eine 
Ausnahme; ist nämlich die triviale Halbordnung zugeordnet, aus der die Vor- 
sehrift I bei beliebiger Auswahl der Koordinatenvektoren immer nur die triviale 
. Ordnungsfunktion, die den Wert — 1 nicht annimmt, erzeugt. $ enthalt aber sehr 
wohl noch andere Ordnungsfunktionen, die auf anderem Wege direkt gewonnen 
werden kénnen. 


Die Hyperebenenrelation einer Ordnungsfunktion entspricht dem Monotoniege- _ 
gesetz der Multiplikation der zugehérigen Halbordnung insofern, als beide sich gegen- 
seitig bedingen. Der Aussage des Axioms von Pascu in der hierher gehérigen Form ®) 
entspricht keine besondere algebraische Anordnungseigenschaft bei den Halb- 
ordnungen, da sie bei den aus Ordnungsfunktionen abgeleiteten Zwischen- oder 
- Trennbeziehungen immer von selbst erfüllt ist®), sogar ohne Voraussetzung der 
Hyperebenenrelation. Im Gegensatz dazu besitzen unsere Zwischen- und Trennbe- 
ziehungen hinsichtlich der linearen Anordnung (d. h. der Anordnung der Punkte auf 
einer Geraden) im allgemeinen nicht die üblichen Eigenschaften der gewohnlichen re- 
ellen Geometrie. Wohl aber lassen sich über die vorhandenen Méglichkeiten einige 
charakteristische Aussagen machen, die auch wieder zu entsprechenden Anordnungs- 
eigenschaften des Koordinatenkôürpers in Beziehung treten. Dies soll für die Trenn- 
beziehung noch geschildert werden. 


Zu dem Zweck betrachten wir ein lineares Punktequadrupel, d.h. vier ver- 
schiedene Punkte a,, &, a3, a, einer Geraden g. Zu jedem a, wählen wir eine Hyper- 
ebene h,, die zwar mit a;, aber mit keinem a, fiir k + + inzidiert. Wir sagen dann, 
daB die Punktepaare (a,,a,) und (a, a,) sich trennen, wenn 


hy (4g) hy (a4) hg (ag) hg(a,) = —1 
ist, und führen zur Abkürzung das Trennsymbol 


[ay Oy | ay Og] = Fy (ag) (as) ha(as) ha(as) (2) 


s) Vgl. dieses Archiv I (1948), S. 9f. 
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ein, das demnach gleich — 1 oder + 1 ist, je nachdem sich die Punktepaare (a, a,) 
und (a3, a,) trennen oder nicht. DaB diese Festsetzung von der Wahl der Hyper- 
ebenen h,,h,, sofern diese nur die oben angegebenen Inzidenzvoraussetzungen 
erfüllen, unabhängig ist, folgt aus der Hyperebenenrelation Oberdies aber gilt 


Thy (ag) By (a4) has) hg (4g) = (a) g(a) ha(a1) ha(as) + 


so daB die Punktepaare (a,,a,) und (as, a) in dem Trennsymbol [a,, a, | a] 
gleichberechtigt und vertauschbar sind. 


Die erste Abweichung von den gewohnten Verhältnissen ergibt sich bei Be 
trachtung eines harmonischen Quadrupels. Wenn sich nämlich die Paare (a,a,) 
und (as, &) in harmonischer Lage befinden, so brauchen sie sich trotzdem nicht 
zu trennen im Sinne einer auf eine beliebige Ordnungsfunktion gegriindeten Trenn- 
beziehung. Immer aber verhalten sich alle harmonischen Quadrupel eines be- 
stimmten P, in dieser Hinsicht gleichartig. Welcher Fall vorliegt, richtet sich 
danach, ob in der zu der Ordnungsfunktion gehôrigen Halbordnung das Element 
—1 <0 oder >0 ist. Wenn namlich — 1 <0 ist, dann trenneni sich zwei in 
harmonischer Lage befindliche Punktepaare immer, wenn aber — 1 > 0 ist, dann 
niemals. 


Bei einem beliebigen linearen Quadrupel a, ag, a, a, würde bei der gewühn- 
lichen reellen Anordnung von den drei Trennsymbolen 


[ay, a | 5,04], [04,03 | Gq, a]; [ar a | ap OQ] 6) 


genau eines gleich — 1 sein. Das ist im allgemeinen anders bei einer Trennbeziehung, 
die aus einer beliebigen Ordnungsfunktion hervorgeht. Die dann für die Trenn- 
symbole (3) mügliche Wertverteilung richtet sich zunachst wieder nach dem Ver- 
halten von —1 bei der zugehôrigen Halbordnung. Wenn nämlich — 1 <0 ist, 
dann haben bei jedem linearen Quadrupel von den Trennsymbolen (3) entweder 
alle drei oder genau eines den Wert — 1, und beide Müglichkeiten treten im all- 
gemeinen bei ciner bestimmten Ordnungsfunktion wirklich ein. Wenn indessen 
—1> Oist, dann haben entweder genau zwei oder keines der Trennsymbole (3) den 
Wert — 1, und wieder tritt im allgemeinen beides ein. Die Frage liegt nahe, wann 
die cinzelnen Falle ,rein“ vorkommen, d. h. wann bei jedem linearen Quadrupel 
die gleiche Anzahl Z von Trennsymbolen den Wert —1 annimmt; in einem sol- 
chen Fall nennen wir die Ordnungsfunktion einfach. Abgesehen von dem trivialen 
Fall Z = 0 gibt es cinfache Ordnungsfunktionen nicht mehr in jedem projektiven P,, 
vielmehr mu8 dann der Koordinatenkirper von besonderer Art sein. Die méglichen 
Falle und dio jowciligen notwendigen und hinreichenden Bedingungen für die zu 
cincr cinfachon Ordnungsfunktion gehôrigen Halbordnungen sind in der folgenden 
Tabelle susammengostellt : 
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Einfache Ordnungsfunktionen 


Reines Vor- Kennzeichnung des _ Notwendige und hinreichende 
kommen von Koordinatenkérpers Bedingungen fiir die Halbordnung 
Z=0 Kôrper beliebig Triviale Halbordnung, d.h. alle Ele- 
mente + 0 sind > 0 
Z=1 reell anordnungsfähiger Kôrper Monotoniegesetz der Addition, d. h. aus 
| a > 0, b > 0 folgt stets a + b > 0 
Z=2 Primkôrper der Charakteristik b | 1=>0, 4>0, 
2<0, 3<0 
Z=3 Primkôrper der Charakteristik 3 | 1>0, 2<0 


Die Falle Z = 2 und Z = 3 sind also jeweils nur in einem einzigen P, mit end- 
lich vielen Elementen müglich. Bei Z =1 ist die volle ,,reelle“ Anordnung ver- 
wirklicht. 


(Eingegangen am 28. 2. 1948) 
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Topologie der Vereine und Verbände 
Von Georc Nosetine in Erlangen 


Ist R eine Menge irgendwelcher Elemente, Punkte genannt, und ist jeder Teil- 
menge A von R eine Teilmenge A von R als abgeschlossene Hiille mgeordnet der- 
art, daB die vier Hüllenaxiome von C. Kurarowski erfüllt sind: AC A, A — 4, 
AoA, = AA, (© bedeutet die Vereinigungsmenge), 0=0 (0 ist die leere 
Menge), so nennt man R einen topologischen Raum. Bei dieser Definition wird 
gar kein Gebrauch davon gemacht, daS die A Mengen sind. Es liegt daher der 
Gedanke nahe, die mengentheoretische Topologie soweit als méglich rein formal 
aus den Hüllenaxiomen herzuleiten, also ohne den Mengencharakter der A zu 
benutzen, und dabei die Relation des Enthaltenseins und die Operation der 
Vereinigung ebenfalls ganz formal zu verwenden. Ein Ansatz hierzu liegt bereits 
vor im Begriff der ,,closure algebra‘, der jedoch fiir Untersuchungen in anderer 
Richtung verwandt worden ist. Wir haben den angedeuteten Aufbau der mengen- 
theoretischen Topologie (genauer ihres globalen Teils, der sich mit den Eigenschaften 
sim GroBen“ beschäftigt) ausgeführt und erhielten dadurch eine wesentliche Ver- 
allgemeinerung der globalen, mengentheoretischen Topologie, nämlich eine Topo- 
logie der Vereine und Verbände. Sie umfaft die erstere als sehr speziellen Fall; 
denn jeder topologische Raum ist aufzufassen als ein KurArowski-topologischer 
Vollverband (nämlich als solcher, dessen Elemente (Somen) die Teilmengen 4 
einer festen Menge R sind). Wir teilen im folgenden die Hauptbegriffe und -sitze 
der neuen Theorie mit, der Kürze und Klarheit wegen zum Teil nicht in voller 
Allgemeinheit?). 


Grundbegriffe 


Es sei % eine nicht leere Menge irgendwelcher Elemente 4, B,..., die wir 
Somen nennen im AnschluB an C. Canarafonory. & sei teilweise geordnet, d. h. 
zwischen gewissen (nicht unbedingt je zwei) Somen À, B sei eine Relation 4 = B 
definiert (,,A ist enthalten in B“ oder ,,4 ein Teilsoma von B*), die den folgenden 
Axiomen geniigt: AC A für jedes 4 € B; aus AC B, BCA folgt A — B; aus 
ACB, BC C folgt A CC. Wir nennen & einen Verein. Ein in allen Somen 4 € & 


1) Eine ausführliche Darstellung wird demnächst in der yon W. Buascaxe herausgegebenen 
Schriftenreihe ,,Mathematische Forschung‘, Wolfenbütteler Verlagsanstalt, erscheinen. 
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enthaltenes Soma O heiBe Nullsoma oder leer, ein alle Somen 4 € & enthaltendes 
Soma E heiBe Einssoma; beide sind, falls vorhanden, eindeutig bestimmt. Zwei 
Somen A und B, fiir welche aus XC A, XC B folgt X — 0, heiBen fremd, in 
Zeichen Ao B. Existiert für eine Menge % von Somen A ein kleinstes, sie alle 
enthaltendes Soma V, so heiBt dieses (eindeutig bestimmte) Soma die Vereini- 
gung | A der Somen 4; existiert ein in allen A € U enthaltenes, gréBtes Soma D, 
so heiBt dieses (eindeutig bestimmte) Soma der Durchschnitt (\ A der Somen A. 
Existieren für je zwei Somen A und B die Vereinigung 4 CB und der Durch- 
schnitt A> B, so heiBt $ ein Verband. Existieren Vereinigung und Durchschnitt 
fiir jede abzählbare Somenmenge bzw. jede Somenmenge mit einer Machtigkeit < m 
bzw. jede beliebige Somenmenge, sie werde B vollkommen bzw. m-vollkommen bzw. 
vollstandig genannt. Gilt im Verband 8 das distributive Gesetz An(BUC) = 
= (AO B)U(AC), so nennt man & distributiv. Existiert zu je zwei Somen À 
und B mit BCA das relative Komplement C, d.h. ein SomaC mit BoC und 
BuUC =A, so bezeichnet man $ als komplementär und schreibt C = A — B. Ein 
distributiver, komplementärer Verband hei8t ein Boouescher Verband. Einen 
Booteschen vollständigen Verband nennen wir einen Vollverband. Ein nichtleeres 
Soma P heiBt ein Atom, wenn aus XC P, X + P folgt X = 0. Ein Verein wird 
atomar genannt, wenn jedes Soma die Vereinigung von Atomen ist. 


Theorie der abgeschlossenen Somen 


Topologie. Es sei B ein Verein. Jedem Soma 4 € & sei ein Soma A als abge- 
schlossene Hülle zugeordnet derart, daB folgende drei Hüllenaxiome erfüllt sind: 
H,. 4€ 4; H,. A=4; H,. Aus AC B folgt AG B. Diese Zuordnung nennen 
wir eine Topologie von %, und % einen topologischen Verein. Ist B ein Verband 
und gilt statt H, das schärfere Axiom: Hy. 4,04, = A Ag, so werde die Topo- 
logie additiv und % additiv-topologisch genannt. Existiert in % das NullsomaO 
und gilt neben H,, H, und H, das Axiom: Hy. O =O, so heiBe die Topologie cine 
Kurarowski-Topologie und & Kuratowsk1-topologisch'). 

Es sei 8 ein topologischer Verein. Ein Soma A heiBe abgeschlossen, wenn A = A 
ist. Das Einssoma E, falls vorhanden, ist abgeschlossen. Der Durchschnitt abge- 
schlossener Somen, falls vorhanden, ist abgeschlossen. Die Vereinigung endlich 
vieler abgeschlossener Somen ist abgeschlossen, wenn $ ein additiv-topologischer 
Verband ist. Ist B ein topologischer, distributiver Verband, so heiSt ein Soma A 

- in einem es enthaltenden Soma B abgeschlossen, wenn A = An Bist. Ein System B 
abgeschlossener Somen B eines topologischen Vereins 8 heiBe eine Basis, wenn 





1) Ein Beispiel für einen topologischen, aber nicht Kuratowski-topologischen Verband: Es 
sei 8 der Vollverband aller Teilmengen À einer Ebene Æ; jeder Menge A werde als abgeschlossene 
Hülle 4 zugeordnet ihre konvexe Hille. : 
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jedes abgeschlossene Soma A aus % darstellbar ist als Durchschnitt von Some : 


BE &; hat 8 eine Mächtigkeit < m, so heiBe eine m-Basts. 


Hiufungssomen und topologische Konvergenz. Es sei J eine Menge beliebiger 
Mächtigkeit irgendwelcher Elemente 5. Für gewisse Paare 5, =’ (gleicher oder ver- 
schiedener) Elemente aus J sei eine Relation ¢ vt’ (,,8 vor 5“) erklart. Dabei gelte: 
Aus svi',s’ vs" folgt tvs”; zus CI, i’ CI existiert ein 8” C J mit ¢ vs" undt’vi 
Man nennt ein solches System J gerichtet; wir nennen es ein Indexsystem und die 
Elemente + Indizes. Eine Aussage gilt für schlieBlich alle iC I, wenn ein 1,C! 
existiert derart, daB die Aussage gilt für alle : € Z mit tvs. Ist jedem Indexi 
eines Indexsystems J eindeutig ein Ding D, zugeordnet, so heiBe das System {D} 
(5 € 1) dieser Dinge eine (Moore-Smitusche) Folge. Eine Folge {D,,} (s’ € 1’) het 
eine Teilfolge von {D,}, wenn I’ ein Teilsystem von J ist. {D,,} heiBt konjinal a 
{D,}, wenn es zu jedem iC / eins’ Cl’ mit tvs’ gibt. 

Nun sei B ein topologischer Verein und {A,}(¢ € 1) eine Folge von Some 
aus X. Ein Soma 4 heiSe ein oberes bzw. unteres Haufungssoma von {A,}, wenn 
A enthalten ist in jedem abgeschlossenen Soma, welches schlieBlich alle Somen 
der Folge {.4,} bzw. alle Somen mindestens einer konfinalen Teilfolge {A ,,} von {4,}ent- 
halt. Jedes untere Häufungssoma ist auch ein oberes Häufungssoma von {4,}. Ist 4 
ein oberes bzw. unteres Häufungssoma von {4,}, so auch jedes Soma A’ C 4. 
Die Folge {4,} heiBe topologisch konvergent gegen ein Soma À, wenn A ein untere 
Häufungssoma von {4,} ist und jedes obere Häufungssoma von {4,} enthilt 
A heiBe dann der topologische Limes, in Zeichen A = lim top 4. Er ist eindeutig 
bestimmt und abgeschlossen. Existiert die Vereinigung aller oberen bzw. alle 
unteren Häufungssomen von {4,} (dies ist z. B. der Fall, wenn $ vollstandig ist), 
so heiBe sie der obere bzw. untere topologische Limes von {A,}, in Zeichen lim top 4; 
bzw. lim top A,; der erstere ist ein oberes, der letztere ein unteres Häufungssoma 
von {-l,}. Ist & vollständig, so ist die topologische Konvergenz von {A,} gegen 
A gleichbedeutend mit lim top top 4, — limtop 4,— 4. In einem topologischen, 
vollkommenen Verband mit abzählbarer Basis enthalt jede abrählbare Somenfolge 
vine topologisch konvergente Teilfolge. 


Homomorphie. Es scien 8 und & zwei Vereine. Jedem Soma A € & sei ein- 
deutig cin Soma A’ W als Bild P(4) zugeordnet. Diese Abbildung wird eine 
Homomorphic von & in À’ genannt. wenn aus 4 B folgt ©(4)& @(B). Sie 
heiBe regaldr, wenn folgendes gilt: Ist B die Vereinigung von Somen 4 € &% mit 
PUS HR BW’, so gilt auch (AVC. BL Ne heife normal, wenn sie regular ist 
und auBerdem folgendes gilt: Ist 4 leer bzw. nicht leer, s0 ist auch @(A) leer bzw. 
nicht leersist OCR) Bound 4°.” FR’, so existiert ein Soma 4 © B mit G(A) = 4°. 
sb he ibe umkehrbar, wenn für jedes 4°’ das Urbild 6-4’), d. h. die Ver- 
cinkgung aller 4. Bo mit OU). A’, existiert, (Beispiel: Sind M und HM’ zwei 
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Mengen irgendwelcher Elemente a bzw. a’, ist weiter g(a) = a’ eine eindeutige Ab- 
bildung von M in M’, so sei jeder Teilmenge A von M die Menge A’ aller Elemente 
a’ = g(a) mit aC À als Bild ®(A) zugeordnet; diese Abbildung des Vollverban- 
des $ aller Teilmengen A von M in den Vollverband %’ aller Teilmengen A’ von 
M" ist eine normale, umkehrbare Homomorphie.) Ist ® eine eineindeutige Homo- 
morphie von $ auf %’ und ist auch die Umkehrung -1 eine Homomorphie von 
%’ auf B, so heiBt P eine Zsomorphie von B auf B%’. Jede Isomorphie ist eine nor- 
male Homomorphie. 


Eine reguläre Homomorphie @ eines topologischen Vereines % in einen topo- 
logischen Verein %’ heiBe stetig, wenn für jedes Soma AC & gilt @(A) C (4). 
Notwendig und hinreichend ist für die Stetigkeit eines regulären D: Ist A’ C 3 
abgeschlossen, und gilt (A)C A’, 80 gilt auch (A) C À’. Ist  umkehrbar, so 
kann man diese Bedingung auch so formulieren: Das Urbild ®-1(A’) jedes ab- 
geschlossenen Somas 4’ € %’ ist abgeschlossen); und falls @ auch umkehrbar ist: 
Ist A € $ ein oberes bzw. unteres Häufungssoma einer Somenfolge {A ;} aus %, so 
ist (A) ein oberes bzw. unteres Häufungssoma der Folge {(A,)}. Eine stetige Iso- 
morphie ©, deren Umkehrung -1 ebenfalls stetig ist, heiBe eine Homôomorphie. 
Gegeniiber einer Homéomorphie ist die Abgeschlossenheit invariant und damit auch 
jede durch sie definierbare Eigenschaft. 


Zusammenhang. In einem topologischen, distributiven Verband werde ein 
Soma A zusammenhängend genannt, wenn es nicht darstellbar ist in der Form 
A = A,UA, mit nicht leeren, fremden, in A abgeschlossenen A, und A,. Ist A 
zusammenhängend, so auch jedes Soma B mit AC BCA. Die Vereinigung, 
falls vorhanden, beliebig vieler zusammenhängender Somen, die zu je zwei nicht 
fremd sind, ist zusammenhängend. Ist & eine stetige, regulare Homomorphie von & 
in einen distributiven Verband %’, so ist das Bild (4) jedes zusammenhängenden 
Somas A zusammenhängend. 


Trennungsaxiome. In einem topologischen Verein % lassen sich die bekannten 
Trennungsaxiome der topologischen Raume folgendermaBen formulieren. R,. Sind 
A und B zwei Somen und gilt nicht BC À, so existiert ein abgeschlossenes Soma C, 
das zu A, jedoch nicht zu B fremd ist. Damit dieses Axiom erfüllt sei, ist notwendig, 
und, falls 8 atomar ist, auch hinreichend, daB jedes Atom abgeschlossen ist. — 
Wir sagen, da8 zwei Somen B, und B, ein Soma B überdecken, wenn kein Teil- 
soma von B sowohl zu_B, als auch zu B, fremd ist (auBer dem Nullsoma O, falls 
es in B-vorhanden ist); dies ist mit BC B, UB, äquivalent, wenn $ ein BooLe- 
scher Verband ist. R,. Sind A, und A, zwei fremde, nicht leere, abgeschlossene 
Teilsomen eines abgeschlossenen Somas B, so existieren zwei abgeschlossene, B 
überdeckende Somen B, und B, derart, daB weder A, € B,, noch A,C B, gilt. 
R,. Sind A, und A, zwei fremde, abgeschlossene Teilsomen eines abgeschlossenen 
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Somas B und ist wenigstens 4, nicht leer, so existieren zwei abgeschlossene, B über- 
deckende Somen B, und B, derart, daB A, 0 B, und nicht 4, B, gilt. R,. Sind 
A, und 4, zwei fremde. abgeschlossene Teilsomen eines abgeschlossenen Somas B. 
so existieren zwei abgeschlossene, B überdeckende Somen B, und B, derart, dab 
4,0 B, und 4,0 B, gilt. R,. Sind A, und A, zwei fremde, in A, U A, abgeschlossene 
Teilsomen eines abgeschlossenen Somas B, so existieren zwei abgeschlossene, B 
überdeckende Somen B, und B, derart, daB A, 0 B, und A, 0 B, gilt. (Bei R, ist 
vorauszusetzen, daB & ein Verband ist.) Der Verein $ heiBe resp. Hausporrrsch, 
reguldr, normal, vollständig normal, wenn die Axiome R, und R,, R, und R,, R, und 
R,. R, und R, erfüllt sind. — In einem Hausnorrrschen Verein mit Einssoma £ 
sei cine Atomfolge {P;} gegeben; es sei P ein nicht leeres unteres Häufungssoma 
von {P,}; dann ist P ein Atom und {P,} konvergiert topologisch gegen P. 


Kompaktheit. Es sei 8 ein topologischer Verein. Besitzt jede abzählbare Folge 
bzw. jede Folge mit einer Mächtigkeit < m bzw. jede beliebige Folge nichtleerer 
Somen ein nicht leeres, oberes Haufungssoma, so nennen wir 8 kompakt bzw. m- 
kompakt baw. bikompakt. Hat die Menge aller abgeschlossenen Somen die Mächtig- 
keit m und ist & m-kompakt, so ist 8 bikompakt. & sei m-kompakt und habe 
eine m-Basis; ist dann 8 m-kompakt, so ist 8 bikompakt. Damit der topologische 
Verein 8 kompakt bzw. m-kompakt bzw. bikompakt sei, ist notwendig und, falls $ 
vollkommen bzw. m-vollkommen bzw. vollständig ist, auch hinreichend: Ist {4;} 


(ft: 7) eine abzihlbare Folge bzw. eine Folge mit einer Mächtigkeit < m bzw. 
eine belichige Folge nicht leerer Somen und gilt ‘A,,C A, für ivs’, so existiert 
ein nicht leeres Soma. welches in allen 4, enthalten ist. (Hierin ist der Canronsche 
Durehschnittsatz als Spezialfall enthalten.) Jeder bikompakte Booresche Ver- 
band À, in welchem das Axiom R, gilt, ist atomar: ist 8 auBerdem ein Vollverband, 
so ist 8 homéomorph zu einem (bikompakten) Raum (in welchem das Axiom R, 
wilt). 


Theorie der offenen Somen 

Offene Somen. Offener Kern. Begrenzung. Es sei $ ein Kuratowski- 
topologischer, Boot Escher Verband. Ein Soma 4 nennen wir offer, Wenn aus 4 0 B 
folgt 4o B. Vas Einssoma E. falls vorhanden, und das Nullsoma O sind offen. 
Die Vervinigung, falls vorhanden. beliebig vieler und der Durchschnitt endlich 
vieler offener Somen ist offen. Existiert Æ, so ist 4 dann und nur dann offen, wenn 
E — A ahgeschlossen ist, Die Vereinigung, falls vorhanden. aller offenen Teilsomen 
eines Somas 4 werde als oftener Kern A ven 4 bezeichnet. 4 existiert, wenn £ 
existiert und es ist dann À = EF — E—A. Dann und nur dann ist 4 offen, wenn 
A existiert und gleich 4 ist. Existiert 4. so heiBe das Soma 4* = A—A die Be- 
grenïnag von 4. Existiert Æ, so existiert 4* und es ist A* = ANE—A. 
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Stetige, normale Homomorphie. Es seien % und WB’ zwei KURATOWSKkI-topo- 
logische Vollverbände und ® eine normale, umkehrbare Homomorphie von & in ¥’, 
Damit ® stetig sei, ist jede der beiden folgenden Bedingungen notwendig und hin- 
reichend: 1. Ist A’ C Q’ offen, so ist auch @~'(4’) offen; 2. Ist U’ € $' offen und 
P (4) U’, so existiert ein offenes Soma UC ¥ mit 4 CU und ®(U)CU". 


Trennungsaxiome. Es sei $ ein Kuratowsk!-topologischer, Boo.escher Ver- 
band. Dann lassen sich die obigen Trennungsaxiome R, — R, folgendermaBen for- 
mulieren: $,. Sind A und B zwei fremde, nicht leere Somen, so existiert ein offenes 
Soma U, welches A, aber nicht B enthält. (Zwei äquivalente Formulierungen: 
Jedes Soma A ist der Durchschnitt der A enthaltenden, offenen Somen. Jedes 
Soma À ist die Vereinigung der in A enthaltenen, abgeschlossenen Somen.) S,. Sind 
A, und A, zwei fremde, nicht leere, abgeschlossene Somen, so existieren zwei fremde, 
offene Somen U, und U, derart, daB À," U, und 4," U, nicht leer sind. S,. Sind 
A, und A, zwei fremde, abgeschlossene Somen und ist wenigstens A, nicht leer, 
so existieren zwei fremde, offene Somen U, und U, derart, daB A, U, nicht leer 
ist und A, © U, gilt, usw. Ist $ auBerdem atomar, so lassen sich die Trennungs- 
axiome in derselben Formulierung wie fiir Räume aussprechen, nur sage man darin 
Atom statt Punkt. — Fiir Kurarowski-topologische, vollkommene, BoozEsche 
Verbände mit abzählbarer Basis fallen die Begriffe der Regularität, der Normalitat 
und der vollständigen Normalität zusammen. 


Kompaktheit. Es sei 8 ein Kuratowski-topologischer, Boozescher Verband 
mit Einssoma £. Damit 8 kompakt bzw. m-kompakt bzw. bikompakt sei, ist not- 
wendig und, falls 8 vollkommen bzw. m-vollkommen bzw. vollständig ist, auch 
hinreichend: Ist U ein abzählbares System bzw. ein System mit einer Mächtigkeit 
<= m bzw. ein beliebiges System offener Somen U mit E = |} U, so enthält U ein 
endliches System U,,..., U,, derart, da8 E = U,vuU...uU,, gilt. (Hierin ist der 
Heine-BoreL-LeBEscuesche Überdeckungssatz enthalten.) 


(Eingegangen am 10. 2. 1948) 


Uber eine Klasse meromorpher Funktionen’) 


Von Hans Wirricx in Karlsruhe 


Die folgenden Ausführungen geben einen Beitrag zu der Aufgabe: Gegeben ist 
eine einfach zusammenhangende offene Riemannsche Fläche % über der w-Kugel 
(oder w-Ebene). Durch z = z(w) wird % schlicht und konform in |z |< R < 
abgebildet. Die Umkehrfunktion w — w(z) ist eine in |z|< À eindeutige ana 
lytische Funktion. Es soll die Wertverteilung dieser Funktion w — w(z) unter- 
sucht werden. | 

1. Die hier zu behandelnden Flächen % sind nur über endlich vielen Punkten 
w — &,....,a, verzweigt. Zu einer bequemen Darstellung dieser Flächenklasse 
mit endlich vielen Grundpunkten gelangt man nach G. ELrvinc?) so: Durch die 
Grundpunkte w = a,,a,...,a, wird eine einfache geschlossene Kurvec gelegt; 
sie zerlegt die Kugel in ein positiv umlaufenes Gebiet $ und ein negativ umlaufenes 
Gebiet 21. Dem entspricht eine Zerlegung der gegebenen Fläche 28 in unendlich 
viele schlichte ,, Halbblätter‘ § und A. Den Aufbau der Fläche % aus Halbblattern 
kann man durch einen Streckenkomplex beschreiben. Ein solcher besteht aus Innen- 
knoten e und AuBenknoten x, die durch Strecken verbunden sind. Von jedem 
Knotenpunkt strahlen q Strek- — 
ken (Glieder) aus mit den Num- 
mern 1,2, ...,q. Jedem Innen- 
bzw. AuBenknoten ordnet man 
ein Halbblatt $ bzw. A zu. 
Sind zwei Knotenpunkte e 
und x durch eine Strecke der 
Nummer & verbunden, so sol- 
len die den Knotenpunkten e 
und x. zugeordneten Halbblatter § und À längs des Teiles a,,a,, , von c verheftet 
werden. Auf diese Weise kann man bei gegebenem Streckenkomplex y eine Fläche % 
aufbauen und umgekehrt zu einer gegebenen Fläche % einen Streckenkomplex y kon- 
struieren (Fig. 1). Sind die Grundpunkte a,,a,, :..,a, die Zerschneidungskurve c 

1) Eine ausfübrliche Darstellung wurde Anfang 1946 bei den ,,Abh. des Mathem. Seminars 
Hamburg‘ zum Druck eingereicht. 


2) ELrvinc, G., Über eine Klasse von Riemannschen Flachen und ihre Uniformisierung. 
Acta Soc. Sci. fenn. N.s.2, Nr. 3 (1934). 
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und ein Streckenkomplex y der Ordnung q gegeben (von jedem Knoten gehen q 
Glieder aus), so gibt es genau eine Rremannsche Fläche %, die über den Punk- 
ten w =a, verzweigt ist und y zum Streckenkomplex hat. Umgekehrt hat jede 
solche Fläche bei gegebener Zerschneidungskurve einen topologisch wohlbestimmten 
Streckenkomplex. Danach ist durch (y, c, a,) eine eindeutige analytische Funktion 
20 = w(z) im wesentlichen eindeutig festgelegt. 

2. E. Uttaricu?) führte die Klasse der Flächen mit p > 1 periodischen Enden 
ein. Ihr Streckenkomplex baut sich auf aus einem Kern und p an den Kern ange- 
hefteten Komplexen Z,,...,#,, den periodischen Enden. Jeder Komplex Z,, ist 
die ,, Hälfte“ eines Streckenkomplexes, der zu Flächen gehôrt, die von Funktionen 
w = R(e’) = Rationale Funktion von e* erzeugt werden; er zeigt also periodische 
Anordnungen der Elementargebiete. Die einzelnen periodischen Enden werden 
durch logarithmische Ele- : 
mentargebiete getrennt, de- 
nen in der Flache % loga- ! ! 
rithmische Windungspunk- 
te entsprechen (Fig. 2). Ca > | | 

Jede Flache Bmitend: (2 | l 
lich vielen periodischen En- * () aT 
den ist vom parabolischen “ 
Typus, wird also durch 
z=2z(w) in |z| < 00 abge- 
bildett); danach ist ihre 
Umkehrfunktion w = w(z) 
eine in |z| < co eindeutige Fig. 2 
analytische Funktion. 

Die angegebene Aufgabe verlangt einen môglichst genauen Überblick über die 
Verteilung der a-Stellen, d. h. der Wurzeln der Gleichung f(2) — a = 0 bzw. = 
bei a= co, Dazu genügt bei der angegebenen Klasse meromorpher Funktionen 
die Kenntnis der Funktionen n(r, a), n(r) = Max n(r, a) und n,(r, a), insbesondere 
ihr Verhalten bei r — 005). 

3. Die Bestimmung der Anzahlfunktionen gelingt auf folgendem Wege. Durch 
partielle Uniformisierung mit den Umkehrfunktionen von R(e*) und durch An- 
wendung passend gewählter quasikonformer Abbildungen 14Bt sich eine im wesent- 






ss 





+) Utaren, E., Zum Umkehrproblem der Wertverteilung. Nachr. Ges. Wiss. Gôttingen, N.F. 1, 
Nr. 9 (1936). 

4) Wrrric, H., Über die konforme Abbildung einer Klasse Riemannscher Flichen. Math. Z. 45 
(1939), : 

5) n (r, a) ist die Zahl der a-Stellen auf |z | <r, jede A-fache a-Stelle -mal gezähit. Bei n, (r, a) 
wird eine A-fache a-Stelle nur (4 — 1)-mal gezahlt. 
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lichen bekannte Funktion Z == Z(w) konstruieren. die %, von einem endlichen 
Flächenstück abgesehen. eineindeutig und quasikonform in R, < |Zj < © ab 
bildet. À, konstant. Diese Tatsache erlaubt es dann, die Z-Bilder der über w =a 
gelegenen Flachenpunkte hinreichend genau zu bestimmen, also insbesondere bei 
beliebig gegebenem R > Ry die in R <= Z, < R gelegene Zahl der Bilder von 
w — a anzugeben. Diese Anzahlfunktionen seien »(R, a), »(R) und y,(R.a). den 
n(r. a). n(r). n.,(r. a) entsprechend nachgebildet. 


Durch Z — w — 2 wird eine eineindeutige und quasikonforme Abbildung passen- 
der Umgebungen von Z = oo und z = oo aufeinander vermittelt. Alle quasi- 
konformen Hilfsabbildungen sind so konstruiert, daB {| (D,,—1)dlogZ < « 
gilt; D,, = Dilatationsquotient, — Flächenelement in der log Z-Ebene. 
Daraus folgt dann 'z!'=c'Z (1~— €('Zi)) mit 0 <c < o und lime(!Z!)= 
= 0). 

Dieser Verzerrungssatz erlaubt es nun. die gesuchten Funktionen n(r, a). n(r). 
n,(r,a) aus den schon bekannten Funktionen »(R, a), »(R), »,(R, a) zu berechnen 
und damit durch GrôBen auszudriicken, die man dem vorgelegten Streckenkomplex y 
ohne Mühe entnehmen kann. 

Bei der: Untersuchung der Wertverteilungseigenschaften interessiert man sich 
in erster Linie für Ordnung, Defekte und Indizes der Funktion w = w(z), die man 
bei der hier betrachteten Klasse meromorpher Funktionen so definieren kann: 


log gn(r) 


ogr 


Defekt Ô(a) = 1—lim Mra) 


Ordnung A = lim: n(r) ” 


Index der algebraischen Verzweigtheit = Verzweigungsindex Ô(a) — lim PS 

4. Aus dem periodischen Ende £,, denkt man sich eine Periode herausgetrennt. 
Das rechte bzw. linke Ufer dieser Periode wird von 2 w, bzw. 2 w’,, Strecken gebildet 
(Orientierung so, daB E, vom Kern ausgehend in Richtung oO durchlaufen wird). 
Mit diesen durch den Streckenkomplex y gegebenen Zahlen bildet man 


Coy! Wa! 


Du . __ — 
A,= wo; oon. yy” jo = 2,3,...,p: A,=1 und À,+1 = À (1) 
Ath 
en = f wo"? u = 1,2,. (2) 


g sei die Zahl der in einer Periode von E, vorhandenen va Tanaka @ (= AuBen- 
knoten >). Weiter bestimmt man in dem herausgetrennten Teil von £,, alle alge- 
braischen Elementarpolygone, deren 2m Seiten von Streckenzyklen K,K+1 


6) TEICHMULLER, O., Untersuchungen iiber konforme und quasikonforme Abbildungen. Deut- 
sche Math. 3 (1938). 


Witticn, H., Zum Beweis eines Satzes über quasikonforme Abbildungen. Math. Zeitschr. 51 
(1948). 
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gebildet werden. Ist diese Anzahl) und sind die zugehôürigen halben Seitenzahlen 
J J 
Mi, Me... M; 80 bilde man g"(a,) = > m, und g,""(ax) = >) (m, — 1). Dann 
a=1 a= 


lauten die gesuchten Anzahlfunktionen: 


n(r) = Cr (1+ er) ge, (3) 


“=l 


n(r,ax) =C-r (14+ e(r)) À dax) é,, n(r,a) = n(r) + 0(1) für a ax (4) 


nfrax) =C-r' (1+ e(r)) D gy! (ax) - e,, m(r,a) = 0 fiir a #a,. (5) 


eal 


In (3) bis (5) ist C eine endliche positive Konstante und unter e(r) sind (im allge- 
meinen verschiedene) Funktionen zu verstehen, die der Bedingung lim e(r) = 0 


Fc) 


geniigen; B = 5 + AC log A)’ Daraus folgt nun: 


j= +2 (23 log 4} (6) 


ô(ax) = 1 — “= _, Ô(a) = 0 für a ar (7) 


Dax) = "1 _ | P(a)—=0fira£as. (8)- 





Durch Anwendung des Euterschen Polyedersatzes zeigt man, daB die betrachtete 
Klasse meromorpher Funktionen eine genaue Defektrelation besitzt, da8 also gilt 


g 


>, (6(ax) + P(ax)) = 2. (9) 


K=1 
Nach dem Randstellensatz von AHLFors-DENJoy gilt À => L. (6) zeigt, daB À — LR 


dann und nur dann zutreffen kann, wenn A = 1 ist. Die Wachstumserhéhung wird 
bedingt durch unsymmetrische Anordnung der algebraischen Elementarpoly- 
gone in den Enden #,. A — 1 ist sicher erfüllt bei denjenigen in |z|< © 
meromorphen Funktionen, die Flachen mit endlich vielen logarithmischen und 
algebraischen Windungspunkten erzeugen. Da dann die periodischen Enden alle 
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in logarithmische Enden ausarten, gilt w, = w, d.h. A — 1 und À = F Aus dem 
: : 8 Streckenkomplex liest man ab’): 


Sg) = p, Le) =» —2m,, 


n=1 


J 
171 NI NI o(a,) = 0 


4 14 P wenn m, logarithmische Elementargebiete vor. 
































> , é | | handen sind, denen m, logarithmische Windungs 
— i a? | 31 _ 13 punkte über w — a, entsprechen. 
‘ ”. Sp le Nach (6), (7), (8) erhält man 
Ale ZE x x 6(a,) = 1 — =,» 9@,) —0. 
2 I ? XE Pp 
J 2 e 
ta? Tal | i ô ya 25 =! .p—02 
st { lé 31 2 13 e—=X (4 = Pp ™ > P= ; 
Do : : 41 #=1 é=1 
; he | 5. Für den in Fig. 3 gezeichneten Strecker 
Fig. 3 komplex y, gelten die folgenden Daten: 


O, = 1, w= 2, gY= g(a) = 9 (a) = gas) = 3, g (a) = 0 
We = 2, wx’ =1, g® = g(a.) = g(a.) = 9 (as) = 3, g(a.) = 0 
9! (a) = 91° (as) = (Gs) = 1, FPG) = 0 
gf (a,) = H(e) = 9" (a3) = 1, f(a.) = 0 


Ay=1, 4,=2, 45=1, 4 = 5, @ = 


Aus diesen Angaben findet man: 
A=1 6(q) =1—2 = 6(a) = ô(a) =0, 66) =1 
S)= 4g =0(@,) =O), Oa) = 0. 


Dicselben WertverteilungsgréBen kommen der durch y, definierten Funktion x 
Aus y, und y, wird der Streckenkomplex y zusammengesetzt. Dafür gilt . 


p = 2, @ = 2, où =1 und A, = 1, As=5,4=4 


1 1 
W, = 2, w, = 1 = Gr = TG: 


1) Vgl. L. c. 1) und NEVANLINNA, R., Über Riemannsche Flächen mit endlich-vielen Windung 
À puukton. Acta math. 68 (1932). 

L Auntrors, L., Über eine in der neueren Wertverteilungstheorie betrachtete Klasse transzel 
Mentur Funktionen. Acta math. 58 (1932). 


. + 
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+ Weiter findet man aus y 
g®) = gi) — 3; g(a.) = g(a.) = 0, g™ (a,) = g (a,) = 3, k = 1, 2,3 
g(a,) = gt (a) = gf (as) = 1; g(a.) = 0 
ga) = 9? (ag) = gi(as) = 1; g(a) = 0. 


; . 5(a,) = 5(ay) = 6(a,) =0, (a) =1 
2=1+ (5 log 4) = 1,0486..., 9(a,) = 0(a,) = da) = +, 88) =0. 


FE eB ¥ i 


CET 


Daraus folgt®) 


_Als letztes Beispiel werde noch ein von E. ULtRicn®) angegebener Strecken- 
komplex behandelt (Fig. 4). Hierfiir gilt: 








p= 4, wo, =1, o, = 1, | 2 1. 

Os = 1, © = 1 ; DA A 

0 = 2, We —=2, PR 

Os = 1, w,’=1; SA A 

K 1 

A = 4, A =], ee D mn 0 mm x étre yet ‘yt 
ans | A ok NZ 
3 — a = À; YR A 7 x n + 

ae = 12 PSS 

€ — > é=1. # NS Fe: 


Für die zur Bestimmung der Defekte und Indizes erforderlichen GrôBen erhält 
man nach Fig. 4: | 


yo 1+ aye DIE — | dre = déeue =" THE 


pl 


See o+ 5+ 3% 
4 


Dee = D a (a)e, = 252 Dre + 


> (a) e, = 1+ ye 


1 
*) Wirricu, H., Über die Wachstumsordnung einer ganzen transzendenten Funktion. Math. 


Z. 51 (1947). 
®) Vel. 1. ¢. 2). 


+ 
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Aus diesen Angaben folgt: A=2+ , (953 log 4)" 














5 2 
(a) =1— yy 0) = — B(a,) = 3(0,) =0 
ee oe _ 3+}2 — b24+2 EL ies 
Mad 2 aps Ma) = 7 ays (3) = Taye? Pla) = TES 


Es ist > 2. (6(a) + 9(a;)) = 2. entsprechend der Tatsache, daB jede eindeutige ana- 
Ivtische_ Funktion, die Erzeugende einer Flache mit p = 1 periodischen Enden it. 
eine genaue Defektrelation > (ô(a,) + &(a,)) = 2 erfüllt. 

s=1 


(Eingegangen am 5. 2. 1948) 


Mitteilungen 


ches 


XANDER WITTING starb am 29.11.46, 
: vor seinem 85. Geburtstag. 


ScHONWIESE starb in Leipzig am 


DWIN FEYER, ord. Professor der 
irektor des Geodätischen Instituts 
ittgart, starb am 13. 2. 48 im Alter 
en. 


‘RRIT Bot wurde zum ordentlichen 
r Mathematik an der Universitat 
ir. ernannt. 


x DEURING hat einen Ruf als Or- 
Mathematik an der Hansischen 
Hamburg angenommen (Nachfolge 


.e.h. RicHARD GRAMMEL wurde von 
uttgart zum Ehrenbiirger ernannt. 


[ERBERT GRÔTZSCH wurde zum apl. 
r Mathematik an der Universitat 
annt. 


KocHENDORFFER wurde zum Do- 
athematik an der Universitat Greifs- 
t. 


THAR KOSCHMIEDER wurde als Pro- 
athematik mit vollem Lehrauftrag 
orsitat Greifswald berufen. 


BERT SAUER wurde als ordentlicher 
f den Lehrstuhl) fiir héhere Mathe- 
nalytische Mechanik der T. H. Miin- 
| (Nachfolge R. BazDus). 


IEDRICH KARL ScHMIDT wurde zum 
Professor fiir angewandte Mathe- 
r Universität Erlangen ernannt. 


haften, Tagungen 


ederversammlung der ,,Deut- 
thematiker-Vereinigung im 
h besetzten Gebiet Württem- 
let am 1. und 2. Oktober 1948 in 
att. Vorträge haben angekiindigt: 
J. E. Hormann, TH. LAMBACHER, 
G. Lonentz, W. Loney, G. Lyra, 


W. MEYER-KOnic, HERMANN SCHMIDT, ROBERT 
SCHMIDT, W. SCHÔBE, H. WAGNER und H. WIieE- 
LANDT. Berichte über den Stand der Schulreform 
und die mathematischen und naturwissenschaft- 
lichen Facher in der Schule erstatten W. Lietz- 
MANN, TH. LAMBACHER und A. MACK. 


Nachdem die ,,Gesellschaft fiir angewand- 
te Mathematik und Mechanik‘ (GaMM) für 
die amerikanische Zone Deutschlands bereits am 
11.11.47 wieder zugelassen worden war (vel. 
dieses Archiv 1, 84 (1948)) ist sie nunmehr durch 
Verfiigung der Britischen Militärregierung vom 
27. 4. 48 auch fiir die britische Zone genehmigt 
worden. Sitz: Gôttingen. Vorsitzender: Prof. Dr. 
Lupwic Pranpti. Anmeldungen zur Mitglied- 
schaft sind zu richten an Prof. Dr.-Ing. G. VocEL- 
POHL, Géttingen, Bunsenstr. 10. 


Die ,,Gesellschaft fiir angewandte Mathematik 
und Mechanik in der Britischen Zone“ ver- 
anstaltet in der Zeit vom 22. bis 24. September 
in Gottingen eine Tagung, zu der alle ehemaligen 
Mitglieder der GaMM und die Freunde der GaMM 
in allen Zonen Deutschlands eingeladen sind. 


Der ,,7. internationale KongreB fiir ange- 
wandte Mechanik‘ findet in der Zeit vom 6. 
bis 11. September dieses Jahres am Imperial Col- 
lege of Science and Technology, South Kensing- 
ton, London, statt. 


Zeitschriften 


Mathematische Nachrichten. Publikationen 
des Forschungsinstituts fiir Mathematik der 
Deutschen Akademie der Wissenschaften zu 
Berlin und der Mathematischen Institute der 
Universität Berlin. Herausgegeben von ERHARD 
ScumMipT gemeinsam mit GEORG HAMEL, HEL- 
mutT Hasse, H. L. Scumip und Kurt Scnroper. 
Akademie- Verlag, Berlin. " 

Das erste Heft des ersten Bandes dieser 
neuen Zeitschrift erschien als Mai-Heft 1948. 
Die ,,Mathematischen Nachrichten‘ sollen jähr- 
lich in 2 Banden zu je 6 Heften erscheinen. 


Zentralblatt für Mathematik und ihre 
Grenzgebiete. Nach Ankündigung des Sprin- 
ger-Verlags wird das Zentralblatt fiir Mathe- 
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matik in Kiirze sein Erscheinen mit dem 
29. Bande wieder aufnehmen. Schriftleitung: 
Prof. Dr. H. L. Scumip, Forschungsinstitut für 
Mathematik, Deutsche Akademie der Wissen- 
schaften, Berlin. Da vorläufig mit einem Wie- 
dererscheinen des Schwesterorgans ,,Zentral- 
blatt für Mechanik“ leider nicht gerechnet wer- 
den kann, wird das Zentralblatt fiir Mathematik 
stärker als bisher die theoretische Mechanik 
mitberücksichtigen. Das Zentralblatt für Mathe- 
matik soll heftweise in einem Abstand von etwa 
3 Wochen erscheinen. Zehn Hefte sollen je- 
weils zu einem Bande vereinigt werden. 


Das ,,Allgemeine statistische Archiv“ 
wird in Kürze im Leibniz-Verlag, München, 
wiedererscheinen. Die Zeitschrift wird u. a. 
Arbeiten aus der mathematischen und Ver- 
sicherungs-Statistik bringen. 


Die ,,Zeitschrift des Vereins Deutscher 
Ingenieure‘* (VDI-Verlag, Ratingen bei Düs- 
seldorf) nahm ihr Erscheinen Anfang Marz 1948 
mit dem ersten Heft von Band 90 wieder auf. 


Institute 


»Nach langerer Vorbereitung gründete das 
National Bureau of Standards der USA. am 
1. Juli 1947 die National Applied Mathe- 
matics Laboratories unter Leitung von 
J. H. Curtiss, die aus vier Instituten bestehen. 


1. Das Institut für numerische Analysis an 
der Universität des Staates Kalifornien in Los 
Angeles; dieses Institut steht unter der Leitung 
von J. Topp, H. D. Husxey, O. Szasz und 
D. R. HARTREE und wird im Laufe des Jahres 
1948 seine Arbeiten aufnehmen. 


2. Das Rechenlaboratorium in New York 
oder Washington unter A. N. Lowan, dem die 
Berechnung und Herausgabe von Funktions- 
tafeln übertragen ist. 


3. Das Laboratorium für Statistik der In- 
genieurwissenschaften unter Leitung von C. 
EISENHART, das die Anwendung moderner 
statistischer Methoden auf physikalische und 
technische Fragen untersuchen soll. 


4 Das Laboratorium für die Entwicklung 
maschineller Hilfsmittel unter Leitung von 
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E. W. Cannon. Es besteht aus einer n 
matischen und einer elektrotechnischer 
teilung und wird sich vor allem mit der ¥ 
entwicklung der automatischen Stellenr 
maschinen beschäftigen. 


Der Etat der Laboratorien betragt j 


532 000 Dollar. Dazu kommt noch ei! 
malige Summe von 700000 Dollar f 
maschinelle Einrichtung.‘* (Nach Zsehr. 
Math. Mech., 28, 192 (1948).) 


Neue Fachliteratur 


Bei der Redaktion liegen folgende neu 
schriften vor: 


ATHEN, H.: Vektorrechnung. Wolfen 
Verlagsanstalt, 1948. (Notdruck.). 
ATHEN, H.: Ebene und sphärische Trigon 

Wolfenbiitteler Verlagsanstalt, 194$ 
druck.) 
BLascuke, W.: Analytische Geometric. 
biitteler Verlagsanstalt, 1948. (No 
Doernck, E.: Allgemeine Festigkeitsle 
Bauingenieure. Wolfenbiitteler Ve 
stalt, 1948. (Notdruck.) 


FLUGGE, S.: Theoretische Optik. Wolfen 
Verlagsanstalt, 1948. (Notdruck.) 
FôpPpz, L.: Drang und Zwang. Ein 
Festigket‘slehre für Ingenieure. Band, 
ebene Spannungezustand. Leibniz-Vi 

München 1947. 

GRAVELIUS, H.: Vierstellige Tafeln fi 
rithmisches und numerisches Rechnen. 
Aufl. Ferd. Dümmiers Verlag, Bon 
Ausgabe A mit Sechsteilung des Grades 
Ausgabe B mit Zehnteilung des Grades 

Haack, W.: Dsfferential-Geomeirie, Teil 
fenbütteler Verlagsanstalt, 1948. (No 

Joos, G., und TH. Katuza: Hôhere Ma 
für den Praktiker. 4. Aufl., Joh. Amb 
Leipzig 1947. . 

JornpaN, P.: Das Bild der modernen 
Stromverlag Hamburg-Bergedorf, 1! 

Lenz, W.: Kinführungsmathematik fir 1 
Wolfenbütteler Verlagsanstalt, 194 
druck.) 
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{ LietzMann, W.: Sonderlingeim Reich der Zahlen. 


Ferd. Diimmlers Verlag, Bonn 1948. 


The Princeton University Bicentennial Con- 


ference on the Problems of Mathematics (17. bis 
19, 12. 46). Princeton University 1947. 


Kurze Buchbesprechungen 


Hermann ATHEN: Ebene und sphärische Tri- 
gmometrie. (Bücher der Mathematik und Natur- 
wissenschaften, Herausgeber Dr. HENRY PoLrz). 
Wolfenbütteler Verlagsanstalt, Wolfenbiittel- 
Hannover 1948. 112 S. mit 61 Bildern. (Not- 
druck.) 
Das Büchlein bringt im wesentlichen das, 
vas man für das Studium der Mathematik, 
Astronomie, Geodäsie usw. als bekannt voraus- 
susetzen pflegt. Die Goniometrie wird sehr kurz 
erledigt; die Ableitung der Additionstheoreme 
(wie auch die der Grundformeln des ebenen 
und sphärischen Dreieckes) erfolgt vektoriell. 
Fir die Entwicklung der trigonometrischen 
Funktionen in Potenzreihen wird eine elementare 
Methode der Ableitung skizziert. Es folgen An- 
Weodungen in der Vermessungskunde (Tri- 
Mgulierung, Vorwarts- und Rückwärtsein- 
‘hneiden), Anwendungen auf die mathema- 
tisehe Geographie (Entfernungen, Kurs- und 
P tilungsaufgaben, Kartenprojektionen) und auf 
die sphärische Astronomie (in sehr kurzer Form, 
aber mit zahlreichen Beispielen, die man in 
aderen Kapiteln vermiBt). In dem Kapitel 
über ,,Verallgemeinerte Sphärik‘ werden Mô- 
BlUssche Dreiecke mit den entsprechenden For- 
meln betrachtet, sowie sphärische Koordinaten 
auf der Kugel eingeführt, die die Beziehungen 
zur analytischen Geometrie der Ebene evident 
Werden lassen. Auch Dreiecke mit kleinen Seiten 
'm Verhältnis sum Kugelradius werden betrach- 
‘et und es wird der Lecenpresche Satz ab- 
‘eleitet. Auf Rechenproben ist nur gelegentlich 


‘MZewiesen. Auch die grundsätzliche Verwen- 


ang des Zeichens = statt — bei approxi- 
'erten Grogen (2. B. S. 13: 1/3 = 0,767!) 
re angebracht. Im ,, Schrifttumsverzeichnis“ 
Mai ft man Werke wie z. B. E. Hammen, Lehr- 
Ch der ebenen und sphärischen Trigonometrie. 


Voix (Würzburg-Oberwolfach) 
Archiv der Mathematik. 2. 
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WILHELM Lenz: Æinführungsmathematik für 
Physiker. (Bücher der Mathematik und Natur- 
wissenschaften, Herausgeber Dr. HENRY POLTz) 
Wolfenbiitteler Verlagsanstalt, Wolfenbiittel- 
Hannover 1947. 95 S. mit 45 Bildern. (Notdruck.) 


Verf. will als ,,Notbehelf‘ eine ,,Zusammen- 


stellung der wesentlichsten mathematischen Vor- 


aussetzungen zur Physik‘' geben, die ,,die Vor- 
bedingungen zum Hôren einer theoretisch- 
physikalischen Anfängervorlesung vermitteln‘ 
sollen unter Verzicht auf Strenge und allgemeine 
Beweise. 


Inhaltsangabe: ‘I. Allgemeines. A. Funktionsbe- 
griff und Verlauf einiger typischer Funktionen. 
B. Grenzbegriff und unendliche Reihen. II. Dif- 
ferentialrechnung. C. Der Differentialquotient. 
D. Der Differentialquotient der Funktion einer 
Funktion und der inversen Funktion. E. Die Tay- 
Lorsche und MacLaurinsche Reihe. III. Inte- 
gralrechnung. F. Das Integral als Umkehrung der 
Operation des Differenzierens und als Flachen- 
inhalt. G. Die Fourrersche Reihe. H. Das Fou- 
RIERSChe Integral. I. Integrationsmethoden. 
K. Das Caucuysche Integral. IV. Kurzer Uber- 
blick über Gestalt und Theorie der Differential 
gleichungen der Physik. L. Gewohnliche Diffe- 
rentialgleichungen. M. Die allgemeinen Eigen- 
schaften der Lôsungen partieller Differential- 
gleichungen. 

So inhaltsreich das Buch auch ist, so kann man 
es doch nicht ohne Bedenken. wohl nicht blof 
vom Standpunkt des Mathematikers aus, in die 
Hände der Studierenden geben. Nicht nur, da8 
Begriffe wie die der Funktion, des Grenzwer- 
tes, der Stetigkeit u.a. nur rein anschaulich 
erklärt werden und von der e-Methode über- 
haupt kein Gebrauch gemacht wird, es sind auch 
die Formulierungen der Sätze, insbesondere 
der Voraussetzungen, teilweise recht ungenü- 
gend und irrefiihrend; dies tritt besonders in 
den Kap. B, D, E, G und K auf, so z. B. heiBt 
es S. 69: ,,Diese Integrale (némlich $ 2* dz = 0 
bzw. = 2 xt, wenn » ganz + — 1 bzw.n = — 1) 
gelten fiir jeden beliebigen Weg in der z-Ebene, 
insbesondere auch im Limes fiir den unendlich 
fernen Kreis‘; wenn bei der Berechnung von 
bestimmten Integralen mittels des Caucuy- 
schen Satzes 

| 12 


co Xs 


[Eee Î Fa ; dx, s =| (z—z,)(x, — x) 
0 


(S.69 — 75) die Integrationswege durch den 
Unendlichkeitspunkt gefiihrt werden, so ist das 
nicht zulässig, da doch z. B. e’* /z im Unendli- 
chen eine wesentlich singuläre Stelle hat. (Bei 
der Formulierung des Caucuyschen Integral 
satzes wird vom Verf. fiir f(z) Entwickelbar- 
keit in eine TayLonsche Reihe im Anwendungs- 
gebiet verlangt; der Begriff der analytischen 
Funktion mit Voraussetzung der Existenz der 
Ableitung wird nicht eingeführt.) 
AuBerdem vermiBt man doch manches, was 
wohl auch fiir den Physiker nicht unwichtig ist, 
wie z. B.: Genauere Konvergerzbetrachtungen, 
gleichmaBige Konvergenz, gliedweise Differen- 
zierbarkeit und Integrierbarkeit von unend- 
lichen Reihen, Differentiale, Funktionen von 
mehreren Veranderlichen, die Mittelwertsatze 
der Differential- und Integralrechnung, die fiir 
Fehlerabschätzungen unentbehrlich sind, Fra- 
gen aus der angewandten Mathematik u.a., 
so daB der Studierende, insbesondere der An- 
fanger, beim Studium des Buches auf neuere 
mathematische Lehrbücher nicht wird ver- 
zichten kônnen. 

Vox (Würzburg—Oberwolfach) 


A. Ostrowski: Vorlesungen über Infinitesimal- 
rechnung. I. Band: Funktionen einer Variablen. 
Verlag Birkhauser, Basel 1945. XII und 373 S. 
mit 42 Figuren im Text. 


Unter den vielen guten Lehrbiichern der Infi- 
nitesimalrechnung kann das vorliegende, aus 
einer siebzehnjährigen Lehrtatigkeit hervor- 
gegangene Buch mit Auszeichnung genannt 
werden. Es ist zum Gebrauch bei akademischen 
Vorträgen sowie zum Selbststudium bestimmt 
und bietet eine besonders geeignete Einführung 
in die hôhere Analysis, indem es sich in der Aus- 
wahl des Stoffes auf das Wesentliche beschrankt 
und sich dabei um wirkliches Verständnis der 
grundlegenden Gedanken der Analysis mit 
groBem Geschick bemüht. Dem entspricht 
auch Ausfübrlichkeit und Klarheit der Dar- 
stellung, die das methodisch"Wichtige dem An- 
fanger mit aller notwendigen Strenge darbietet, 
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»obne ihn mit unnôtigen Subtilit: 
gen“. Der Verfasser spart nicht an a 
Erlauterungen an wichtigen Stell 
Anfanger erfahrungsgema8 besonde: 
keiten bereiten oder ihn zu irrtümli 
oberflachlichen Auffassungen ver: 
laBt den Leser manchen aufschluBr 
hinter die Kulissen‘‘ tun. Eine Fül 
und auch fiir den Kenner interessar 
beispiele sind dem Text (ohne Lé: 
gefiigt; der Verfasser hat sich dabe 
innermathematische‘ Aufgaben 

um die Darstellung nicht zu sehr a 
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Einleitend bringt Kap.1 die gn 
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ANG Haack: Differential-Geometrie, Teil I 
r der Mathematik und Naturwissenschaf- 
rausgeber Dr. HENRY Po.tz). Wolfenbüt- 
Verlagsanstalt, Wolfenbüttel- Hannover 
[36 S. mit 18 Bildern. (Notdruck.) 


Verf. im Vorwort als Ziel angibt, durch 
; Büchlein einem méglichst groBen Inter- 
nkreis den Zugang zu den wichtigsten 
tissen der Differential-Geometrie zu er- 
m'‘‘, so hat er es voll und ganz erreicht. 
istellung ist kurz gefaBt, ohne daB auf 
' Formulierung insbesondere auch der 
setzungen verzichtet wird; die Voraus- 
zen an Kenntnissen sind gering. Im vor- 
len Teil I beschränkt sich Verf. auf die 
sche Geometrie der Raumkurven und 
n (unter Verzicht auf Flächenstreifen); 
d die Vektorrechnung zugrunde gelegt; 
e Herausarbeitung des Zusammenhangs 
er Invariantentheorie wird besonderer 
relegt; mit Riicksicht auf die Anwendun- 
der Kartographie und auf die Bedürfnisse 
eoretischen Paysik werden die Abbildun- 
reier Flachen auf einander, insbesondere 
nformen Abbildungen der Kugel auf die 
.und die Geometrie auf den Flachen ein- 
| behandelt. Auf die Verwendung der 
anten bzw. kovarianten Differentiations- 
den wird verzichtet; sie sollen sowie auch 
‘malen Methoden des Ricci-Kalküls (mit 
idung in der differentiellen Liniengeo- 
) in Teil IT behandelt werden. 


sangabe: A. Vektoren- und Bewegungsin- 
ten. B. Kurven im Raum. C. Elemente der 
ntheorie. D. Abbildungen zweier Flachen 
ander. E. Abieitungsgleichungen und Inte- 
itkeitsbedingungen. F. Geometrie auf der 
. G. Minimalflachen. 
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Winper: The LaPLAcE Transform. Prin- 
University Press 1916. 406 S. 

‘sem vorzüglichen Buch baut Verf. die 
ie auf dem Stre.tsesschen Integralbe- 


auf (f(s) = fen da (t)). der zunächst 
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im ersten Kapitel ausführlich behandelt wird. 
Das zweite Kapitel befaBt sich mit den Grund- 
eigenschaften der Lapiace-Transformationen, 
wie Konvergenzfragen, Analytizitaét, Eindeutig- 


’ keit, Umkehrformeln, Faltung.— Verf. benutst 


hierfür die Bezeichnung ,,StieLtsessche Re- 
sultante®’. Als Spezialfall wird u. a. die Theorie 
der DiricazeT-Reihen miterhalten. Das dritte 
Kapitel ist dem Momentenproblem gewidmet. 
Absolut monotone (f(4) (x) > Ofür alle &) und 
komplett monotone Funktionen (f(x) in (a, 6) 
komplett monoton, wenn f (— x) in (— b, — a) 
.absolut monoton ist) sind der Gegenstand des 
vierten Kapitels. Das anschlieBende Kapitel 
gibt eine schône Darstellung der TauBErschen 
Satze, ausgehend vom Ase.schen Grenz- 
wertsatz, und endet mit den vwichtigen 
Wrenerschen Sätzen, als deren Anwendung 
‘auch der Primzahlsatz bewiesen wird. Die 
zweiseitigen LarLace-Transformationen f(s) — 


+oo 


Je * da (f) werden imsechsten Kapitel, 
— 
betrachtet. In den beiden letzten, im wesent- 
lichen auf eigenen Arbeiten des Vert. beruhenden 
Kapiteln werden im siebenten inverse Opera- 
toren und im achten SrieLrsessche Transfor- 
mationen behandelt. Kurz gestreift wird die 
Anwendung auf die Lésung von Differential 


und Integralgleichungen. 


Besonders erwähnenswert ist die strenge, 
aber dennoch vüllig klare Darstellungsweise, so 
daB das Buch auch vom fortgeschrittenen 
Studenten der Mathematik bereits mit Erfolg 
gelesen werden diirfte. Fiir den Praktiker, der 
sich nur fiir die formale Methode interessiert, 
diirfte allerdings das rein KalkiilmaBige weniger 
leicht herauspräparierbar sein. Am SchluB 
wird noch ein knappes Literaturverzeichnis 
gegeben; man vermiBt z. B. die auf den Prim- 
zahisatz bezugnehmenden Arbeiten LANDAUS, 
der auch im entsprechenden Text keinerlei Er- 
wäbhnung findet, was der sonstigen Anlage des 
Buches gar nicht entspricht. Einen ahnlichen 
Eindruck gewann Ref. hinsichtlich der Er- 
wahnung von G. DogTscH. 


OSTMANN (Oberwolfach) 
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H. Grave ius: Vierstellige Tafeln für logarith- 
misches und numerisches Rechnen. 2.,neub. Aufl. 
in zwei Ausgaben: Ausgabe A mit Sechsteilung des 
Grades (32 S.), Ausgabe B mit Zehnteilung des 
Grades (40 S.). Ferd. Dimmlers Verlag, Bonn 
1947. 


Verf. hat seine Tafeln in dieser Neuauflage 
noch weiter den Bedürfnissen der Rechen- 
praxis, insbesondere auch des maschinellen 
Rechnens angepaBt. Gewisse Vorteile des 
Rechnens mit Zehnteilung des Grades gaben An- 
laB, die Tafeln in zwei Ausgaben erscheinen zu 
lassen. 
tafeln von geringerer Bedeutung sind wegge- 
lassen bzw. gekürzt worden. In Schule und Pra- 
xis, wo die Grenauigkeit des Rechnens mit vier- 
stelligen Tafeln ausreicht, werden diese Tafeln 
weiter gute Dienste tun. 


GÔRTLER (Freiburg—Oberwolfach) 


Fiat Review, Reine Mathematik. Redigiert von 
Witnetm SÜss. Dieterichssche Verlagsbuch- 
handlung, Wiesbaden. Teil I, 316 S., und Teil II, 
262 S. 1948. 

In 31 Kapiteln (Teil J: Kap. 1—14, Teil IT: 
Kap. 15—30) wird von 33 Verfassern über die 
wihrend der Zeit von 1939 bis 1946 erschienenen 
und teilweise auch über noch nicht verüffent- 
lichte, im Manuskript vorliegende Arbeiten, so- 
weit letztere zuganglich waren, ziemlich voll- 
standig in gedrangter Form berichtet. Die ein- 
zelnen Kapitel sind: 1. Geschichte der Mathe- 
matik. 2. Grundlagen der Mathematik. 3. Ele- 
mentarmathematik. 4. Algebra und Zahlen- 
theorie. 5. Gruppentheorie. 6. Verbände. 7. 
Allgemeine Mengen mit reellen Funktionen. & 


Einige früher wiedergegebene Hilfs- - 


Mitteilungen 


Unendliche Zahlenfolgen, Limitierungsverfab 
ren. 9. Fastperiodische Funktionen. 10. Spe 
zielle Funktionen der mathematischen Physik 
11. Reihenentwicklungen in der mathematischen 
Physik. 12. Fuvktionentheorie. 13. Elliptisehe 
Modulfunktionen und automorphe Funktionen. 
14. Gewohnliche Differentialgleichungen. 1). 
Partielle Differentialgleichungen 1. Ordnung und 
Prarrsches Problem. 16. Potentialtheorie. 17. 
Partielle Differentialgleichungen 2. und hôherer 
Ordnung. 18. Spezielle Randwertaufgaben. 19 
Variationsrechnung. 20. Integralgleichungen. 
21. Eigenwerttheorie. 22. Funktionalanalysis, 
Integraltransformationen. 23. Grundlagen da 
Geometrie. 24. Analytische und hôhere Geo 
metrie. 25. Algebraische Funktionenkérper und 
algebraische Geometrie. 26. Differentialgeome- 
trie. 26A.Anhang: Projektive Relativitite 
theorie und Kosmologie. 27. Theorie der gee 
metrischen Ordnungen. 28. Konvexe Kôrpe 
und Differentialgeometrie im GroBen. 29. Inte 
gralgeometrie. 30. Topologie. 

Die Zweiteilung der Fiat Review über Mr 
thematik in Reine Mathematik und Angewandt 
Mathematik wird für die Beurteilung der Ge 
samtleistungen in den mathematischen Wisse 
schaften wahrend der Berichtszeit die Herat 
ziehung auch der Review über Angewandte 
Mathematik nôtig machen, sudem sich die Be 
richte über manche Gebiete, wie z. B. über die 
Tensor- und Vektorrechnung, in der Review 
über Angewandte Mathematik finden. 
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Zusatz bes der Korrektur: Teil I der Fiat Review 
über reine Mathematik ist Mitte September 1948 
in der alliierten Ausgabe erschienen. 
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Band 1 Archiv der Mathematik (A.M) Heft 3 (1948/49) 


Entwicklung eines Produktes zweier Kugelfunktionen 
. mit verschiedenen Argumenten nach Kugelfunktionen 


Von Joser Merxner in Aachen 


1. Einleitung. Viele Beziehungen zwischen den Funktionen der mathematiscken Physik 
lassen sich in der Weise deuten, daB eine Lésung der Wellengleichung, welche in einem Koordinaten- 
system separiert ist, nach Wellenfunktionen entwickelt wird, welche in einem anderen Koordinaten- 
system separiert sind. Ein einfaches Beispiel ist die bekannte Entwicklung 


. ils oOo n 
= = ([ 9 
=e cosé Giz PA (2n + 13,41, 47) P (cos 6). 
Links steht eine in cartesischen Koordinaten separierte Wellenfunktion, rechts steht eine Summe 
über Wellenfunktionen, die in Kugelkoordinaten separiert sind. 
Wir bringen ein weiteres Beispiel, indem wir von Kugelkoordinaten 


x—rsind#cosy, y=rsinésing, 2—r cos 0 (1) 


a 





und rotationselliptischen Koordinaten 


2=\@—DA_-eosg, y=VE—HA— sng, z=Ent+a (2) 


Ausgehen. Die Polarachse des ersten Koordinatensystems fällt mit der Drehachse des zweiten 
Zu8ammen; die Koordinatenanfangspunkte liegen jedoch, wenn a + 0, voneinander getrennt. 

er Brennpunktsabstand in (2) ist, was keine wesentliche Beschrinkung bedeutet, gleich 2 gesetzt. 
Für die Umrechnung von r, 8 auf &, 7 gilt mit der Abkürzung u = cos à 


r= £24 7294+ q?§+ 2Ena—1, ru=rcosP=—En4+a. (3) 


Wir erwarten nun, daB eine Wellenfunktion, die im Koordinatensystem (2) separiert ist, sich 
Nach Wellenfunktionen entwickeln läBt, die im Koordinatensystem (1) separiert sind. Die Durch- 
fü rung dieses Gedankens führt auf Entwicklungen von Produkten zweier Sphäroidfunktionen 
RAch Produkten von Zylinder- und Kugelfunktionen. Sie sollen in einer späteren Arbeit wieder- 
Segeben werden. Hier beschränken wir uns auf einen Spezialfall der Wellengleichung, nämlich auf 

© Potentialgleichung. 


Im Koordinatensystem (1) hat die Potentialgleichung separierte Lésungen r” St (cos 8) et, 
wo R eine beliebige Kugelfunktion ist. In den rotationselliptischen Koordinaten (2) besitzt sie 
Separierte Lésungen der Gestalt 9 (£) ge (n) 49, wo RH, und § wieder zwei beliebige Kugel- 
Funktionen bedeuten. Die Indizes y und » kônnen willkiirliche Werte annehmen. 
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Wir versuchen nun auf (rund der oben ausgesprochenen Erwartang de Korffimenter 4 - 
in der Reihe 


Piz.) = > A, (a) rg” day. 4, 


r—t 


‘=— .. 


in der jetzt & eine der vier speziellen Kugelfunktionen , ©, P,Q bedeuten soll. so zu bestimmes. 
daB @1£, n) ein Produkt von zwei Kugelfunktionen in £ und n mit den Indizes » und x eder viel 
leicht auch ein Aggregat von solehen Produkten darstellt. Dabei sind r und = gemaSB (3) durch : 
und », ausgedriickt zu denken. a ist ein willkürlicher Parameter. 

f(z, 7) soll also. etwa als Funktion von £ betrachtet. der Differentialgleichune der Kugr- 
funktionen , 


d? . 4 , 
(1 - D aes msg cr CCE 19} 


genügen. Wir setzen die Reihe (4) in (5) ein, differenzieren gliedweise und leiten durch geeignete 
Umformungen eine Beziehung 

> B, aT (u) = 0 (bi 

{== 

her. Die hinreichende Bedingung B,= 0 für das Erfülltsein von (6) liefert far die 4, ein drei- 
gliedriges Rekursionssystem. Für dieses läBt sich eine Lésung angeben, mit welcher die Reihe (4) 
in einem gewissen Bereich absolut und gleichmaBig konvergiert. Damit sind die zunächst formalen 
Operationen, welche auf (6) geführt haben, gerechtfertigt. (£, 7) ist also mit diesen Werten 4 
eine Kugelfunktion in £ und aus Symmetriegriinden eine ebensolche in 9, und es bleibt nur festze- 
stellen, in welcher Weise sich (£, 7) durch Kugelfunktionen in £ und #7 ausdriickt, wenn far 8 
in (4) der Reihe nach die Kugelfunktionen $, ©, P,Q gewahit werden. », u, &, 7, a kénnen, abge- 


sehen von gewissen, spater anzugebenden Einschrankungen, welche sich auf den Konvergess 
bereich von (4) beziehen. als beliebige komplexe GroBen angenommen werden. 


2. Berechnung der Koeffizienten A,(a). Wir berechnen aus (4) durch glied- 
weise Differentiation dD/d£ und d*@/dé*, setzen in die Differentialgleichung (5) 
der Kugelfunktionen cin und ersetzen den auftretenden zweiten Differentialquotien- 
ten d?$t"_,(u)/du? mittels der in wu statt £ und &“_,(u) statt O(E, n) geschriebenen 
Differentialgleichung (6). Nach einigen Umformungen, die das Ziel haben, £ und : 
durch r und x zu ersetzen, entsteht zunächst als Zwischenergebnis 


D A,r | [Co —t) (5 —t +1)— v(v +1) + ui(ai—1)r 2 + (9 — 1)28 2 aa + 


+ (vy — t)? (2 u? — 1) (a? — 1) r-? — (v —-2#) wu? (a? — 1) 1-8] QY__(u) + 
-++ [(a? — 1) (u?— 1) u(1 —2 74+ 2t)r-? + 2(» — 2) (u?— I) ar] Ot) =. 


Ordnen nach Potenzen von r und Zusammenfassen der Kugelfunktionen mit Hilfe 
der bekannten Rekursionsformeln liefert 


Entwicklung eines Produktes zweier Kugelfunktionen 175 


Dar | Lo) $1) — (9 + DIE (0) — "(> (9 +g) a) + 


{= = © 


a? — | 


+ 2S -(v—t tp) (y—ttp—Y M2 @)p=0. - (7 





Durch Verschieben des Summationsindex um 1 bzw. 2 im zweiten bzw. dritten 
Glied nimmt (7) die Gestalt (6) an und wir erhalten als hinreichende Bedingung 
fiir das Bestehen dieser Gleichung das Rekursionssystem 


[(»—t) (v»—t +1)— o(v + I) A,— 2a —t +1) (yo —t +u +1) 4,_, + 








| | (8) 
+ (a?—1)(v—t+u+l)(r—t+u+2)4,_,=0; ((=0,+1,+2,...). 
Eine Lôsung von (8) lautet | 
y (af v+u+)) t t 1.1 _ 
A 40 Eat D (—-< Tate s va ) 
t— v 
2 4, 2 _ 9 
a 2 Tet at Br EE give, © 


tho Fit ywt4+)) > T(r +4) 


(t= 0,+1,4+2,...). 


Das bedeutet wegen des Nenners?!, daB A_, = 4, = 4_3— ...—0. 

Schreibt man hierin D; "(a) statt 2 ” (a), so ergibt sich eine weitere Lésung des 
Rekursionssystems (8), welche indessen nicht bei ¢ = 0 abbricht; denn statt ©!” (a)/t! 
ist für ganze negative ¢ der Grenzwert zu schreiben e—?**” D¥—‘ /I'(2 v—t +1), wäh- 
rend 85 ”(a)/t! fiir ganze negative ¢ wegen 1/1"(t +1) = 0 verschwindet. 

Die Falle » = 1/2, 3/2, 5/2,... sind zunächst auszuschlieBen. Die hypergeo- 
metrische Funktion in (9) ist ein Polynom in a-! vom Grad-t fiir gerade t, vom 
Grad t—1 für ungerade ¢. Die Koeffizienten A, haben daher auch einen Sinn fiir 
a = 0 und a = + I. 


8. Konvergenzfragen. Für » + u — 0,1,2,... sind nur endlich viele der À, 
von Null verschieden. Dann ist die Frage der Konvergenz der Reihe (4) gegenstands- 
los. Im Falle » + u + 0,1, 2,... folgt aus einem Satz von PERRON!) über das 
infinitäre Verhalten der Lôsungen von linearen homogenen Differenzengleichungen, 
angewandt auf (8) 


LA 
lim sup ÿ14,]= 11 a}. (10) 
#— co . | 
Da wir im folgenden. nur Mindestbereiche der Konvergenz von (4) angeben wollen, 


brauchen wir die Frage der Vorzeichenwahl in (10) nicht zu entscheiden. 


1) O. Pernon, J. reine angew. Math. 187, 6 (1910); Math.~Ann. 84, 1 (1921). 
| 13° 
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Für die Kugelfunktionen gilt der folgende 


Satz. Sei [argu| < 7, z=u+t Vu? — 1, wo das Vorzeichen so zu wählen ist, 
daB jz| = 1; argz = 0 für reelle u > 1. Dann gibt es ein reelles ¢, und ein reelles 
69 > 0, so daB für alle ganzen ¢ > ¢, und alle positiven 6 < à, 


D_,(u) | —y$t—1 2 4\tmi2;, | f 
wpa | < |z | max |(u 1)<#*1- (1 +6) y, (6), 
| Bu) << + (Cu? — 1) FAT (1 +6) y, (0) 

für alle # mit EinschluB von u = 1 und u = ov, aber unter Ausschlu8 der Punktes, 
für welche |1 +u|< ô. yf(ô) hangt weder von uw noch von ft ab. 

Der Beweis dieses Satzes, der an anderer Stelle wiedergegeben werden soll, folgt 
aus gewissen Schleifenintegralen für die Kugelfunktionen ?). 

Aus (10) und (11) folgt, daB die Reihe (4) mindestens in jedem abgeschlossenen 
_ Bereich absolut und gleichmaBig konvergiert, für den bei jeder der vier méglichen 
Vorzeichenkombinationen 


[w+ Vut—i)-(ta)r<1_ (12) 


(11) 


oder ee 
ÊÉn+ta+y(E—-1)(f—-1>l+a — | (13) 


ist. Die Punkte u = + 1, o seien dabei ausgeschlossen. Die Reihe (4) stellt also 
eine analytische Funktion in r und u bzw. & und n innerhalb dieses Bereichs dar. 
Die oben durchgefiihrte formale gliedweise Differentiation der Reihe (4) mit den 
Werten (9) fiir die A, ist daher erlaubt, weil sie eine in diesem Bereich gleichmäBig 
konvergente Reihe von analytischen Funktionen ist. 

Wegen einer späteren Anwendung sei noch darauf hingewiesen, daB die absolute 
und gleichma8ige Konvergenz auch noch den Punkt u = 1 umfaBt, falls 

1. in (4) R= § gesetzt wird, 

2. u=1 die Ungleichungen (12) erfüllt, 

3. aus der Reihe (4) ein Faktor (u?— 1)“ vorgezogen wird. Dies folgt obne 
weiteres aus der zweiten Abschätzung in (11). 


Die Voraussetzung 1. kann im allgemeinen fallengelassen werden, da die Kugel- 
funktion Of, sich im allgemeinen durch $,_, und $,°, linear ausdrücken last 
Aus Gründen der Anschaulichkeit beschrénken wir uns bei der näheren Dis- 
kussion der Konvergenzbereiche auf reelle £, 7, und auf reelle nicht negative « 
Die Grenzen der Ungleichungen (13) werden in der £, 7-Ebene durch verschiedene 
Kurven dargestellt, je nachdem (€?— 1) (n*—1)>0 oder < 0 ist. Für 


2) Vel. E. W. Hosson, The Theory of Spherical and Ellipsoidal Harmonies. 8. 236-943. 
Cambridge 1931. 


Los . 4 
ee hu 7 2 se 
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(— 1) (n?—1) < 0 ergibt sich die Kurve zweiter Ordnung 


+n? +2Ena—2—2a=0, (14) 
während für (£?—1)(n?— 1) > 0 die Gerade £ = » und die Hyperbel 
& 4 42° 4+28 nl +20) +4a +4a?=0 (15) 


die Grenzen der Ungleichung (13) darstellen. 


Die Hyperbel (15) liegt im zweiten und vierten Quadranten der &, 7-Ebene und 
berührt die vier Geraden » = +1, £ — +1 in den Abszissen £ = F(1 +2 a) 
bzw. Ordinaten » = +(1-+2a). Durch dieselben vier Punkte und durch die . 
weiteren zwei Punkte £ = + 1, n = + 1 geht die Kurve (14), welche für 0 < a < 1 
eine Ellipse, fiir a = 1 ein Geradenpaar und fiir a > 1 eine Hyperbel ist. Von der 
Kurve zweiter Ordnung (14) kommt nur der Teil in Betracht, welcher die Be- 
dingung (€* — 1) (4?— 1) <0 erfüllt. Für a= 0 artet die Hyperbel (15) in das 
Geradenstück £ + =0, || >1 aus, während die Kurve (14) in den Kreis 
&? + n° = 2 übergeht. 




















- Fig. Fig. 2 Fig.3 Fig. 4 


Für a = 0, 1/,, 1, 2 sind die Grenzen der Ungleichung (13) in den Fig. 1 bis 4 
aufgezeichnet. Die Gebiete, in denen (13) bei jeder beliebigen Vorzeichenkombi- 
nation erfüllt ist, sind schraffiert. Für beliebige andere positive a ergeben sich 
qualitativ ahnliche Bilder. Stets liegen vier getrennte Gebiete vor, die die Un- 
gleichungen (13) erfüllen, und man muB daher damit rechnen, daB die Reihen- 
samme (4) in jedem dieser Gebiete durch eine andere analytische Funktion dar- 
gestellt wird. Zwar stoBen längs der Geraden & = n jeweils zwei solche Gebiete 
zusammen, aber auf ihr braucht die Konvergenz von (4), selbst wenn sie besteht, 
keine gleichmäBige mehr zu sein. 

Eine Schwierigkeit bereiten zunächst noch die Geraden |¢| = 1 und |»| = 1; 
denn auf ihnen ist u = 1, also sind dort im allgemeinen die Funktionen $!_ , singular. 
Doch la8t sich diese Singularität durch Vorzichen des Faktors (u? — 1)~"/* im Falle 
S4_, = P_, beheben. Dasselbe 148t sich erreichen, wenn &¥_ ,= Of_,, indem 
man Of_, aus P%_, und P,~“, linear zusammensetzt, die Summe (4) in die zwei 


mt 
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entsprechenden Bestandteile zerlegt und aus ihnen (u?— 1)—“* bzw. (u?—1)" 
vorzieht. Die gleichmäBige Konvergenz von (4) umfaBt dann auch den Punkt « =! 


und damit die vier Geraden |£| = 1 und | 7! = 1; über diese kann also die Reihe (4) 
analvtisch fortgesetzt werden. 


4. Bestimmung der Reihensumme (4). Es geniigt, von den erwähnten vie 
Gebieten dasjenige zu betrachten, für welches £ > 4 und £ >— 7. Die Summ 
der Reihe (4) fiir eines der anderen Gebiete l48t sich dann durch die Substitutione 
E+, n~>& und £+>—€, n ->— n gewinnen. 


Wir bestimmen zunächst die Summe 









v—-f 

yA, (4 4-92? +a? +2&ya—1)? Oi ; (ie: == fut i): (16) 
1=0 EVE + p+a+2Ena—1 

Sei » -+ nicht ganz, arg VE + 72 +at+2E£na—1i—0. Ferner setzen wir 
zunächst » > 1 voraus. Nun lassen wir die Beschrankung, da8B £ reell sein soll, 
fallen. Bei gegebenem 7 und a kann man stets ein reelles positives &, finden, dai 
für alle €, deren Betrag grôBer als &, ist, die Ungleichungen (13) erfüllt sind und da8 
ferner für einen Umlauf in der komplexen £-Ebene auferhalb des Kreises |£| = é, 
das Argument von 0"__, einen Weg beschreibt, der keinen der singulären Punkte + 1 
dieser Kugelfunktion umschlie8t. Dann multipliziert sich die Reihe (16) bei einem 
solchen Umlauf mit dem Faktore***”. Nach den Umlaufsrelationen der Kugel- 
funktionen ist daher die Reihe (16) in der Veränderlichen £ proportional zur Kugel- 
funktion &* ,_,(é), wenn wir auch die Falle ganzer » und nicht negativer ganzer 
» — u ausschlieBen. Für £ — oo wird das Argument der Kugelfunktion in (16) 
gleich »; das Verhalten von (16) ist daher dann durch das Reihenglied. mit der 
héchsten Potenz in &, d. h. durch das erste Reihenglied in (16) 4, €” OM () gegeben. 
Aus dem asymptotischen Verhalten von © ,_ ,(&) fiir groBe £ gewinnt man somit. 
wenn man noch fiir A, den Ausdruck (9) einsetzt 


° 1 = 
£0 (EDU (nares = 


rg) Pu—») | 

CNE rmetety p(t tag t.t_ oo. og). (1 

= 2, Twins ty ri ( sa tyig rat) q 
(8 + tat 42Ena—1) ® LR) 
ve VF+ +a'+ 2Fna—1 


Durch analytische Fortsetzung lat sich diese Beziehung zun&chst auf das ganze 
zugrundegelegte Gebiet auch soweit |£|< £&, erweitern, darüber hinaus aber auch 
auf komplexe &, 7, a, die sich von diesem Gebiet aus ohne Verleteung der Un- 
gleichungen (13) erreichen lassen. 
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Die Beziehung (17) bleibt richtig, wie man mit denselben Oberlegungen einsieht, 

wenn man in ihr O/(») durch $°(7) und O*_, durch B'_, ersetzt. 

Indem man denselben Beweis, ausgehend von einem 7, < 1 und einem £ von hin- 
reichend groBem Betrag führt, kann man zeigen, daB (17) auch dann richtig bleibt, 
wenn man (7) durch P!(n) baw. Q?(n) und Of _, durch P,_, bzw. Qi _,, ersetzt. 

In den geometrisch ausgezeichneten Fallen a — 0 und a = 1 [im einen Fall 
haben die beiden Koordinatensysteme (1) und (2) denselben Anfangspunkt, im ande- 
ren Fall fallt der Anfangspunkt von (1) mit einem der gemeinsamen Brennpunkte 

der Koordinatenflachen von @) zusammen] treten Vereinfachungen ein. Es wird 


e Ur 


ON ,_; (&) 2, ( n). “a y) — : (18). 


x 


> 1 (vt et) Tet 2) 9 3 TE Qu (, su ), 
(2s)! Py + p—28 +1) r(s +4 1" + 7? — 1) r—2s VE + + ye — 1)? 


s=0 





D" 1 (€) OF = 
Hf Foteth TD rte (4: uth). 
t! Pot AH D TE) 1 r(— v+;+,) +0. E+ 
1=0 : ; 

Die Bedeutung der in (17) eingehenden Koeffizienten geht aus folgender Uber- 
legung hervor. Man ersetze in (17), wie oben angegeben, O%(7) durch $°(7), 
sv _, durch $#_,. Dann multipliziere man beide Gleichungsseiten mit (n°? — 1)” 
und mache den Grenziibergang » — 1. Es ergibt sich 


r(2) Pi» 


i . 
r(;—7) 
ST (- a) Pv +e +1) (— t ty 1. 1. +). (20) 
(Tote te? 19e Tei ge 


‘= 0 
. (é +a)"t"~! . (£2—1)7 "2 . 

Die Koeffizienten in (17) ergeben sich also auch, wenn man (€?— 1)" Of , _ ,(&) 
nach fallenden Potenzen von & + a entwickelt. 

Bisher wurden die Fälle ganzer », ganzer » + mu, ganzer nicht negativer » — u 
und » = 1/2, 3/2, 5/2,... ausgeschlossen. Doch überzeugt man sich leicht davon, daB 
(17) auch in diesen Fallen gilt, wenn man für O% , _ ,(¢)/['(u— »), OF (n)/P'(u + v +1), 
2F 1(—5 5 » —+ +53 _ y; a”) IT (3 — y) die wohldefinierten Grenzwerte die- 
ser Funktionen für die Werte von v und y in jedem dieser Fille einsetzt. 
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o. Spezial- und Grenzfalle. Wir geben noch die Grenzfalle von (171 und der analogen Be 
ziehungen mit den anderen Kugelfunktionen an für den Fall » = #. y = m. wo nm. m ganze Zabln 
mit n =m > 0 sind. Aus 117) folst 











1 
Sed TE on EL er (s -n)a s(— 1} = 
ii + M ’ ~ 
(— a) 1 f 1 —— 
> i! (nm - mt je | 27 27232" } 
t=0 
a—f 
e 1! 2 " En-+a 
{ +: t t 1 1 
> I'(—m—t — n)(—1) tp, (-. 2’ “7 2 + 2° 2" a). 
f= atm + 1 ‘ 
a—f 
rt, op? 2 2: 1) * ge _—— Fare 
OCR a Sena Fema Fy pat Renal) 


Die Spaltung der Summe in zwei Teile rührt daher, daB für ¢ > x -+ m die Grenzwerte von 
gh _, Ïl'( + nu —t+ 1) sich durch Kugelfunktionen erster Art ausdrücken lassen. 
Ferner gewinnt man aus (17) mit R(m) statt C£(y), RO_, statt C8 _, 





-. mn np 1 -- 1 x 
a QE CPE DE à ee) EAST CENT 
H — 14 | 
(— a) 1 t OS DS 
> to Tin m. thy Pie promet). (224 
‘= 0 . ! 
n--1 
AE =F - a + 2 Ey a—)) = $0_, (5g. | 
B+p+a+2Enma—t 


Diese Summe erstreckt sich nur bis ¢ = x - m.dafürn - m<t<n+mdieR,_, verschwinden, 
während für {> x - m der Nenner J'{n — m — ¢ — 1) für das Verschwinden der entsprechenden 
Reihenglieder sorgt. (22) gilt. da die Reihe abbricht. für alle £, n, für welche keines der Arzumente 
der Kugelfunktionen auf dem Verzweigungsschnitt von — oo über — 1 nach + 1 liegt. 


(21) bleibt auch richtig, wenn man © (9) durch Q (ny) und Ce, bzw. Bren 1 durch 
GQ, ;baw. PP. 21 ersetat. Dasselbe gilt für (22). wenn man Q¥ (7) durch FE (7) und By — 


durch P™ |, ersetzt oder wenn man #9) By (7) durch P, (à) Po (7) ersetzt und die rechte 
Seite ungeändert laBt. Für a - 1 entsteht im letzten Fall . 


i! (n--O)! (n+ m—0)! a—t\" E+ n 


wahrend sich für «4 .. 0 mit ¢ 2s, da dann die ungeraden ¢ ausfallen. ergibt 


nN m 
Ve - 2) 2n —t)! £ 
Ps) P ap x yf at Ep" (£0 + 1 |. _ 


‘= 0 


2° PLS) PM (4H) => 


Cn -m) 2! 


> ED Ga sat eos ve gm En (24) 
| et Qu ca)lqm à m2 ET NT Bees (Ves 5-3): 


s= 0 
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Die Reihen (23) und (24) sind im Spezialfall m — 0 schon von BATEMAN 3) und BalLey*) an- 
gegeben worden. 

6. Bemerkungen. Die Reihe (17) und die ihr entsprechenden Reihen fiir die anderen Kugel- 
funktionen lassen sich in verschiedener Hinsicht verallgemeinern. Eine Verallgemeinerung auf 
Jacopische Polynome mit speziellen Indizes hat BATEMAN?) gegeben. Für beliebige Indizes kônnten 
die Baremanschen Ergebnisse verallgemeinert werden, indem man von derselben Überlegung 
ausgeht, die wir im ersten Abschnitt durchgeführt haben, aber Kugelkoordinaten und rotations- 
elliptische Koordinaten in einem Raum beliebiger Dimensionszahl einführt und für diesen die 
Potentialgleichung separiert. . 

Eine andere Verallgemeinerung ergäbe sich, wenn man die Systeme der Kugelkoordinaten 
und der rotationselliptischen Koordinaten in einer beliebigen Lage zueinander annehmen wiirde. 

Die Verallgemeinerung der obigen Entwicklungen durch Ubergang von der Potentialgleichung 

sur Wellengleichung, welche auf Entwicklungen von Produkten zweier Spharoidfunktionen nach 
Produkten von Zylinder- und Kugelfunktionen führt, haben wir bereits erwahnt. Eine Reihe von 
- Spesialfällen solcher Entwicklungen ist bekannt. Für u — + 1/2 gehen diese Entwicklungen über 
in solehe von Produkten zweier Matuieuscher Funktionen nach Predukten von Zylinderfunktionen 
und trigonometrischen Funktionen, die ebenfalls viele bekannte Spezialfalle umfassen. 


Aachen, Institut fiir theoretische Physik der Technischen Hochschule. 


(Eingegangen am 4. 9. 1948) 


3) H. BATEMAN, Partial Differential Equations of Mathematical Physics. Cambridge 1932. 


S. 392. 
*) W. N. Barzey, Proc. Lond. Math. Soc. 41, 215 (1936). 
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Isotrope Vierflache 


Von WiLxELM BLascake in Hamburg 


1. Einleitung. Im folgenden bringe ich einige Bemerkungen über eine der ein- 
fachsten Figuren der Euklidischen Geometrie mit nur 2 Bewegungsinvarianten 
Sie hangt nahe mit der Figur zweier windschiefer Geraden zusammen und wurde 
gelegentlich schon von G. DarBoux betrachtet (7). 

Im Euklidischen €,,; seien 2x,. 2.2, Cartesische Zeiger!). Dann heiBe eine 
Ebene U, mit der Gleichung 





> Ut, = 0. 2 = 1 (1) 
isotrop, wenn der Vektor 
U; = {ue Ue, Us} | : (2) 
isotrop ist, das heiBt, wenn er à u; + 0) die Beziehung 
c= ue tuz +uzZ= (u,u;) =0 (3) 
besteht. Eine Figur aus vier isotropen Ebenen (j = 0, 1, 2,3) heiBe ein ssotropes 
Vierflach, wenn alle inneren Produkte (c,, = c,,) 


3 . 
Cys = cu, u, ) = Lu Usp + 0 (4) 


sind fiir r,s = 1.2.3: r 4:8, und die 4 Ebenen 1l, nicht alle durch einen Punkt 
laufen. so daB die Determinante U( der Matrix 1l aller u,, nicht verschwindet. 


Diese zunächst nur komplexe Figur lä$t auch eine reelle Deutung zu, wie wir 
spater (9) sehen werden. 


2. Normung. Zwischen den Dreiervektoren u, besteht die lineare Abhangigkeit 
, 
> vou; = 0, (5) 
0 
wenn v,, den Kofaktor von u,, in 11 bedeutet. Setzen wir 


vou; =u* | (6) 


*) Ausdrucksweise wie in W. BLascuke, Analytische Geometrie, Wolfenbüttel 1948. 
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und lassen wir die Sterne nachträglich wieder weg, so besteht zwischen den so 
--genormten” u,; die Abhangigkeit 


3 
Su, =0, (7) 
0 
und alle genormten v, werden cinander gleich 
V;0 = 0 + 0 . | (8) 


Die genormten u,, sind nur bis auf einen gemeinsamen l'aktor festgelegt. 
Durch inneres Multiplizieren (4) von (7) mit u, folgt 


Soy = 0, (9) 
| J3=0 ° ‘ 
und hieraus zusammen mit (3) | 
Crk = Cy, . (10) 


immer dann, wenn j,k.r,s cine Anordnung von 0,1, 2,3 bedeutet. Wir kénnen 
deshalb | 
Cor = Cas = 4 
Cong — Cg, — U2 , (11) 
os = Cig — Us 
abkiirzen. Dann wird 
WU) tw, + ws, = 0 (12) 
und w,; +0. Die 6 Verhältnisse w,:w, sind gleich den 6 Werten der Doppelver- 
haltnisse der 4 Punkte u, auf dem absoluten Kegelschnitt je nach ihrer Anordnung. 
Fiir die Determinante U ergibt sich jetzt nach (8) der Wert 
3 | 
U = v > Us, ~ (13) 
wenn Wir | 
Uo = Uy | (14) 


” abkürzen. 


3. Kantenlängen. Sind 1, Ul, zwei verschiedene isotrope und U,, U, zwei be- 
liebige Ebenen, so kann man die auf der Schnittgeraden U,, U, von ll,, U, ausge- 
schnittene Kantenlänge eindeutig durch 

 U 
ho... À. ee | 
01 Coe Cay + Coa C12 — Con Cas (15) 
erklaren (ho, + 4,5 = 0). Das bestätigt man etwa so. Zunächst ändert sich ho, 
nicht bei der Umnormang, wenn man nämlich u, ersetzt durch cu, mit c + 0. 
Dann ist Ay, bewegungsinvariant. Es geniigt also (15) zu bestatigen für die Ebenen 
U,. U, mit den Gleichungen x, + 1 x, = 0. 
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Mit der Normung von 2 ergibt (15) 


hor — hs = 9 is, (16 
Führen wir die Abkiirzung 
ho, = h; (lt) 
ein. so finden wir demnach fiir unsere 6 Kantenlängen . 
Roy = Res hy, ho = hg, = he, hos = Mis = hs: 
h, +ho +ha =O. (181 


] U 
uw". 


21 w, wee, / 


h, = 


4, Spiegelachsen. Die (iegenkanten ll, U, und 1, U, sind windschiefe, nicht 
isotrope Geraden. Zu ihnen gibt es einen Drilling sich paarweis rechtwinklig schnei- 
dender Achsen derart, daB durch Spiegelung (Drehung durch den Winkel x) an 
jeder dieser Achsen unsere beiden Geraden und damit auch unser isotropes Vier- 
flach in sich übergeht. Diese Drehungen bilden zusammen mit der Ruhabbildung 
die Vierergruppe von Bewegungen unseres Vierflachs. Die Achsenrichtungen sind 
zufolge unserer Normung u, + u,;. Führt man diese Achsen als Zeigerachsen ein. 
so finden sich für dic genormten u,, die Werte 


Ugg = tip. Ug, == — SING, Ugg ==— COSA, Ug = +i: 
Uog= tip, m= +S8ina, Us—= +cosa, t= +i; (19) 
Up = HP. Ug, = —SING, Us — + COSA, Ugg = — i; | 
Ugo = tip, Uy, = +S8ING, ty = —COSa, Ugg = —?. 


Für die Zeiger der Ecken x; unseres Vierflachs folgt daraus 





+t Se (2) 


th TP sin a - cos a 
te PP — a : + cé a | 
te | —P + — cone 
Aus (19) ergibt sich weiter 
Ww, = —2, we = 2 sin? a, wy = 2 costa (21) 


und fiir die Determinante aller U x, 


C = 16psinacosa. (22) 
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Demnach ist aus (18), (21), (22) 


_ _24P 2ipsina _ 2:p cosa ‘ 
h — | sina cosa’ ke = + cosa” hs = + sing - (23 
Umgekehrt ist daraus | 
2 2 hy 2 hy se he ; 
4p? = —h,hg, tg?a = ;", cos?a = — ;*, sm?a—— |’. (24) 
hg’. h, h, 


Entsprechend fiir alle 3 Paare von Gegenkanten: 


4 p? = —h,h,, 4p? = —hgh,, 4p? = —h, hy; 


ch h h (25) 
2q — 2 25. — 3 2q — 
tg* a, = ha’ tg* a, = hy? tg"as= , 
Dabei sind die Vorzeichen von a,, p, so aneinander gebunden: 
2iptga—h, 2iptga—h, 2iptgas—h. (26) 


5. Inhalt und Umkugel. Den Rauminhalts unseres isotropen Vierflachs be- 
rechnet man etwa aus (20) und findet mittels (23) 


hhh, 
84 


Für den Halbmesser r der ,,Umkugel‘‘, d. h. der Kugel durch die vier Ecken, ergibt 
sich aus (20), (23) 


PE — à (Iighy +hg hh, + hy hy) = 5 (hy? +g? + hot). (28) 


2 — 1. (27) 


& = 


Somit sind nach (18), (27), (28) bei gegebenen r, s die h; die Wurzeln der kubischen 
Gleichung 
h8—4r2h—3is=0. (29) 


Eine _Ankugel, die unsere vier isotropen Ebenen berührt, gibt es nicht. Jede iso- 
trope Tangentenebene einer Kugel geht nämlich durch ihren Mittelpunkt. Nach 
Voraussetzung haben aber unsere vier Ebenen Ul, keinen gemeinsamen Schnitt- 
punkt. 


6. Ausführliche Formeln. Drücken wir unsere Bewegungsinvarianten noch durch 
die genormten Ebenenzeiger u,, aus! Wir finden für die Cartesischen Zeiger der 
Ecken x, die Werte . 


ty =; j=0,12,3; 61,23 (30) 


und daraus fiir den Schnittpunkt m der 3 Spiegelachsen 


1 | 
mM, =— vv 2 Ve . (31 
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Für den Rauminhalt s unseres isotropen Vierflachs folgt aus (18, (27) 
1 U3 - 
&=), osc: c= 


> w? w2 102 
12 so? wi wo? 


oder in ungenormten u,, 


1 Ua D 
8 — ~ ; 87 
12 Cor Cas Cos Car Cos C12 ( 
Setzen wir ferner 
U . 
= ofp wtb wi (BH 
oder ungenormt 
U 
t = ee ——— tr 
Cor Can + Coca + os Cis ” (3) 
xo folgt fiir den Halbmesser r der Umkugel 
38 . 
PTE (36 


7. Bemerkuug von Darsoux. Für den Abstand au eines Punktes x von der 
Schnittgeraden 1, 1, findet sich 


À tog 2 aH 


2 __…. 
an? = 2 


’ %=1. (35) 


Co 
Dannch ist bei geeigneter Vorzeichenwahl 
| | DO O1 1 1 1: 
on 5 Fon Ga Moshe = jo, Fagg ayy = hy hy? À 


unabhangig von der Wahl des Punktes t, nur abhängig von der Stellung der li, 
Done hat im wesentlichen schon G. DarBoux bemerkt?). 


(38) 


4, Neue Deutung der Kantenlängen. Auf unsere Invarianten &, kann man auch 
aut folyende Art kommen. Auf der Kante U,U, nehmen wir einen beliebigen (eigent- 
lichen) unktyp,, an und nennen die Linge eines beliebigen Weges auf U,, der p,, mit 
i, wohindel 125 Dann tst 

LS, — LÉ +L — LS = L (39) 
anubhangy von der Wahl der Punkte p,, und threr Verbindungswege. Zum Nachweis 
jaactten wir zunächst. daB sich die Weglänge in der isotropen Ebene Ul, etwa 
durch die Mormel 

UgX dy = 5 Up ds (40) 
e¢uteutiy rklären 1aBt. Darin bedeutet u, wie bisher den Stellungsvektor von U1, das 
gun Meodukt dx das vektorielle und ds das skalare Bogenelement in U,. Somit 
[ut da on M, vin vollständiges Differenzial und wir haben durch Integrieren 


Up X [Elso = ? Uy L30 + (41) 
4) () lrummoux, Principes de Géométrie Analytique, S. 186. Paris 1917. 
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en wir ferner den Punkt p,, auf seiner Schnittgeraden 11, Ul, nach q, so 
ich (41) L um L, mit 


Ug X (4 — Por) = ? Up Ly. | . (42) 
achst Li? um L, mit | | 
Uy X (Pa — 9) = 7 uy, Ly. (43) 


(43) folgt aber L, = L, und somit bleibt L bei der Anderung von p,, 
Damit ist unsere Behauptung erwiesen. Verlegen wir nun insbesondere 
npunkte Po, Por, Pre, Pes der Reihe nach in die Eeken 22, 3, Lo, 11, S0 Wird © 


Lo = hy, Lit = — he, Lis = hy, LES = hg (44) 
C 
L=2h,. | (45) 
wir statt LZ ausführhch L,,., 80 wird entsprechend 
Lora = 2 hy, Logg, = 2 hg, Logie = 2 he ° (46) 


die gewiinschte neue Deutung der h, gewonnen. 


fiehungen zur Geometrie von Lacuerre. Wir bringen noch die ange- 
reelle Deutung der bisherigen Betrachtungen, und zwar mittels der Geo- 
n E. Lacuerre. Schneiden wir unsere 4 isotropen Ebenen U, mit einer 
en, nicht-isotropen Ebene @, so kônnen wir jede Schnittgerade U1? ,,rich- 
48 (15) und damit die Zuordnung zwischen den isotropen Ebenen UW des 
len gerichteten Geraden der ,,Grundebene“ G im allgemeinen eineindeutig 
Den isotropen Ebenen durch einen eigentlichen Punkt des ©,,; entsprechen 
ler Grundebene die gerichteten Tangenten eines gerichteten Kreises, der 
vt der Bewegungen des ©,,, die stetige Gruppe der Abbildungen von 
: in G mit den kennzeichnenden Eigenschaften, die gerichteten Geraden 
o die gerichteten Kreise untereinander zu vertauschen und die ,, Tangenten- 
s von gerichteten Kreisen zu erhalten®). | 

1 4 isotropen Ebenen entsprechen also in @ vier gerichtete Geraden U1), 
nittpunkten zu je dreien die gerichteten Kreise x}, die je 3 der gerichteten 
rleichsinnig beriihren, die h, sind die Entfernungen der Berührungspunkte 
f den 1°. | 


egenkantenpaare. Wir berechnen die Vektoren 





_ U; x Wy r uu, — UU; : | 
Ga = i cya » Oa = ic . (47) 

nen die Nenner zur Normung der inneren Produkte 
À Ga Ga) = 1 | (48) 


\GuERRE, 1880/1885, Werke II, S. 592ff. Ferner das unter 1) genannte-Bueh, Nr. 100. 
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neben 







GaGa > =9- a 


So ein Vektorpaar g:.g; kennzeichnet die gerichtete Kante U,U, Wir fin 
aus (19) 





do =  { 0 .—cosa. —sina}. go, = inter {0 , +sina, —cosa}, 

de = giglticosa, © . 1 } fu se {-i, 0 ,—cosa}, 

Gos = cual tisina, 1, 0 } de = cosa cosa {+i,+sine, 0 },@) à 
Qs= { 0 ,—cosa, +sina}, g,— p {0 , +8ina, +cosa}, 

st = sin a {-icosa, 0 . 1 } Qu ginatting (ti +8ina, +eosa}, 

ie = eualtésina. —1 , 0 que nr (ti time, © } 


Daraus folgt 
1 


Gee = 14 (Gnqn) (G10 + Ges) + # (Gio X Bas)} + 
Bu 1. Cucagy {Guo + es) — i (Gio X dead} + on | 
Be = Guns (Ga + Ge) +i (Gan X Ga}: 
Que = Dors {(Gor + Ges) — à (Gor X Ges)} 


und reihum in den Marken 1,2,3. Setzt man nach E. Srupy*) 


Ga = Ga + € Ga (32) 





mit 
e=0, (63) 
so genügen die ,dualen Vektoren” G,, nach (48), (49) den Gleichungen 
(Gp Ga) =1- (54) 
Die Formeln (51) gelten jetat auch, wenn man an Stelle der q,, die ,, einsetzt. 


11. Anwendung eines Übertragungsprinzips von E. Srupyt). Man kann jetzt 
bekannte Tatsachen über die Figur der g,, auf der Einheitskugel ( gg ) =1 
übertragen auf die Figur der Kanten G,, im Raum. So findet man z. B.5): 

+) E. Srupy, Geomotrie der Dynamen, Leipzig 1903, $ 23, oder etwa W. BLascuke, Vorlesun- 
gen fiber Differentialgeometrie, 4. Aufl. Berlin 1945, § 120. 

*) Den entsprechenden Satz der Geometrie auf der Kugel zusammen mit yerwandten Tat- 
suchen in dem unter *) genannten Buch von Darsoux, Chapitre VI. 
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+S sei H eine beliebige Gerade im Raum, die den absoluten Kegelschnitt nicht trifft 
Ye ,,, das gemeinsame Lot von $ und der Kante ©, unseres isotropen Vierflachs. 


gibt es ein rechtwinkliges Dreibein , 9’, H", derart, daB N, und N,, Spregel- 
> ean den Achsen $', H" sind, wenn j, k, r, s eine Anordnung von 0, 1, 2, 3 bedeutet. 


‘er entsprechende Satz auf der Einheitskugel hängt mit den konfokalen sphari- 
™ ,,Kegelschnitten“ zusammen, die die 3 Punkte g,,, g,, zu Brennpunktpaaren 
“n. Auch diese konfokalen Kegelschnitte lassen sich mittels des Übertragungs- 
‘Zips auf den Raum verpflanzen. 


(Eingegangen am 3. 3. 1948) 


Archiv der Mathematik, Bd.I, Heft 3. 14 


Eine Kennzeichnung der Kugel 


Von Wiinet Stss in Freiburg i. Br. 


1. Im Folgenden beweisen wir den Satz: 


Die Kugelfläche ist die einzige Eifläche, die mit jeder kongruenten 2ucammenjall. 
mit der sie vier nicht in einer Ebene gelegene Punkte gemein hat. Dieser Satz ist eine 
Verallgemeinerung eines Satzes von YanAGIHARA!). Er steht in Zusammenhang 
mit einer Vermutung von T. Bonnesen und W. FENCHEL®?), die die Kugel unter 
den Eiflachen dadurch kennzeichnet, da8 sie mit jeder kongruenten entweder keinen 
oder nur einen zusammenhangenden Schnitt hat. 


2. Dem Beweis unseres Satzes schicken wir folgenden ihm verwandten, mebr- 
fach bewiesenen *) Satz über ebene Eilinien voraus, für den wir eine kurze Begründung 
angeben: 

Der Kreis ist die einzige Eilinie, die mit jeder kongruenten zusammenfallt, mit 
der sie mehr als zwei Punkte gemein hat. 

Es sei E die Eilinie, B der von ihr berandete ebene Eibereich, S sein Flachen- 
schwerpunkt. Wenn jede Drehung um S die Eilinie Z in sich selbst iiberfiihrt, 
ist der Satz bewiesen. Wenn aber cine Drehung d um S die Eilinie Z in eine von £ 
verschiedene Lage EZ’ = d(£) brachte, so müBte EZ’ mit Æ mindestens zwei Schnitt- 
punkte gemeinsam haben. Nach Voraussetzung hätten £ und E° dann genau zwei 
Punkte {. V gemein. Dann aber verliefe £’ auf der einen Seite der Geraden UV 
ganz innerhalb £ und auf der anderen Seite von UV ganz auBerhalb £. Dies aber 
steht im Widerspruch dazu, daB der Punkt S seine Eigenschaft als’ Schwerpunkt 
von B auch bei der Drehung fiir B’ = d(B) beibehalt. £ muf also eine Kreislinie 
mit dem Mittelpunkt S sein, w. z. b. w. 


Die benutzte SchluBweise kann auch so formuliert werden: 


Geht ein ebener Eibereich durch Drehung um seinen Schwerpitnkt nicht in sich 
über, so haben die Randlinien des gedrehten und des urspriinglichen Bereichs mehr 
als zwei (also mindestens vier) Schnittpunkte miteinander gemein. 


1) YaxAGIHARA, A Theorem on Surfaces. Tohoku Math. J. 8, 42—44 (1915). 
2) T. Boxxesen—W. Fencuet, Theorie der konvexen Kürper, Berlin 1934, S. 141. 
3) Literaturangaben 1. c.?). 
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3. Zum Beweis des in 1 ausgesprochenen Satzes denken wir uns den Eikérper K 
um seinen Schwerpunkt beliebig gedreht. Ist K keine Kugel, so gibt es eine solche 
Drehung d, daB die Randflachen von K und d(K) sich durchdringen. Sind A, B,C 
drei nicht in gerader Linie gelegene Punkte dieser Durchdringungskurvef), so liegt 
nach Voraussetzung des Satzes in 1 jeder weitere gemeinsame Punkt der Rand- 
flachen in der Ebene ABC; die Durchdringungskurve ist also eben. Dann aber 


schlie8t man analog zu 2 wieder auf einen Widerspruch. K muvB also eine Kugel 
sein. 


4. Auf demselben Wege beweist man die entsprechenden Aussagen im n-dimen- 
sionalen Raum: 


a) Fallen zwei kongruente Eikérper des À, mit demselben Schwerpunkt nicht 


zusammen, so liegen die gemeinsamen Punkte ihrer Ränder nicht in einer (n — 1)- 
dimensionalen Ebene, 


b) Die n-dimensionale Kugel ist der einzige Eikôrper des R,, der mit jedem 


kongruenten zusammenfällt, mit dessen Rand sein Rand (n + 1) Punkte allgemeiner 
Lage gemein hat. 


(Eingegangen Sommer 1945) 


*) Der Durchschnitt der Ränder zweier Eibereiche mit gemeinsamen inneren Punkten liegt 


nur dann ganz auf einer Geraden, wenn einer der Bereiche im anderen enthalten ist. (Bemerkung 
von H. KNESER.) 
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Zur Projektivgeometrie der Flächenstreifen 


Von Gerrit Bor in Freiburg i. Br. 


1. Einleitung 


Unter einem Streifen versteht man eine Raumkurve, bei der an jeder Stelle 
eine Ebene gegeben ist, welche die Tangente der Kurve enthält. Wie wohl zuerst 
W. BLascuke hervorgehoben hat, gewinnen viele Sätze über Kurven auf einer 
Fläche an Deutlichkeit und Ubersichtlichkeit, wenn man sie als Eigenschaften 
solcher Streifen ansieht!). Das liegt daran, da8 zu jeder Kurve auf einer Fläche 
eindeutig ein Streifen gehért, dessen Ebenen die Tangentenebenen der Fläche in 
den Punkten der Kurve sind, der also, wie man auch sagt, die Flache-langs unserer 
Kurve berührt. 

Es liegt daher auf der Hand, diese Flachenstreifen auch vom Standpunkt der 
Projektivgeometrie besonders zu untersuchen?). In der vorliegenden Note geben 
wir eine Ubersicht iiber die wichtigsten Formeln und Ergebnisse dieser Theorie. 
Die Methoden sind dabei die gleichen, die sich auch zur projektiven Untersuchung 
der Kurven in der Ebene und im Raum als zweckm&Big erwiesen haben®). 

Die ebene Kurventheorie läBt sich übrigens auch als Sonderfall der Streifen- 
geometrie auffassen. Das soll hier allerdings nicht näher ausgeführt werden‘). 

Stellen wir die Kurve unseres Streifens wie iiblich in der Form 


L(t) = {xp(t), x (4), 220), z3(t)} (1) 
dar und die Ebenen mit Hilfe ihrer Ebenenkoordinaten durch 
X(t) = {Xo(t), Xi (4), Xo(t), Xs(2)} , (2) 
so gelten die Inzidenzbeziehungen 
X¥r=0, Xr'=0, (3) 


wobei der Strich Differentiation nach t bedeutet. 


Denn die Streifenebene X soll die Punkte r und r’ der Tangente der Streifen- 
kurve enthalten. 


1) Vgl. vor allem W. BLascake, Vorlesungen über Differentialgeometrie I, 3. Aufl, Berlin 1930. 

2) Wie mir erst bei der Korrektur bekannt wird, hat schon E. Cech: Courbes tracées sur une 
surface dans l'espace projective (Publ. Brno 1924, No 46), Fragen dieser Art behandelt. Nach 
dem mir allein zugänglichen Referat dieser Arbeit scheinen aber seine Untersuchungen in anderer 
Richtung zu gehen. 

3) Vgl. G. Bot, Einige neue Ergebnisse aus der Projektiven Differentialgeometrie der Raun- 
kurven, dieses Archiv, Bd. 1, 1—8, und G. Box, Eilinien und sextaktische Punkte, dieses Archiv, 
1, 94—101. 


4) Setzt man in unseren Formeln g = g = 0, so gehen sie in die der ebenen Kurventheorie über. 
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Aus (3) folgt 
X'r—0. (4) 
(3) und (4) besagen, daB der Streifenbegriff in sich dual ist, die Streifenebenen 
bilden eine Torse und jeder Punkt x liegt auf. der charakteristischen Geraden der 
zugehôürigen Ebene, also auf der Schnittgeraden mit der ,,unendlich benachbarten“. 


2. Begleittetraeder, Ableitungs- und Transformationsformeln 


Von jetzt an wollen wir voraussetzen, da überall auf unserer Kurve die Punkte 
tY,2" linear unabhängig sein sollen, so daB diese an jeder Stelle eine eindeutig 
bestimmte Schmiegebene besitzt. Die Streifenebene soll stets von der Schmieg- 
ebene unserer Kurve verschieden sein. ,,Schmiegstreifen“ sind also von der Be- 
trachtung ausgeschlossen. 

Sind diese Bedingungen erfüllt, so sind stets auch die Vektoren X, X’, X” linear 
unabhängig. Die Torse des Streifens hat also wohlbestimmte Kehlpunkte, diese 
sind vom jeweiligen Kurvenpunkt verschieden. 

Die Vektoren x(t) und X() lassen sich jetzt mit Hilfe einer Quadratur bis 
auf konstante Faktoren cindeutig so normieren, da8 


Xy=—1, Xr=0. 6) 
Setzen wir noch 
X'£—2a (6) 
und stellen die Schmiegebene der Streifenkurve dar durch 
B=K(g1,t), K konstantt), (2 
und den Kehlpunkt der Torse durch 
3= K-71 (2, ¥, 2’), (8) 
so gelten fiir die Punkte 
. t, t= Et, p= 2'—at, à (9) 
und fiir die Ebenen 
. X¥,T=2X, Y= #X—ok, 3° (10) 
die Produkttabelle 
Teltiv 3 
x 0 | 0 |-1 | 0 
z= 0 |—1) 0 | 0 : (1) 
y 10/0) 0. 
8 0 | 0 | o —1 





#) Die Klammer im rechten Glied stellt die dreizeiligen Minoren der aus den Vektoren x, t', 1" 
gebildeten Matrix von drei Zeilen und vier Spalten dar. Es ist also © 














| te % | 2 % A |% A % 
Zo = K | #' ty! #3 = — Kay! ty! al, Zy= K | my! 2! 2!) , Zy= — K | 2! a 2 
at xy 2 2 2 CE | aot at ay! 
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und die Determinantenregeln 
(t,t,9,3)=K1, (%,2,9,3)=—K. (22) 


Aus der Tabelle (11) geht hervor, daB die Punkte (9) und die Ebenen (10) die 
Ecken und die Seitenebenen eines Tetraeders sind, wir nennen es das zu unserer 
Darstellung des Streifens gehérige Begleittetraeder. 


Die geometrische Bedeutung von x, 3, X, 8 wurde schon angegeben. (x, t) oder 
(&. 8) ist die Tangente der Streifenkurve, dual dazu stellt (X, ©) oder (+, 3) die 
charakteristische Gerade der Streifenebene dar. Berührt der Streifen eine Fläche, s0 
ist diese Gerade zur Kurventangente konjugiert, wir nennen sie daher auch die 
konjugierte Streifentangente. 


Für unsere Vektoren gelten Ableitungsgleichungen von der Form 


(14) 





Andert man die Konstante K in (7) und (8), setzt also 


b= C3, B=c18, c konstant (15) 
so wird 
g=cig, G=c9, : (16) 
während a und À ungeändert bleiben. 


Von grundlegender Bedeutung ist das Verhalten unserer GrüBen bei Parameter- 
transformation. Ist | 


a ds 1 y " 
t={(t*), PO= a A= FE (li) 
so bleibt die Normierungsbedingung (5) erhalten, wenn wir 

Maer, Xt=pXx : (18) 


setzen. Wenn wir K festhalten, gelten dann fiir die Vektoren des Begleittetraeders 
die Transformationsformeln 





= —t r= pk 

de a=t4+2Az T'=T+24% (ay) 
y* =~ (y +24t +2 4*2) P= pt (D +2AT +2 A*X) 

a =3 8* =. 


Weiter ist 
at =? 42A'—24%), t= qh, gt pig, G* =~ 2g. (2%) 
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g = 0 bedeutet, daB die Streifenkurve eben, g = 0, daB die Torse des Streifens 
ein Kegel ist. Im folgenden setzen wir der Einfachheit halber voraus, daB g und g 
von Null verschieden sind, viele Sätze und Formeln gelten aber auch in diesen 
Ausnahmefällen. 


3. Schmiegkegelschnitt, Schmiegkegel, Schmiegquadrik 
Ist p ein beliebiger Punkt des Raumes und 


P= Pol +r, t+ pe) +73, (21) 


so nennt man D, P1: Ps, Pa die lokalen Koordinaten des Punktes p in unserem Be- 
gleittetraeder. Für »* ist 


Po = 2 4°, py = 2A, Pa = 1, pg = 0. | (22) 


Der Ort aller Punkte * an fester Stelle des Streifens ist also ein Kegelschnitt 
in der Schmiegebene der Streifenkurve, den wir den Schmiegkegelschnitt des Streifens 
nennen. Ist die Streifenkurve eben, so fällt er mit dem Schmiegkegelschnitt dieser 
Kurve zusammen. | 

Ebenso hüllen die Ebenen ¥)* an fester Stelle des Streifens einen quadratischen 
Kegel ein, dessen Spitze im Kehlpunkt der Streifentorse liegt und den wir den 
Schmiegkegel des Streifens nennen. 

Der Schmiegkegelschnitt liegt auf dem Schmiegkegel. 

Die Gleichung 


~ 


2 Po P2— P1*— Ps? = 0. (23) 


in lokalen Koordinaten stellt eine Quadrik dar, die wir die Schmiegquadrik des 
Streifens nennen. Sie berührt den Schmiegkegel lings dem Schmiegkegelschnitt. 

In den folgenden Sätzen sind geometrische Definitionen dieser Figuren ent- 
halten: 

Jede Quadrik Q, die die Streifenkurve in vierter Ordnung berührt und fiir die die | 
Tangente der Streifenkurve in der Polarebene des Kehlpunktes 3 liegt, schneïdet in der 
Schmiegebene den Schmiegkegelschnitt aus. Insbesondere gilt das, wenn Q ein Kegel 
ist, dessen Spitze auf der konjugierten Streifentangente oder spezieller im Kehlpunkt 3 
selbst liegt. Im letzten Fall ist Q der Schmiegkegel des Streifens. | 

Ebenso gelten die dualen Sätze, also insbesondere: 

Schneidet man die Torse des Streifens mit der Schmiegebene der Streifenkurve, 
so ist der Schmiegkegelschnitt des Streifens gleichzeitig Schmiegkegelschnitt dieser ebenen 
Schnittkurve. 

Ist » = 0, so berührt der Schmiegkegel die Streifenkurve in fünfter Ordnung. 
Dieselbe Bedingung bedeutet, daB die Streifentorse den Schmiegkegelschnitt in 
fünfter Ordnung berührt. Eine Stelle, an der 4 = 0, nennen wir daher einen sez- 
taktischen Punkt des Streifens. Gelegentlich sprechen wir auch von einem Koinztdenz- 
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punkt, der Name wird später begriindet werden. Verschwindet À überall, so sprechen 
wir von einem Koinzidenzstreifen. 

Für die Schmiegquadrik ist kennzeichnend, da8 sie den Streifen in dritter Ord- 
nung berührt. Diese Definition bedarf einer Erläuterung: Bekanntlich liegen die 
‘Punkte q und r dann und nur dann konjugiert in bezug auf die Quadrik 


0 
2 ayt;t,=0, a,=a,; (24) 
oder k= 
(£, £) =0,°) (25) 
wenn 
(q,t) = » 4,9;7,= 9. (26) 


Setzen wir 


A) = (EC), gt) 


fa(t) = (x), t(t)) (27) 
fg(t) = (tr, 3) , 
so bedeutet 
fi (to) =0, fa (to) =0, Is (ty) = 0, ” (28) 


da8 die Quadrik (24) im Punkte r(t,) die Streifenebene X(¢,) berührt. Denn jeder 
Punkt von X(t.) ist zu x(f,) konjugiert. 

Wenn nun an der Stelle é auch die Ableitungen der Funktionen /,(?) bis zur 
n-ten einschlieBlich verschwinden, so sagen wir, daB unsere Quadrik den Streifen 
in n-ter Ordnung berührt. 

Es scheint auf den ersten Blick verwunderlich, daB es eine Quadrik geben soll, 
die den Streifen in dritter Ordnung beriihrt. Denn versucht man, eine Quadnk m 
bestimmen, die auch nur durch drei vorgegebene Punkte hindurchgeht und dort 
vorgegebene Tangentenebenen hat. so hat diese Aufgabe im allgemeinen keine 
nichtentartete Lôsungf). 

Die Quadrik, die einen Streifen an einer Stelle in dritter Ordnung berührt, ist also 
nicht die Grenzlage der Quadrik, die den Streifen in vier verschiedenen Punkten berührt. 
Letztere ist im allgemeinen gar nicht vorhanden. 

Wir heben dies hervor, weil vielfach der Brauch besteht, Aufgaben beiderlei 
Art als selbstverständlich gleichberechtigt zu betrachten. In Wirklichkeit besteht 
eine solche Gleichberechtigung zwar bei vielen einfachen differentialgeometrischen 
Fragen, aber keineswegs allgemein. Hierfiir liefern unsere Streifen ein aufschluf- 
reiches Beispiel?). 

| 5) Fiir diese Schreibweise vgl. W. BLascukE Projektive Geometrie, Wolfenbüttel 1947. 

6) Vom Schnittkegelschnitt mit der Ebene durch die drei Punkte sind die Tangenten in diesen 
drei Punkten vorgeschrieben. Im allgemeinen gibt es aber keinen Kegelschnitt, der diesen Be- 
dingungen geniigt. 

7) Auch bei Raumkurven lassen sich ahnliche Erscheinungen beobachten. Darauf hoffe ich 
an anderer Stelle zurückzukommen. 
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Will man die Schmiegquadrik als Grenzlage erklären, so muB man die Be- 
dingungen abschwächen: 

Die Schmiegquadrik ist Grenzlage einer Quadrik, die durch vier Punkte der Streifen- 
kurve hindurchgeht und in einem dieser Punkte die Streifenebene, in der anderen die 
konjugierte Streifentangente berührt. 

-Man sieht leicht, daB durch diese Bedingungen eine Quadrik eindeutig fest- 
gelegt wird. 

Die Schmiegquadrik berührt im allgemeinen die Streifenkurve in vierter Ord- 
nung und wird von der Torse des Streifens ebenfalls in vierter Ordnung beriihrt. 

Ist À = 0, so sind diese Berührungen von fünfter Ordnung. Die Schmiegquadrik 
berührt aber den Streifen dann und nur dann in fiinfter Ordnung, wenn 


h=0, (2): =o. (29) 


Gilt (29) überall, so ist die Schmiegquadrik fest. 

Die Bedingungen (29) kennzeichnen also die Streifen, die auf einer Quadrik liegen. 

Diese ist vom Typus des einschaligen Hyperboloids, wenn g und g entgegen- 
gesetzte Vorzeichen haben, vom Typus des Ellipsoids, wenn g und g dasselbe Vor- 
zeichen haben. Auch im allgemeinen Fall wird der Typus der Schmieg quadrik 
durch diese Regel festgelegt. 

h=g — 0 kennzeichnet die Streifen auf den quadratischen Kegeln, h = 9 = 0 
die Streifen, deren Kurve ein Kegelschnitt ist. 


| 4, Die Fläche der Schmiegkegelschnitte 
Die Gesamtheit aller Schmiegkegelschnitte unseres Streifens bildet die Fläche 
H(t, 4) = pD* = D) +2 4 tlt) +2 AP xt). (30) 
é und A sind Parameter auf dieser Fläche, die Kegelschnitte sind die Parameter- 
kurven ¢ = konst. 
Eine Kurve auf der Flache, die jeden Kegelschnitt nur einmal trifft, läBt sich 


in der Form 
A = F(t) (31) 


darstellen. Ist dann ¢* = f(t) eine Lôsung der Differentialgleichung 


> 2 =4=F), = 3 


p di (82) 


für ¢* als Funktion von ¢, so besteht die Kurve (31) aus den Ecken y* der zum 


Parameter t* gehérigen Begleittetraeder. 
Besonders wichtig sind die Parameter ¢*, fiir die 


a =0, | (33) 
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also nach (20) 


1 


A'— 412 — Ja. ET 


Sämtliche Parameter t*, für die (33) gilt, gehen durch gebrochen lineare Trans- 
formationen aus einander hervor. (33) definiert also auf dem Streifen einen invarianten 
projektiven Parameter. 

Die zu diesen Parametern gehürigen Kurven (31) bilden auf der Flache (30) eine 
Kurvenschar, durch jeden Punkt der Fläche geht genau eine derartige Kurve. 
Ist der Parameter? schon so gewählt, da8 a = 0, so beschreibt t(t) eine solehe 
Kurve. Ihre Tangente im Punkte y geht nach (13) durch den Punkt 

a=gà+ht. (35) 

Nun ist aber a wegen (19), (20) invariant gegen Parametertransformation. 

Die Tangenten unserer Kurven in den Punkten eines Schmiegkegelschnittes 
gehen also alle durch diesen Punkt a. Wir nennen unsere Kurven deshalb die 
Zentralkurven der Fläche (30) und a das zur Streifenstelle gehôrige Zentrum. 

Die Zentralkurven bilden die Schmiegkegelschnitte projektiv aufeinander ab. Denn 
(34) ist eine Riccatische Differentialgleichung für A. 

Das Zentrum liegt auf der konjugierten Streifentangente. Es fallt dann und nw 
dann mit dem Kehlpunkt 3 zusammen, wenn die Streifenstelle sextaktisch ist. 

In diesem letzten Fall wird die Fläche (30) offenbar längs dem Schmiegkegel- 
schnitt vom Schmiegkegel berührt. 

Tet überall h = 0, 80 wird die Fläche (30) von den Schmiegkegeln des Streijens 
eingehaillt. 

Im allgemeinen hiillen die Schmiegkegel des Streifens eine von (30) verschiedene 
Fläche ein, jeder Kegel berührt diese lings ihrem Schnitt mit der Zentralehene 


A=GZ—h¥, (36) 

die dem Zentrum dual entspricht. Sie enthält die Tangente (x, t) der Streifenkurve. 

Ist h = 0, so fallt die Hüllfläche der Schmiegkegel mit der Fläche (30) der 
Schmiegkegelschnitte zusammen. 

Wir nennen deshalb diese Streifen auch’ Koinzidenzstreijen. 

Bei einem Koinzidenzatreifen bildet jede Schar von Asymplotenlinien der Fläche 
der Schmiegkegelechnitte diese Kegelschnitie projektiv auf einander ab. 

Allgemein gilt weiter der Satz: 

Die Zentralkurven bilden mit den Schmiegkegelschnitten ein konjugiertes Netz. 
Eine der beiden LapLacE-Transformierten dieses Netzes ist entartet in die vom Zen- 
trum a erzeugte Kurve a (t). Die andere liegt auf der Tangentenfläche der Streijen- 
kurve, den Schmiegkegelschnitten entsprechen dabei die Tangenten. Die nächste Trans- 
formation in dieser Richtung ist in die Streifenkurve selbst entartet. 
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Duale Satze gelten für die von den Schmiegkegeln eingehiillte Fläche. 
Die Schmiegquadriken eines Streifens hiillen im allgemeinen zwei Flachen ein, 
die von Kegelschnitten in den Ebenen 


0 = 2h p,? + (2) "Ps (37) 

erzeugt werden. 
Diese Ebenen enthalten die Tangente der Streifenkurve. Sie trennen die Streifen- 
ebene harmonisch von der Schmiegebene der Streifenkurve. Sie sind reell, wenn À 


und (2) ’ entgegengesetztes Vorzeichen haben, und konjugiert komplex, wenn diese 
g 


‘GréBen das gleiche Vorzeichen besitzen. 

Bei den Koinzidenzstreifen fallen beide mit der Schmiegebene der Streifenkurve 
zusammen, hier ist also die Flache (30) der Schmiegkegelschnitte die einzige Hiill- 
flache der Schmiegquadriken. 


5. Bifleknodalstreifen 


Im Vorangehenden wurden schon einige wichtige Klassen spezieller Streifen 
angegeben. Eine weitere enthalt die Streifen, fiir die 
9 _z 


g 
konstant ist. 


Geometrisch sind diese Streifen dadurch gekennzeichnet, daB eine Regelfläche 
hindurchgeht, auf der die Streifenkurve doppeltzählende Fleknodalkurve ist*). 

Für diese Streifen läft sich bemerkenswerterweise leicht ein Satz ,,im Gro8en™ 
beweisen, nämlich: 

Ein geschlossener Bifleknodalstreifen, dessen Kurve von jeder Ebene in hôchstens 
drei Punkten getroffen wird, hat mindestens acht sextaktische Stellen. 

Das ergibt sich mit Hilfe einer Methode von G. HerGLoTz aus der für jeden 
Abschnitt eines solchen Streifens gültigen Integralformel: 


nu _ 
[h x,?(t) dt = (2 T'Y; — t,? K”! 2 À) | ° 
t 


Die Nummer i bezeichnet hier eine beliebige der vier projektiven Koordinaten des 
Raumes. , 

Dual dazu gilt dieselbe Eigenschaft natiirlich fiir geschlossene Bifleknodal- 
streifen, deren Torse durch jeden Punkt hôüchstens drei Ebenen hindurchschickt. 


(Eingegangen am 24. 1. 1948) 


————— 





*) Vgl. dazu die demnächst in dieser Zeitschrift erscheinende Note: Streifen auf einer Fläche 
im projektiven Raum. 


Invariantentheorie der Raumkurven 
im vierdimensionalen projektiven Raum 


Von WALTER STAKOWSKI in Oberwolfach 


Sei uns im vierdimensionalen projektiven Raum ein Kurvenstiick ohne stationäre 
Schmiegebene 
Lt) = { xo(t), 2, (), za(t), rat), ze) } (D 
gegeben. . 

Die Darstellung (1) ist kemeswegs eindeutig festgelegt: vielmehr läBt sie noch 
folgende Abänderungen zu. I. Umnormung: 


u(t) = elt) z(t), oft) + 0 (2) 
II. Parametertransformation: 
t=/(*), gs +0. G 
Offenbar ist bei I 
(X. 2), Lu Tu Lun) — o° (£, Un Lin Lier Tu)») (4) 


dagegen bei II 
dt \10 _. 
(Es Les Levees Levees Erosegere) = (sis) "(Ls Les Len Eu Tu) (3) 


Durch geeignete Umnormung kénnen wir stets erreichen, daB das linke Glied in (4) 
eine von Null verschicdene Konstante wird. Denken wir uns schon die Darstellung 
(1) so eingerichtet; dann ist also (£, x’, x”, x’, '*) = K + 0. Soll diese Normierung 
bei Parametertransformation erhalten bleiben, so miissen wir jede Transformation (3) 
mit einer gecigneten Umnormung (2) koppeln. Dazu setzen wir 


t= (sis) 7 = Pt, on = 9) (6) 
Die kombinierte Transformation (3) und (6) nennen wir eine Sterntransformation’). 
Eine Grope B, für die bei Sterntransformation gilt B* = f"" : B= og" B, nennen 
uir eine Halbinvariante vom Gewicht m. 
Der Vektor x ist also halbinvariant vom Gewicht — 2. 


1) Die Klammern stellen, wie üblich, Determinanten dar. 
2) Vgl. auch G. Box, Über einen neuen Aufbau der projektiven Flachentheorie. Commentarii 
Mathematici Helvetici 18. 129—153 (1945/46). 
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Differenzieren wir (x, x’, 2”, x’, x) = K, so ergibt sich (r, x’, 2”, x’, r”) = 0; 
d. h. die Vektoren x, x’, x”, x’ und x* sind linear abhängig. Wir setzen 


ev = ar’ + dz" +erx +t. (7) 


(7) heiBe die zum Parameter t gehôrige Grundgleichung der Kurve. Es folgt sofort: 


Zwei Raumkurven x(t) und x(t) kénnen dann und nur dann so aufeinander projek- 
ésv abgebildet werden, daf sich Punkte mit gleichen Parameterwerten entsprechen, wenn 
für sie die Funktionen a(t), d(t), e(t) und g(t) übereinstimmen. 


Wie G. Bot in seiner Arbeit ,,Invarianten linearer Differentialgleichungen ‘‘*) 
inzwischen bereits n-dimensional gezeigt hat, wie man aber auch direkt nachrechnen 
kann, gibt es ein eindeutig bestimmtes System linearer Differentialgleichungen 
erster Ordnung, das für x, = x die Grundgleichung liefert und fiir das besonders 
einfache Transformationsgleichungen gelten. Es ist dies das System der Ableitungs- 
gleichungen 


y=t 
'=y +4ar | 
D=3 +6at—2b¢ (8) 
à —=p +6ay—3bt+ pz 
p’=4a;—2by+ ut +crx 
Es wird 
d= 300’ — 7b 
e= 2u + 180"—64a* — 70’ | (9) 


g=c+u — 2b" + 16ab—64aa + 4a’” 
Hieraus kann man d, e, g als Funktionen von ¢ eindeutig berechnen. Das lineare 
System (8) ist also durch die Grundgleichung eindeutig bestimmt. 


Die Punkte gz, t, D, 3, p bilden ein Begleitsimplez. Die Gileichungen (8) sind die 
zugehôrigen Ableitungsgleichungen. 


Die Hyperebenenkoordinaten der Schmieghyperebenen X (t) der Raumkurve | 
kann man entsprechend behandeln. Das zugehôürige lineare System hat dann die Form 


x= 
= +4a% 
Y=8 +6aT+2bX (10) 


B=PF +6a9+3bT+ux 
RW’ = 4084+ 25N+ nT —ck 


Es unterscheidet sich also von (8) nur dadurch, daB b in — b und c in — c iibergeht. 


3) Verôffentlicht im Bericht über die Mathematiker-Tagung | in Tübingen vom 23. bis 27. Sep- 
tember 1946. 
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we 1 og à ao à 
Setzen wir weiter d= , - , So wird bei einer Sterntransformation 


= tr 

tt=gt (t+447x) 

y*=@ (y + 64 t + 12 A? yz) (ui 
a = pl +645+ 18 Att + 24437) : 





pt = p?(p + 44 3 + 12 425 + 24 49t + 24-At 4) 
Die Gleichungen in Hyperebenenkoordinaten lauten ganz entsprechend. Weiter gilt 


a* = gy *(a+ A’— A?) o* = pb 
w= ote = ge 


CRETE: 
ÆTD8P= & 


Ferner gilt die Produkttabelle 


(2) 


k= k (xt, 8) (B) 


0 0/-10 . (14) 


ses 
s 


Aus jeder Formel in Punktkoordinaten erhält man nach dem Schema 


BLD a Ra du 4) (a) 
&,T, 9, 8, P,a, —0b,u, —c, À 


die entsprechenden in Hyperebenenkoordinaten. Denn diese Regel gilt für dit Ab- 
leitungs- und Transformationsgleichungen und ist daher ‘auch für alle daraus ab- 
geleiteten Beziehungen richtig. 


Der Punkt 
LH — vo () E (6) + v1 (€) EC) + 2 (0) D (D + vs (6) 8 (0) + url 
ist dann und nur dann stationär, wenn 


—tw +e%w=4tan—2bu+ urs+ ct 


—w'+onu— v+6anu—3bu+uu 
— vy, +er%= n+6an—2bu 
—vy +o%= %+4ay 


—u+eu—=  % 
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n erhält diese Bedingung durch Ausschreiben der Stationäritätsbedingung 
= ov mit Hilfe der Ableitungsgleichungen (8). o ist hier eine beliebige Funktion 
Lt. | | 

Jeden Punkt des Raumes kénnen wir aus den Vektoren des Begleitsimplex linear 
nbinieren: etwa 


D = UE ++ VU + G+ Up 
21, Ug, Va, VU, nennen wir die lokalen Koordinaten des Punktes bv. 


Wir gehen von einem festen Kurvenpunkt aus, dem wir der Einfachheit halber 
1 Parameterwert ¢t = 0 erteilen und stellen die lokalen Koordinaten der Kurven- 
nkte in der Umgebung dieser Stelle durch Reihen dar. Wir finden aus den Ab- 
tungen mit Hilfe der Taylorentwicklung fiir die Koordinaten p, (i = 0, 1, 2, 3, 4) 
= Punktes x (t) gewisse Reihenentwicklungen, aus denen wir 


280 
2 = 4p) Pa — 4P Ps + 272 = 3, cP —.... (16) 
den. Das bedeutet, daB die Hyperfläche 2. Ordnung : 
$2 = 4 po Pa — 4p, Ps + 2 Pi = 0 | (17) 


Kurve neunpunktig berührt. Analog zu den lokalen Punktkoordinaten kénnen 
auch lokale Hyperebenenkoordinaten einführen. Ist : 
A—=aX*+a T+a + as 8 + a f, 

ind Ag, As 4g, 23, @, die lokalen Koordinaten der Hyperebene À. Schreiben wir 

die Gleichung (17) auf diese Hyperebenenkoordinaten um, so erhalten wir 

4a,a,— 4a, az + 2a = 0, 

die zu (17) analoge Formel in Hyperebenenkoordinaten. Nun gilt aber analog 

(16) 
ao; — 4a,a,+ 2 a = — “ar CB — wees 

sere Hvperflache hat also auch neun aufeinanderfolgende Schmieghyperebenen 

der Kurve gemein. Also: | 


Die Hyperflache 2 = 0 hat neun aufeinanderfolgende Punkte und neun Schmieg- 
terebenen mit der Kurve gemein. Wir nennen Q die ,,Mittelfläche“. Gilt noch c = 0, 
hat sie sogar zehn Punkte und Schmieghyperebenen mit der Kurve gemeinsam. 


Mit Hilfe der Stationäritätsbedingungen stellt man noch leicht fest: 


Ist b =c = 0, dann ist die Mittelfläche sogar fest. D. h. die ganze Kurve liegt auf 
er festen quadratischen Hyperfläche (nämlich 2) und überall fallen Schmieghyper- 
me und Tangentenhyperebene zusammen. 
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Wir zeigen noch: b = « =c = 0 kennzeichnet die Kurven vierter Ordnung. Gilt 
namlich fiir eine Kurve a = b = p =c = 0, 80 folgt aus (8) x’ = 0. Die Koordi- 
naten sind dann Polynome vierter Ordnung in ¢; die Kurve ist eine Raumkurve 
vierter Ordnung. Gehen wir umgekehrt von der Darstellung 

r(t) =a,+ a,¢+ a, t+ ast? + a, tt 
einer Raumkurve vierter Ordnung aus, wo die a, linear unabhängige Punkte des R, 
sind, so gilt x‘ = 0. Nach (7) ist dann a — d —e —g =0; dh. aber nach (9) 
b= nu —=C— 0. 

Betrachten wir die Gesamtheit aller zu verschiedenen Parametern gehürenden 
Begleitsimplexe in ihrer Abhängigkeit von A und t. Die Ecken dieser Simplexe 
werden durch 

p(4,) = p + +4 3 + 12 425 + 24 4A3t + 24 Atr 

3(4,t) = 3 + 6 À D + 18 A%t + 24 43r 

y(A,t)=yn+6At +12 4?r 

t(4,)=t+4Ar 

£ (4, th= 7 
dargestellt. Hieraus leitet man sich sehr leicht die Ableitungsgleichungen fiir Di- 
ferentiation nach A und t her und unter Beachtuug von (15) erh&lt man die ent- 
sprechenden Formeln für die Hyperebenenkoordinaten. Natürlich gelten auch für 
die quergestrichenen GrüBen die Determinantenregeln (13) und die (14) entsprechen- 
de Produkttabelle. 

Die geometrische Deutung des hier entwickelten Formelapparates erfolgt in 
einem zweiten Referat‘). 


(Eingegangen am 30. 12. 1947) 


ee eee —— 


4) Erscheint im nachsten Heft dieses Archivs. Beide Noten zusammen enthalten eine Kur:- - 
fassung der Freiburger Dissertation des Verfassers. 








Die Existenz irreduzibler analytischer Flächen, welche sich über 
den Rand eines gegebenen Regularitätsbereiches nicht 
fortsetzen lassen‘) 


Von WoLrcanc Rotustein in Wiirzburg 


Die Ahnlichkeit zwischen den Singularitätentheorien bei analytischen Funktionen 
und analytischen Flächen trat zuerst in dem folgenden Ergebnis von THULLEN?) 
hervor: ,,Besitzt die analytische Fläche % in der Umgebung des analytischen Flächen- 
sticks @ hichstens auf G wesentliche Randpunkte, so ist entweder % iiberall auf 
% algebraisch, oder aber ganz @ besteht aus wesentlichen Randpunkten von %.“ 
Diese Analogie haben wir in einer bisher nicht verdffentlichten Arbeit weiter ver- 
folgt. Es zeigt sich, da8 bezüglich der Fortsetzbarkeit analytischer Flachen min- 
‘destens vierter Dimension die Verhältnisse ganz ähnlich liegen wie bei den analyti- 
SChen Funktionen. Dabei stieBen wir auch auf die Frage: ,,Gibt es in jedem Re- © 
Sularitatsbereich B des R,, eine in B algebraische (2n — 2)-dimensionale analytische 
Fläche, die sich nirgends über den Rand von 8 fortsetzen la8t ?” Für analytische 
Polyeder konnten solche Flachen mit Hilfe des Riemannschen Abbildungssatzes 

©Onstruiert werden. Aber für andere Bereiche versagt das Verfahren. Hier soll 
Un die Existenz derartiger Flachen für beliebige Regularitätsbereiche bewiesen 
Werden. Wir setzen der Einfachheit halber voraus, daB 8 schlicht und beschränkt 
'St_ Wesentlich für den Beweis ist nur, daB % sich in einen ganz umfassenden Be- 
r€ich $ einbetten la8t. Doch wollen wir uns mit dieser Verallgemeinerung nicht 
ESehäftigen. : 
Es sei also B mit dem Rande & ein schlichter beschränkter Regularitätsbereich 
des R,,; die Funktiong(z,,...,2,) môge in 8 regular und eindeutig und nicht 
Siastant sein. Wir betrachten die a-Flächen g — a — 0. Um die Ergebnisse ein- 
hh aussprechen zu kônnen, sollen diejenigen a ,,Ausnahmewerte“ heiBen, für welche 
We niigstens eine der irreduziblen Komponenten von g — a = 0 iiberhaupt irgendwo 
“ber g hinaus fortgesetzt werden kann. Ist a, kein Ausnahmewert, so sind folglich 
alle Komponenten von g — a, = 0 Flächen der gesuchten Art. 


1) Herrn Prof. H. Kneser bin ich für wertvolle Ratschläge bei der Drucklegung der Arbeit 


mkbar. 
2) P. THULLEN, Über d. wesentlichen Singul. anal. Funkt. u. Flächen usw. Math. Ann. 111 


(A 936) 


Archiv der Mathematik, Bd.I, Heft 3. 15 
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LD efinition 1: a’ ist Ausnahmewert von g(z,....,2,) bezüglich B, wenn es einen 
Randpunkt R.. von $. eine Umgebung U(R,,) und eine Funktion G_,(z,.....:,! 
yrvat folgenden Eïigenschaften gibt: 
1. €, wt in WR) regular und cindeutig. 
D Cr (Ry = 0. 
33. Die Flache G,, = {GC = 0} ist in R,, irreduzibel und besteht in U(R,,) aw 
cinem Stick. 
4. Ist Y irgendeine Umgebung von Ry. so gibt es innerhalb BY auf G, dev 
sin (2n — 2)-dimenstonales Stück q,.. in dessen Punkten g = a’ ist. 
Wir treffen noch eine weitere Festsetzung. welche fiir unsere Zwecke geniigend 
allgemein ist. 


Definition 2: g(z,.....2,) hetBt über den Rand von 8 hinaus fortsetzbar, wenn 
es einen Randpunkt R von SX. eine Umgebung U(R). ein & > 0, eine Zahl C und 

eine Funktion H (ww, 2,.....=,) gibt, so daB gilt: 

1. H ist regular und eindeutig in: (z) aus U(R):  —C'<e. 

2, Ex gihtin BON cine stetige Kurve L. welche in R mündet. Auf L ist |G—C'<e. 


3. Ex gibt einen inneren PunktQ von L und eine Umgebung U(Q), tn welcher die 
Identitat H(g(2.....:,).2....3,) = 0 erfüllt ist. | 


Unser Ziel ist der Beweis von 


Satz 1: Sind sämiliche Punkte eines Kreises K der a-Ebene Ausnahmeverie, 
so läBt g sich über R hinaus fortsetzen. 


Diese Aussage kann verscharft werden zu | 
Satz 2: K sei eine abgeschlossene Menge der a-Ebene von positiver Kapazitaf). 
Sind alle Punkte von K Ausnahmewerte. so laBt g sich über Bt kinaus 


fortsetzen. 


Zu jedem Regularitätsbereich gibt es bekanntlich Funktionen, deren Nullstellen- 
flächen sich überall gegen den Rand haufen. Diese sind also gewi8 nicht über den 
Rand hinaus fortsetzbar. Ist f eine solche Funktion und K die Menge der Ausnahme- 
werte von /. so muB nach Satz 2 jede abgeschlossene Teilmenge K’ von K die Ka- 
pazitat Null besitzen. A muB also die ,.innere Kapazität* Null haben. Da alle 
f — a, = 0 Flachen vom gesuchten Typ sind. wenn a, nicht ‘Ausnahmewert ist, so 
ist damit die Existenz der fraglichen Flachen gesichert. 


Die Beweise beider Satze sind fast gleichlautend. Sie unterscheiden sich nur 
in den benutzten Hilfssätzen. Wir brauchen die Sätze A und B für Satz 1, die 
Sätze C und D fiir Satz 2. 


3) R. NEVANLINSA. Eindeutige analytische Funktionen, S. 119. J. Springer, Berlin 1936. 


e 
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tz A‘): Der Kreis K sei die Vereinigungsmenge der Punkimengen Nr) 


tz B: 


Wels: 


(v=1,2...). Dann gibt es einen Kreis K, in K und ein v,, so daB 
N(»,) in K, dicht liegt. 

9 sei ein den ZylinderE = {j2,| < 1;i— 1,...,n} umfassender schlichter 
Bereich des (z,,... 2,)-Rawmes und N eine in |w| < 1 dichte Punkt- 
menge. Ferner gelte: 

1. f(w, 2,,....2,) ist in fw| <1; (2) aus © regular. 

2. Für jedes feste c aus N ist die Funktion f(c, 2,,...,z,) in À unbe- 

schrankt regulür fortsetzbar. 

3. Bet beliebiger Fortsetzung in A bleibt |f(c, 21,...,2,)| << M fir alle 
- ¢ aus N (M von c unabhängig). 

Dann ist f(w,2,,....2,) in: |w| <1; (z) aus A unbeschrankt regular 

fortsetzbar. 

Ist A ein Zylinder |z,| < q,; (a > 1) und wird (we, Z-..,2,) in 
ol <1; 12, < 1 durch eine Reihe >a, __, (w)- 2}... 27" dargestellt, so 


gilt für allec aus N wegen 3. die Abschätzung |, (c)|< - — + 


Da die a(t) in |w| < 1 regular sind und die c dort dichtliegen, über- 
trägt sich diese Ungleichung auf alle w aus |w|< 1. Die Reihe kon- 
vergiert daher gleichmäBig und absolut für alle |w| < 1;(2) aus 2%. 
Also ist f dort regular. 

Für beliebige À folgt der Satz durch wiederholte Anwendung des 
eben bewiesenen Sonderfalles. 9{ braucht nicht vom Zusammenhang 
der Kugel zu sein. | 


zeichnung: Die aus der Menge N durch Hinzunahme der Häufungspunkte 


tz C: 


wels: 


entstehende abgeschlossene Menge sei [N’]. Hat [N] die Kapazitat k, 
so sagt man: N hat die äufere Kapazitat k. | 

N (v) seien Punktmengen der w-Ebene (vy = 1,2,...). Die Vereinigungs- 
menge K der N(y) set abgeschlossen. Dann gilt: Hat K positive Kapazi- 
tät, so gibt es auch eine Menge [N(v,)] von positiver Kapazitat. 

Der Satz folgt aus der Tatsache, daB die Vereinigungsmenge von ab- 
zählbar vielen Punktmengen der Kapazität Null wieder die Kapazitat 
Null hat, wenn sie abgeschlossen ist >). 


tz DS): In den Voraussetzungen von Satz B ersetze man N durch eine Punkt- 


menge von positiver äuBerer Kapazitat, die mit ihren Häufungspunkten 
im Inneren des Einheitskreises liegt. Sonst lasse man sie ungeändert. 


N. Oscoop, Lehrb. d. Funkt.-Theorie II, 1; S. 230; B. G. Teubner, Leipzig (2. Aufiage) 1929. 
%. NEVANLINNA, a. a. O. 

Jiesen Satz müssen wir einer bisher nicht verôffentlichten Arbeit d. Vert. »»Uber d. Fortsetz- 
regulärer u. merom. Funkt. .... u. den Hartocschen Hauptsatz‘‘ entnehmen. 


15* 
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Dann gilt: Es existiert eine T'eilmenge N, von N von positiver äuf- 
rer Kapazität derart, daB f(w, z,,...,2,) bet beliebiger Fortsetzung iiler 
den Punkten der Menge: w aus N,:(z) aus À regular bleibt. 

Beweis von Satz 1: 

]. A besteht ganz aus Ausnahmewerten. Zu jedem a’ aus K gibt es daher einen 
Randpunkt R,,, eine FunktionG,, und eine Fläche G, = {4 — 0} mit den in 
Definition 1 angegebenen Eigenschaften. &,, liegt auf G,.. 

Sei a* ein fester Wert aus K. Eine noch näher zu bestimmende Transformation 7: 


z= > vat (i = ln); lyal + 0 führe 8 in B’, R,. in Ry. = (Ay,.., À,), Gy 
k=1 


in. und G,.(z,,....Z,) in G.(z'...,2,) über. Die y,, sollen so gewählt werden, 
daB G',.(A,,..-. 4,13) 2,) + Q ist. z, — À, ist in einer passenden Umgebung von /, 
also die einzige Lüsung von G,.(A,,...,4,—12,) = 90. Da nur endlich viele Un- 
gleichungen zu erfüllen sind, kénnen insbesondere die y, rational genommen 
werden’). Auf Grund des Vorbercitungssatzes kann man @,. nun durch eine in 
R.,. irreduzible Gleichung der Form 


(z, —A,)" + B,(,....2,.11a*)-(—A2,)" +... + B,(2,...,2, ba*®) =0 (1) 
oder — nach z, entwickelt — der Form | 
2," + À,(2,.... 2, lat)-2™ lp + 4, (2. .. zy |a*)=0 (2) 
mit eindeutigen regulären À darstellen. | 
IT Man bestimme rationale Zahlen €, > 0, M => 0, u,,...,u, 80, daB gilt: 
1. R,. liegt im Zylinder 8 = {12,—u,| < M: 12, —u;| <a}. Es sei 3, = 
= {|2—u|<e} (j=1,.....n—1). 
2. Die A sind in Z, eindeutig und regular. 
3. @,. wird in 8 durch (2) genau dargestellt. 
4. G'. schneidet die Hyperfläche |z,— y,| — M —e, über 8, nicht. 
Das ist méglich: Man ersetze zunächst (4) durch (4). Da auf (2,,...,z,_,) — 
= (2,....,À,_,) in einer genügend kleinen Umgebung von z, =A, kein weiterer 
Punkt von G,. liegt (vgl. I), kinnen M und ¢, so bestimmt werden, daB 1., 2., 3. 
erfiillt sind. Nun nehme man (u) rational und geniigend nahe an (A). 
ITI. Man wahle & Kugeln §,,...,©, des (2,...,2, .)} Raumes mit rationalen 
Radien r,,...,r, und rationalen Mittelpunkten Q,,...,Q, so, da gilt: 
1. Die (2,,...,2, .)-Koordinaten der in 3 gelegenen Verzweigungsflachen von 
G.. liegen ganz in der Vereinigungsmenge © = §,\U....\ J, der Kugeln. 
2. Sei 8, der Restbereich, welcher aus 3, entsteht, wenn ©", entfernt wird. 
Der Zusammenhang der Blatter von |, bleibt über 3° erhalten. 
7) W. Oscoop, a. a. QO. S. 88. 
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3. T fiihre g(z,,..., z,,) ing’ (z,,..., 2) tiber. In 859 liegt über 3° ein (2n — 2)- 
dimensionales Stück g,. von @,,., in dessen Punkten g’ = a* ist (vgl. De- 
finition 1). 

IV. Offenbar. gilt: Ist P ein Punkt von G,., welcher innerhalb 8, und zwar 
über 8° liegt, so kann (2) in P eindeutig nach z, aufgelüst werden: z, = h(z,,... 
z,_,|a*). Die Funktion A ist in 8° unbeschrankt fortsetzbar und genau m-deutig. 
Ihre elementarsymmetrischen Funktionen sind die A(z,...,2,_,|a*). In 3° 
bleibt wegen ITI, 4. stets |k — yu,| < M. 

V. a) Auf gl. sei a + 0. 


Man wähle einen Punkt S auf g.., in welchem 2 + O ist. Darauf lege man rationale 
. yA ‘ 


Zahlen &, > 0, & > 0, es > 0, ao, 7},---, 7, 80 fest, daB gilt: 

1. S liegt im Zylinder Z = { |z,—1,|< 63: lz; —t;|<e Es sel Z, = 
{ |z,—1,| <eée} (j=1,....n—1). 

2. Z, liegt in 3,. 

3. |a* — ag| < & < &. 

4. Die Gleichung g’(z,....,z,)—a@’ =0 kann in (z’) aus Z; |a—a |< e& 
eindeutig nach z, aufgelést werden: 2, = A(z’,,..:,2,_,, a). Im Berciche: 
la — al < &:(z’) aus Z, ist h regular und eindeutig. Ferner gilt dort 
|h—t,| < es. 

Offenbar besteht für alle a* aus K die Identitat: - 


h(z,,. .…., 2. | a*) = h(z,,. us Zn €). 


b) Auf g.. sei a = 0. 


Man lege wie unter a) die Konstanten fest, so da8 1., 2. und 3. erfüllt sind. 

VI. Jedem a* aus K mügen, wie unter I bis V angegeben, rationale Zahlen (y), 
m, €, M, (Q), (r), Es Es Es) @ zugeordnet werden. Diese Zuordnung werde fest- 
gehalten. Man füge noch die Zahl o = 1 hinzu, wenn der Fall Va) eintritt, im Falle 
V b) dagegen die Zahl o = 0. Zu jedem a* aus K gehort nun ein endlicher Komplex 
rationaler Zahlen 

L(a*) = {o, (y), m, M, (Q), (r), E1, &g, &g: Es Ao} ’ 

durch welchen insbesondere 7, 3, 83,,3,,2,Z,,@ eindeutig bestimmt sind. Die 
Gesamtheit der 2(a*) ist abzählbar; die &(a*) ordne man in eine Folge &.. 

N(yv) sei die Menge derjenigen a* aus K, denen £, zugeordnet ist. Dann ist 


K= D N(v). Nach Satz A gibt es einen Kreis K, in K und ein »,, so daB N(») 
1 - 
in À, dicht liegt. 
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Zu allen a* aus N'(»,) gehôüren folglich dieselbe Transformation 7’, der gleiche 
Grad m des Polynoms (2), dieselben Bereiche 3, Z usw. und dieselbe Zahlo. Ware 
fur diese a* nun o = 0, so miiBte Vb) eintreten. Daraus wiirde ne = 0 folgen: 
€ 


gy kénnte also nicht von z, abhängen. Da auf q,. jedoch g’ = a* ist. müBte dann 
y’ - a* sein. Das ist nicht der Fall. Daher muB für alle a* aus N(>,) der Fall Va) 
eintreten. Es sei noch bemerkt, daB N(r,) im Kreise 'a—ag! < & < €, liest 
(vel. V.3). 

Vil. Auf Grund des Vorhergehenden liegt folgender Sachverhalt vor: Es gibt 
awei Zylinder 3B = {!z,—",!< Mi lz;—pwi<a}s Z= {le —r, <e: 
z,-- ty, <<} mit den Projektionen 3, = {1z,—s,|< a} und Z, = {|z,—1, 
"#2 Ge 1.....2—1) und einen Kreis a — ag! < €, so. daB einheitlich für alle 
a” aus N(»,) gilt: 

1. Z liegt ganz in 8. 

2, KR. liegt in 3. 

3. OS. besitzt in 3 die Darstellung (2): H(z,....2,|a*) = 2" + A,(2... 


fy ete def 2 à Let) = 0. Auf G,. liegt #’,, (vel. I 
(. besteht in 3 aus einem Stück. 


|. Die A sind in 3, regular, eindeutig und gleichmäBig (in a*) beschränkt 
(vel. Tl, IV). | 

». Im Bereich: (2’) aus Z: u —«, < & laBt sich g — a = 0 eindeutig nach 
2, auflüsen: 2,—7%(2,....:, La). In: (+) aus Z,; |a—ag| < e ist à 
regular und eindeutig: dort gilt jh —t,,| < es, (vgl. V). 

6. H -= 0 JäBt sich in Z cindeutig nach . auflésen: z, = he. 202, 1 | a"). 
Es gilt 4(2,.....2, at) 2 A(z)... .. 25 @*) (vgl IV, V). 


i. Die A(z,.....2,_,}a*). folglich auch “die h(z,,...,2, 1, @*), sind in 3° 
(vgl. III) unbeschränkt regular fortsetzbar und m-deutig. Thre elementar- 
~vmmetrischen Funktionen sind die 4. Sämtliche Oweige der h liegen unter 
einer von a* unabhängigen Schranke. 


x, Vs) liegt im Kreis A, dicht. N(»,) und K, liegen in [a — œil < &< &. 
Wir wenden nun Satz B auf die Funktion A(z,,....2,_,,a)an. N(»,), Z,. 3 
und K, spielen die Rolle von N. €, X und |w|< 1. Es folgt, daB À bei be- 
liebiger Fortsetzung in: (z’) aus 3,, a aus K, regular bleibt. Daher sind auch 
die A in: (z’) aus 8°: a aus A, eindeutige reguläre Funktionen der » Ver- 
änderlichen (z,,...,2,. ..a). Wenden wir nun Satz B auf die A an, wobei 
jetzt N(»,), 8;, 3, und K, die Rolle von N,6, A und |w|< 1 übernehmen. 
so folgt: Die A sind im Bereich: (z’) aus 8,; a aus K, eindeutige regulare 
Funktionen von (2,.....2,_,. a). 
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Infolgedessen ist auch H cine im Bereich: (z’) aus 8; a aus K, eindeutige reguläre 
Funktion von (z,,...,z,, a). Liegt weiter a* in N(»,), so ist auf g.. die Gleichung 
g’ =a*, also auch die Gleichung H(z,...,2,9(2,...,2.)) =O erfiillt. Man 
greife ein a, heraus, fixiere auf Que einen Punkt Q* und verbinde Q* mit R,. 
durch eine auf @,. gelegene stetige Kurve L, welche ganz in 3 verlauft. Der erste 
Schnittpunkt von L mit dem Rand von %’ sei P*. Da die a* in K, dicht licgen, 
ist in der Umgebung von Q* die Identitaét H(2,,...,2,,g'(z,,..., 2')) = 0 erfiillt. 
Dic Funktion g’ geniigt also den Bedingungen der Definition 2. Folglich ist g’ über 
den Rand von %’ hinaus fortsetzbar. Dann ist aber auch g(z,,...,z,) über den 
Rand von % hinaus fortsetzbar, w. z. b. w. 


_Beweis von Satz 2: 
An dem vorangehenden Beweis sind nur geringfiigige Anderungen anzubringen. 
(1)—(V) bleiben ungeändert. In VI, 2. Absatz, heiBt es statt ,,Nach Satz A...“ 
un: ,,Nach Satz C gibt es ein »,, so daB [N(v.,)] positive Kapazitat hat.” Ent- 
sprechend in VII, 8.: ,N(+,) hat positive äuBere Kapazität und liegt in la —ay| < 
<< E <E3.* 

= Im vorletzten Absatz benutzt man Satz D und erhält zunächst: ,,Es gibt eine 
TeilmengeQ von N(v,) mit positiver äuBerer Kapazität, so’ daB die A in allen 
Punkten von: (z’) aus 3°; a aus D eindeutige reguläre Funktionen von (z,,...,z,_1. @) 
sind.‘ Nochmalige Anwendung von Satz D ergibt: ,,Die A sind eindeutige reguläre — 
‘Funktionen der Veranderlichen (z,,..-,2,—,,@) in allen Punkten von: (z’) aus 3,; 
a aus $C OH. Dabei hat $ positive auBere Kapazitat. Also ist auch H regulär 
für alle (z’) aus 8,; a aus À. Im letzten Absatz ist ferner noch N(v,) durch $ zu 
ersetzen. Anstatt: ,,.Da die a* in K,...“ heiBt es: ,,Da UPI positive Kapazitat 

- besitzt, ist in der Umgebung von Q*...‘ 


(Eingegangen am 25. 1. 1948) 


Fortschritte der projektiven Relativitätstheorie:) 


Von Gintner Lupwic in Gottingen 


Der erste rein mathematische Teil beginnt mit einer kurzen Skizzierung der Grund- 
lagen der projektiven Relativitätstheorie. Sind X" (griechische Indizes laufen im 
Folgenden immer von 0 bis 4) die projektiven und 2“ (lateinische Indizes immer von 
1 bis 4) die affinen Koordinaten der Weltpunkte (X“ und 2X" bestimmen denselben 
Weltpunkt). so sind die x* homogene Funktionen nullten Grades der X": 





at = ft (x); 24,2 { 
Die Gruppe der Koordinatentransformationen 
at xt (a... a) (2) 
wird mit G,, die der Transformationen 
xX =X" (X90, x4) @ 
(Æ'" homogen vom ersten Grade in den X") mit 5, bezeichnet. Es zeigt sich, dal 
Gi = Hs/M, : (4) 
wobei J die speziellen Transformationen . 
X'" = A(X...) X4) x" ke (5) 
sind. Die Gruppe der Transformationen (0 homogen vom nullten Grade) 
T,F(X9,...,X4)=F(oX°,..., o X*) (6) 


wird mit $ bezeichnet. Für Vektoren gilt bei ©, 
a =a" X"" 5 B= Bi, 


und entsprechende Gleichungen für Tensoren. X° ist also ein Vektor. Fiir win Ten- 
sorfeld gilt bei B: 








Ta d'—" Ayo ie 8) 
oA 8 Ha = Hr 
wobei H, durch diese Gleichung definiert ist. Für kleine & sei 
Hig =1+eall, @ 


*1) Selbstreferat über ein unter demselben Titel demnächst in der Wolfenbütteler Verlazs- 
anstalt erscheinenden Buch. 


+) Es bedeutet: f , = Æ 





ag 
d =, 
me Oa op 
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wodurch die infinitesimale Transformation IJ definiert wird. Für H, = 1 heiBt der 
Tensor ein Normaltensor. Jeder Tensor la8t sich normalisieren, denn mit einer 
homogenen Funktion ersten Grades 7(X") ist a = H,-.a ein Normaltensor. (reht 
man mit 


nf =07 . (10) 
(o homogen vom nullten Grade) zu einer beliebigen anderen Funktion 2,’ über. so ist 
a’ = H,.a. (11) 


Die Gruppe (10), (11) nennt man die Eichgruppe 6. Die von G,und © erzeugte 
affine Gruppe ist isomorph zu §,: 


Die projektive Metrik wird als symmetrischer Normaltensor g,,, cingefiihrt. 
Das ,,Herauf‘- und ,,Herunterziehen® der Indizes geschieht, wie es vom Affinen her 
bekannt ist. 

J = 9,,X" X" = X,, X" (13) 


ist eine Invariante. Durch g/, = 2*,, kann man aus projektiven Normaltensoren 
a" die affinen Vektoren | 
a = gia", | (14) 
die Verkürzungen von a", bestimmen. Insbesondere ist die Verkürzung gi X" = 0. 
Durch g£ g, = 6, und gf X,, = 0 bestimmt man die gj, mit denen man auch 
| Az — 9; du (15) 
bilden kann, womit sich die Verkürzung als Orthogonalprojektion in Richtung von 
X" erweist. Führt man die Fünfbeine g” mit g&” g°° gl = g°") = 0 für (+) + (4): 
= 1 für (y) = (u) + (4); = — 1 fiir (v) = (4) = (4) ein, so erhält man die Kompo- 
nenten eines Vektors nach dem Fiinfbein zu 
am = gq", (16) 


yp 


Wahlt man speziell g° = J—': X,, und weitere g'*, so muB 


al) = git a’; g(t) — gi) gi (14) 
sein, wobei die g ein Vierbein fiir die affine Metrik 
J ik TT g; J vn gx (18) 


bilden. Der Vektor a” spaltet affin auf in den Skalar a und den affinen Vektor a“. 
Ahnliches gilt für Tensoren. Nichtnormaltensoren müssen vor dem Übergang zum 
Affinen erst normalisiert werden, so da sie nicht eichinvariante affine GréBen liefern. 


Die Fünfbeine sind bis auf fünfdimensionale Drehungen (kurz mit D, bezeichnet) 
festgelegt. Durch Festhalten von 9° =J—"* X, wird die Gruppe D, auf D, (die 
LORENTzgruppe) eingeschränkt. Hiermit gilt der Satz: 
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Der Ubergang von der projektiven zur affinen Beschreibung ist aquivalent der 
Reduktion von ®, (oder ihrer Darstellungen) auf D). 
Fiinfdimensionale Integrale (g = |g,,|) | 


W=|Ly—gdX°.. .d X4 (19) 


werden für Gebiete B, definiert, die von jedem Strahl À X" entw eder keine Punkte 
oder aber eine Punktmenge vom Mafe 1 enthalten. Das Ma8 einer Punktmenge aul 
einem Strahl À « ist dadurch definiert, daB für ein Intervall von A, X° bis À X" 
das MaB als log 7e festgelegt wird. Ist das dem Gebiet B, entsprechende affine (re. 
biet B,, so gilt 
W=|Ly—gdX°...dXt— [JL y—gtdat... dat (20) 
B, 


mit g4= |g,|. Ein Integral Er dX°...dX4 (H,, homogen vom (— d)ten 


Grade) geht in ein Randintegral über, erstreckt über nur den Teil des Randes von B,, 
dem der Rand von B, entspricht, so daB /H ,d X°...d X4 auch einem Integral 
A 


über den Rand von B, äquivalent ist. 
Als metrische Feldkomponenten werden die nes 


I 5 = GO ng — 9 5 Inov = 9" ov Tuto) Le, (21) 
und im Affinen 
. gn: = gm — ge / (22) 
bezeichnet. Mit Y, —J7!X, wird der Tensor 
FT, —Y,, . (2) 
eingeführt, für den F,, X" = 0 ist. Durch (n wie oben definiert) 
P, = Y,— (log n)., | | (24) 


wird der Vektor œ,. mit ¢, X" = 0 definiert, wobeï also , nicht eichinvariant 
ist. Es gilt 


Fun qi Dur. . _ (2d) 
Weiterhin ist | 
Jimny = Yom) > Iaoym = 0 (26) 
__ Ms . __ —] 
Ioymyny = Em Jon = — Ed Ju: 


In einigen Paragraphen werden die Darstellungen der Gruppe D, nach den Er- 
gebnissen von WEYL kurz skizziert, wobei die Darstellung niedrigsten Grades (aufer 
der identischen), die Darstellung durch die Drracschen Spinoren, etwas eingehender 
betrachtet wird. 


| 3) Im Im folgenden beziehen sich die Indizes (0) (k) immer auf die obige spezielle Wah! des Fünf- 
beins go) = = Jails Xx. 
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Die MaBableitung eines Vektors wird definiert durch 
a’, =a", +1%,a"-—Y, la’ 


, ; A 27 
bzw.: a), = al?) at Du a? — Y,, IT a) | (2) 
robe 
I", = lg 40 Jou » + Jor se — sn) 
ia wo | (28) 
bzw. Orin = 4 (CAE + Guri — Dyin) « | 
ie affine MaBableitung ist die iibliche: 
4 
yat las a) = al + DS mn ya"), ™) (29) 
4 4 
It (26) ergibt sich 
+. . __ l'a . 
(mn) = Oey myny 5 oymy(ny = — JTE Gun) 3 (30) 


DO) = 3 J'F (ny) Ooyoyay = 5 JT J in) ’ 
‘Erxit sich die projektiven MaBableitungen leicht in affine Bestandteile zerspalten 
Sen. Für den durch (a’ Normalvektor) 


a’ ,—a’ vu = Ryn 


fe ov 


(31) 


rye ed 


Fimierten Kriimmungstensor folgt dann die affine Aufspaltung Run der affine 
à mmungstensor) 


Route = Rene + 4 SF (Pont Fou + Pat Pr + 2 Fran Fie) 
Riom = I" Fe wt ET QE, +J Bint Ode F,,); (32) 
Rou(oy = — Ils, Tir, Fe, + LIT, J, 

trek, = R,", folgt: | 


no oro 


Run = Rye bt AIT Fey FE AIT, nd ES gg Sgt 
4 
Roy, —= $J Een +. JT J,F",,; | | | (33) 
Row = 3 JUS" 4 JF,,F" —{ IPI ,J"; 
Yd fiir R= R",: | | 
R=R+ LIEN EME JIM JET I" (34). 


4 
Die Feldgleichungen werden aus einem Variationsprinzip 


5/(G+Q)aX...dX4=0 mit G—CV—pL—-LV—g  (%6) 
8, 


nergeleitet, wobei G nur von der Metrik und £ auch noch ven ,, Materiefeldvariablen“ 
Van abhangt. Mit @ =@J'+ |'—g4, = LI" V—gtist/(G+ 2) d X°...dX4 
B, 


916 “+ | =. 


== y"- 2 ag 224 Mi als Evrersehe Vanationsableitung wird 
24 
abgekurzt: 
we. — 7%. 2 2 TEL we 2 PTE. eee cf 
37 7 qu CV ee 
und entsprechend: 
a: ae > e à wet Ç . _ ay . Wu cy : 
| A gi ay; Opn, CYiA, à 
Po su tr. 18.49% 
gs a6, 9 As” Ô J 
Es gelten dann die Identitäten: 
K,=J°:K,:3,=J oF =I Kei t= JS Sos: | 5. 
(0) 
a=:iJ7: Ko > b =i JT: Sere. | 
Aus der Invarianz von : 1 — Q M X°...4 X“ gegeuüber ,. T, folgt: 
A’ = KK: KA". —0 (301 
und bei Erfülltsin der Materiefeldgleichungen Ÿ *' — 0: 
=" — Z'"**: =™ = 0: . (38) 
z=ve,— £* yey “tp F, yay — 37 :: (39) 
c X’ 


Bret a gt 3: (RM RR ry, Que — QU pi Fun. (M 

wobei P* der Operator einer infinitesimalen Drehung. also z. B. für einen Vektora’: 
| P* a” = a" g* — ag” 

ist und wobei & die \bleitung von Ÿ nach dem explizit auftretenden X" bedeutet. 


Die affine Zerspaltung der obigen Beziehungen ergibt Gleichungen. die auch eine 
Folge der Invarianz von . ($4 — 4,4 rl... d rt gegenüber G,. ©, Ÿ, sind: 


4 , + 
™ = 0. SB FL tJ b= 0 
4 4 A 
A re 
t’ Whe eee; II Vu, (2°, LE 
0 ‘ zg 4 41) 
=” Yury eae Fur re: \ 


FH n = YA ni — F,, I] Vi, )° 
Den De gn (RU aml que). 


4 


8 = LEP pre Yr): 


- ee mtialieim ns — nm mms tm - am 
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Für die Wirkungsgré8e G wird der allgemeine Ansatz 
G=U(VJ)[R+WW)J,o"+ VO) 
untersucht und auf U(J)—J :, W (J) =—AJ~, V (J) =0 spezialisiert. Die 
Feldgleichungen K'" + S""=0 oder affin aufgespalten: K* + si — 0, 
ki + t’—0 und a + b = 0 gehen dann über in: 


4 


. . 

Ry, à 954 R + : (F, Fy’ 4 F ,, FY Ii) a (A + E)J TJ, J k 

+HAO+HE) JET, J gx + J (Siig J”, 9x) = LR JTS 4; 
. 4 4 


2 
F",=—Jt,+2J1J,Fr: (2) 


4 
RELIEF" + (1422) JT", — (44 DIAS ,J'+b = 0. 
Als physikalische Bedeutung ergibt sich: | 
gx die Ernsreinschen Gravitationspotentiale, 
F,, die elektromagnetischen Feldstärken, 
}.J = K die Gravitationszahl, 
Sy =—d?T,,, T,, der Energie-Impulstensor, 
8, =—J-*t, der Ladungsstromvektor der Materie, 
(vw, =2J2J,F", der Polarisationsstrom des Vakuums, 
-womit dann auch die Bedeutung von S,,, auf Grund der Gleichungen (36) bekannt ist. 


Als Lésung der Feldgleichungen wird ein kosmologisches-Modell betrachtet, wie 
es kurz in einem früheren Referat*) beschrieben ist. Die Divergenzrelation (41) ge- 
stattet in diesem Fall unter der Annahme eines idealen Gases vom Druck p = 0 


bzw. p = Le (e = Energiedichte) den Tensor S, und damit auch € als Funktion 
von J und dem Radius o der Welt zu berechnen, wobei die später zu beweisende An- 
nahme b = 0 hineingesteckt wird. Das Ergebnis dieser beiden Fälle (p = 0 bzw. 
p = Le) liefert eine Begründung der von P. Jorpan aufgestellten Kosmologie). 


Die letzten Abschnitte der Arbeit beziehen sich auf die Untersuchung spezieller 
Materiefelder: skalares, vektorielles und Spinorfeld. Beim skalaren Feld wird ins- 
besondere explizit die Lésung fiir das Feld in einer expandierenden Welt angegeben 
und gezeigt, daB die Invariante b im Mittel verschwindet, wenn die Masse der dem 
Feld entsprechenden Elementarteilchen nicht von J abhängt. Die Tatsache des Ver- 
schwindens im Mittel von 6 kann dann allgemein fiir den Fall eines idealen Gases 


4) Archiv der Mathematik 1, S. 80—82 (1948). 
5) Zusammenfassende Darstellung: P. Jonpan, Die Herkunft der Sterne. Stuttgart 1947. 
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(Weehrelwirkungeencrgie klein gegenüber kinetischer Energie der Teïilehen) au= « as 
Veilehen konetanter (4. h. nicht von J abhängiger) Masse gezeigt werden. 

Ebenfalle im Zuramsnenhange mit dem skalaren Feld wird die Bewegungsglei- x = i. 
chung fur geladene Teilchen in projektiver Form abgeleitet als Gleichung für die x fie 
charakteriztivchen Strahlen dex Materiefeldes. | - 

Bei der Untersuchung der Wechselwirkung von vektoriellem (Meson-) und Spix «yj. 
nor-(hicktronenwellen-yFeld wird auf die Môglichkeit einer Darstellung für die vera =, 
mutete Abhängigkeit des B-Zerfalls vom Weltalter (d. h. von J) eingegangen. Ei: æ =), 
2wingender Grund dafür, daB die Zerfallswahrscheinlichkeit wie vermutet propor «—\,. 
tional zu J - ist, kann in der bisherigen Form der projektiven Theorie nicht gefunde— ¢, 
werden. Dies kénnte aber müglich sein, wenn das Vektorfeld (Mesonenfeld) in eine _mer 
erweiterten Theorie ebenfalls aus der Geometrie hergeleitet werden künnte. 





(Kingegangen am 22. 12. 1947) 








Selbstreferate über die auf der D.M.V.-Tagung in Tubingen 
am 1. und 2. Oktober 1948 gehaltenen Vortrage’) 


WoLFrGANG Haack, Bad Gandersheim: 


Strahlenkomplexe mit integrablen Prarrschen Differentialformen 


In einem Strahlenkomplex, der nicht entartet, gibt es drei unabhängige lineare Differential- 
“men Ww), Os, Hs, deren Bedeutung für die Differentialgeometrie der Strahlenkomplexe im Ab- | 
rnittF meiner Differentialgeometrie I1*) erklärt ist. Langs einer beliebigen Regelfläche R des 
>mplexes lassen sich über jede Prarrsche Form Kurvenintegrale Î ; bilden. Zur geometrischen 
-utung der Integrale betrachten wir die Umgebung einer 
eraden À der Regelfliche À. Auf À besitzt R einen Kehl- 
inkt; und den Dralld. Da R im Komplex liegt, gehôrt zu A 
e Komplexinvariante & (Hauptdrall), der Zentralpunkt r und 
€ Hauptnormale G sowie die Binormale 8 des Komplexes. 
und $ schneiden Y in x senkrecht. a(t) beschreibe das sphä- 
Che Bild von À. Durch jeden Punkt von a(t) legen wir die 
D und B parallelen Einheitsvektoren h, 6; sie liegen in der 
Agentenebene der Kugel (s. Fig.). Dann ist 
= -da, = -da. 
d ve di a À “ fe ° 
Rien wir b und b als Kraftvektoren eines Feldes, so bestim- 
Q die rechten Seiten die Arbeit, die bei der Bewegung der 
heitsmasse langs a(t) zu leisten ist. 


Um das Integral über w, zu deuten, tragen wir auf der Verlängerung des Vektors b die Strecke 
{3—z]|, d.h. den Abstand des Kehlpunktes von R vom Zentralpunkt, und auf b die Drall- 
©xenz [5 — k| ab. Die Verbindungsgerade der Endpunkte B,C ist senkrecht zur Tangente à 
a(/). Durchläuft A das sphärische Bild a(t), so tiberstreichen*|3 — x] und |6 — &| je einen 
Chenstreifen, deren Summe gleich dem Integral / «, ist. 


Ist eine Differentialform w integrabel, so gibt es eine Funktion Q(u’) derart, daB dQ = iw, 
ei ist À integrierender. Faktor. Durch 2 = const wird der Strahlenkomplex in eine einpara- 
Crische Schar von Strahlensystemen zerlegt. Bei integrablem @, ergibt sich eine Schar isotroper 
‘ahlensysteme, bei w, eine Schar von zylindrischen Systemen, in denen die Regelflachen gleiche 
hipunkte haben, und schlieBlich bei w, eine Schar zylindrischer Systeme, deren Regelfläctien 
ichen Drall besitzen. 


Geht man von der Risaucourschen Theorie der Minimalflächen und isotropen Strahlen- 
Steme aus, so gelangt man leicht zu einer geschlossenen Darstellung der Komplexe mit inte- 
‘blem w,. Sind u,v isotrope Parameter der Einheitskugel, so sind 





1 Ein kurzer Tagungsbericht befindet sich unter ,,Mitteilungen in diesem Heft des Archivs. 
*) Differentialgeometrie, Teil II, Wolfenbütteler Verlagsanstalt 1948. 
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p(w) = 1 (1 - u°)1 + : (1- u*)j- ut, q(r) = > (1 — e7)i— mat! +e)jict ù 
zwei konjugierte isotrope Vektoren. Gibt man eine Gerade durch ein Vektorpaar a, a. wo ¢ — bn 
heitsvektor in Richtung der Geraden, a das Moment von a bezüglich des Koordinatennfass— ** 


punktes ist, so läBt sich jeder Strahlenkomplex mit integrablem w, in der Form schreiben 


aie PX 4. 1 
| i(p-q) | i(p-q) 
Dabei sind F(u,w) und F(v, w) willkürliche Funktionen.’ Die Geraden sind reell, wenn F,Ficæ = 
jugiert komplex sind. Die Schar der isotropen Strahlensysteme wird durch w= const bestimea 
Die Mittenhüllfläche jedes Systems te = const ist eine Minimalfläche. Daher gehôrt zum Kor ” 
plex (2) eine Schar Minimalflächen. die durch die Gleichungen 


1{/@F oF J 
= ._. . _ ss 
m= 5 | | eu pnd + [22 ate)de | (8 
gegeben sind. Sind F, F linear in te, so sind alle drei Linearformen w, integrabel und umgekebrt. 


Aus (2) und (3) lassen sich verschiedene Sätze über Minimalflachen und isotrope Strahlensystemt 
ableiten. Die vollständige Arbeit soll in der Mathematischen Zeitschrift erscheinen. | 


a — [F(u,w)q — F(v, w) p]. 


ALBERT Haac, Stuttgart-Sillenbuch: 


Ein Vorschlag zur Abrundung des Systems der Grundgesetze 
der Arithmetik 


Vergleicht man die Grundgesetze der natiirlichen Rechenoperationen verschiedener Stafe 
miteinander, so fallen gewisse Unsymmetrien auf. Es ist môglich, diese zu beseitigen, so daB fur 
jede Stufe dieselben Gesetze gelten; hieraus ergibt sich dann die Méglichkeit einer unbegrenzten 
Erweiterung des Systems der Rechenoperationen und einer ebensolchen des Bereichs der reellen 
Zahlen. Man muB zu diesem Zweck zwischen Stamm- und Zweigoperationen unterscheiden. Die 
Reihe der Stammoperationen wird eingeleitet durch die Addition (nullte Stufe) und die Mult- 


4 
plikation (1. Stufe). Die Stammoperation k-ter Stufe sei durch das Zeichen a ~~} bezeichnet. 


Al . - . yy : 2, log a : lox à . 

s Stammoperation 2. Stufe ware dann die Verknüpfung a b= € zu definieren 
(> 1 zunächst willkiirlich, wird jedoch am besten = e gewahlt); denn diese Operation stebt 
zur Multiplikation in derselben Beziehung wie die letztere zur Addition. Das Potenzieren wird 
als Zweigoperation aufgefaBt. Allgemein kommt man zu einem System von Rechenoperationes, 


das auf jeder Stufe dieselben GesetzmäBigkeiten besitzt, wenn man zu der Gruppe A der bishenges 
t+ & 


| 
Grundgesetze eine Gruppe B hinzufügt, durch welche die ,,Stufenoperation‘ & (Exponential 
funktion k-ter Stufe) und ihre Beziehung zu den Stammoperationen festgelegt wird. Die Gruppe 2 
wiirde folgende Axiome umfassen: I. Zu jeder beliebigen Zahla und einer ganzen Zahl & gibt 6 
4 


| 
stets eine und nur eine dritte Zahla. IJ. Für je zwei Zahlen a (beliebig) und & (ganz) gibt es stets 
k km kom 


| . 1 | | | 
eine dritte Zahl b, für welche 6 = a ist. III. Es ist stets (2) = a. IV. Wenn für zwei beliebigt 
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° 4 
Zahlena und b und eine ganze Zahlk die Zahla —b vorhanden ist. so ist für jede ganze Zahl m 


on mn 
O 


2 | kam 
auch die Zahl ab vorhanden, und es ist stets (a A b) = a—'b. V.aus a <b folgt 
4 ok 
stets, daB auch a < b ist: Es läBt sich zeigen, daB das gesamte Axiomensystem A + B wider- 
spruchsfrei ist, wenn man in der Gruppe A die Axiome der Grundoperationen durch die Einschrän- 
kung einleitet: ,,Es gibt einen Bereich Dt, von Zahlen, für welchen die folgenden Grundgesetze 
gelten‘* Die Gruppe B erhalt diese Einschrankung nicht. Dazu ist zu bemerken: 1. Der Zusatz 
innerhalb der Gruppe A laBt nur die Môglichkeit offen, daB es auBerhalb des durch diese Grund- 
gesetze definierten Bereiches von Zahlen noch andere Zahlen geben kann. 2. Nach den Axiomen B 
sind Addition und Subtraktion auf einen grôBeren Bereich als M, anwendbar, einen Bereich, der 
mit I, bezeichnet sei. Aber dadurch entsteht kein Widerspruch; denn alle Gesetze, die für M, 
gelten, gelten auch für M, weil M, eine echte Teilmenge von M, ist. 3. Das neue Monotoniegesetz 
der Addition, das man aus dem der Multiplikation (auf Grund der Axiome B) erhält, lautet: ,, Aus 


@ <b folgt, wenn c zu M, gehôrt. stets ac <b ce." Durch dieses Axiomensystem wird also 
auch das System der reellen Zahlen erweitert. Der bekannte Beweis des Satzes, daB eine solche 
Erweiterung nicht môglich sei, ist mit dem neuen Monotoniegesetz der Addition nicht mehr durch- 
Zuführen. Die Situation ist demnach folgende: Bei der Frage nach der Erweiterung des Systems 
der reellen Zahlen muB man sich gleich von Anfang an entscheiden, ob man am bisherigen Axiomen- 
Sy8tem unter allen Umständen festhalten will. Wer das Axiomensystem als sekundär auffaBt, da- — 
Se€gen die Forderung der voliständigen Symmetrie aller Rechenoperationen als ausschlaggebend 
trachtet, den führt die Problemstellung zwangsläufig auf das neue (oder ein ihm äquivalentes) 
“~Xiomensystem und damit zur Erweiterung des Systems der reellen Zahlen. 


JOSEPH EHRENFRIED HOFMANN, Ichenhausen: 


oer die Infinitesimalmathematik der Japaner im 17. Jahrundert 


Fast um die namliche Zeit, da die eigenständige chinesische Mathematik durch die überlegeren 
%estlichen Methoden verdrängt wird (Jesuitenmission, chinesische Ausgabe der EuxLipischen Ele- 
Wnente 1603—1607), entwickelt sich im abgeschlossenen und fremdenfeindlichen Japan in der 
Schule des K. S. Morr (um 1600) aus der ursprünglichen chinesischen Mathematik ein eigenartiger 
“und von westlichen Einflüssen vôllig unberührter Nebenzweig. Die Schulangehôrigen behandeln 
ihr Wissen als Geheimlehre und suchen es mit Erfolg vor dem Einblick Unberufener zu bewahren. 
S. K. Yosnrpa (1598— 1672) ist Verfasser einer gründlichen Arithmetik (Jinx 6-x1), deren einfachere 
Teile 1627 (und dann sehr oft) gedruckt wurden. Noch Cu, IMAmuRA verwendet im Jugai-roku 
(1639) die Naherung x = 3,162, aber sein Schüler K. M. Muramatsu bestimmt bereits im Sanso 
(1663) acht Dezimalen von x rein arithmetisch aus dem regelmaBigen 215 Eck. Er gewinnt für den 
Kugelinhalt durch Zerlegen in 400 gleichhohe Scheiben die Naherung 0,624 d°. K. Sexi (1642? 
bis 1708) nimmt diese Problemstellung auf (Bestimmung von x auf 9 Dezimalen aus dem 217 Eck, 
Naherungswert 355: 113) und wendet das von den Chinesen überkommene numerisehe Naherungs- 
verfahren zur Gleichungsauflôsung durch Iteration (Beispiel: x, = c:(b —a2z,) zur Auflôsung 
von az? —bz-+c= 0) analytisch. Er entwickelt z. B. im Fall der quadratischen Gleichung. 
schrittweise nach Potenzen von u — 4ac:5*, und zwar so, daB immer nur das Glied niedrigster 


Archiv der Mathematik, Bd.I, Heft 3. ; 16 
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Potenz in « für die weitere Rechnung beriicksichtigt wird. So gewinnt er die binomische Ent- 


; ey: . _ # \? . . 
wicklung von 1 - #. Sie dient thm zur Darstellung von (2 sin >} als Potenzreihe von sin*! 


(6 Glieder) und durch fortgesetztes formales Potenzieren zur Darstellung von (> sin x) als Potenz- 
reihe von sin? ¢ (6 Glieder) bis zu n = 10. Daraus erkennt er das Bildungsgesetz für alle # und er- 
mittelt mit n — co die Reihe für ¢* als Funktion von sin?t. Die Problemstellung ist speziell, das 
angewendete Verfahren dem Gegenstand sehr geschickt angepaBt und mit ähnlichen formalen 
Ansitzen im Abendland vergleichbar, z. B. mit der unvollstandigen Induktion in der Arithmetic 
infinitorum (Oxford 1656) von J. Wazuis (1616—1703). Im Westen erwächst aus derartigen noch 
unvollkommenen Methoden langsam eine strenge Wissenschaft, die moderne hôhere Analysis: 
im fernen Osten bleibt das Auftreten infinitesimaler Gedankengange trots der eigenartigen Note. 
die uns bei Sekr und seinen Nachfolgern entgegentritt, doch nur eine Episode — freilich eine sehr 
interessante, die uns zeigt, daB das Auftreten des ,,Umgebungsdenkens‘ zur Zeit des Hoch- und 
Spätbarock keine europäische, sondern eine weltweite Angelegenheit ist. 


THEOPHIL LAMBACHER, Tübingen: 


Zur näherungsweisen Rektifikation von Kreisbogen 


Nach der theoretischen Lésung des Problems, d. h. nach dem Beweis von der Unmôglichkeit 
der genauen Konstruierbarkeit. hat sich die Fragestellung dahin verschoben, eine môglichst genaue. 
môglichst weitgehende und môglichst einfache Naherungskonstruktion zu finden. 


Unter den vielen, im Laufe der Zeit gefundenen Konstruktionen sind nur die herausgegriffen. 
die eine Umkehrung gestatten, durch die also eine gegebene Strecke auf einen gegebenen Kreis 
als Bogen aufgerollt werden kann. Bis jetzt sind unter dieser Voraussetzung nur 2 Konstruktionen 
bekannt: 


1. die Konstruktion von SNELLIvs., die jedoch nur bis etwa 60° ausführbar ist, wenn man nicht 
über %/,% Fehler gehen will. Dabei versteht man unter Fehler N — B: B, wenn À der 
Naherungswert und B der genaue Bogen ist. 


2. die 2. Konstruktion stammt von p'Ocacne und wurde von ihm auf dem internationalen 
MathematikerkongreB in Rom 1908 vorgetragen (vgl. die dortigen Berichte). Sie überwiest 
die SxELLIUSssche Konstruktion erheblich und geht bis etwa 100°. 


Um die Nachteile dieser beiden Konstruktionen zu verbessern, wird eine 3. Konstruktion 
vorgetragen. die bis etwa 145° reicht und nur 1 Kreisbogen mehr erfordert als die SNELLIUS- 
sche. Die Konstruktion wird in der neuen Zeitschrift für mathematischen und naturwissen- 
schaftlichen Unterricht, die im Diimmler- und Hirschgrabenverlag herauskommt, in Heft 2 
verôffentlicht. In diesem Aufsatz ist auch auBer einem einfachen Weg zur Berechnung 
ein Vergleich mit den beiden anderen Konstruktionen gegeben. 
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Ernst LAMMEL, Tutzing: 


Über eine Verallgemeinerung der Beziehungen zwischen Potential- 
und Funktionentheorie 


Es wird für die partielle Differentialgleichung 





oo a” *| 
-_ +4, —_“ +... +4, U(x, y) = 0, (1) 
( “olay | ay (x, y) a 


a, Konstante und a, + 0, eine Funktionentheorie entwickelt und am Spezialfalle n = 3 aus- 
führlich gezeigt, auf welchen Grundgedanken sie beruht. 


(1) Bt sich für n = 3 ohne Beschränkung der Allgemeinheit in der Gestalt 


€? (Cu © _ 9 
Ge + 2) ut =0. (2) 
k und ! Konstante, annehmen. — Fragen wir zunächst nach den homogenen Lôsungspolynomen 

n-ten Grades | 
U, (x, y) = > (?) ba" y" (3) 

v=0 
von (2), so zeigt sich, daB 

U,(x, Y) = bo un(e, y) + bi v, (x, y) + by wy (x, y) (4) 


wird, also durch Vorgabe von b,, b, und b, ein homogenes Lésungspolynom (3) von (2) eindeutig 
bestimmt ist. (u,(z, Y), VAT, Y), Wy(Z; y)) bildet eine Basis. für die homogenen Lésungspolynome 
n-ten Grades von (2). Da diese Basis drei Komponenten hat, fiihren wir ein hyperkomplexes 
Zahlensystem ein, dessen Elemente geordnete Zahlentripel sind und legen deren Multiplikation 
durch die Kompositionsregel fest, nach welcher sich die zum Grade m+n gehdrige Basis 
(tee (Ts Y)> Unetn(X> ¥)> Om4n(X, Y)) aus den zum Grade m und n gehérigen Basen aufbauen laBt. 

Unter einer Funktion des geordneten Zahlentripels (x, y,z) wollen wir ein geordnetes Tripel 
von reellen Funktionen mit den Veränderlichen x, y und z verstehen. Wir schreiben dafür 


f(x, y, 2)] = (u(z, y, 2), U(x, y, 2), Wz, y, 2)) . (5) 


Eine solche Funktion soll an der Stelle (x, y, z) differenzierbar heiBen, wenn f [(z, y,z)] in einer 
Umgebung von (x, y, z) definiert ist und es ein geordnetes Zahlentripel (u*, v*,w*) so gibt, daB 
für jede Stelle (x + h, y + k,z + 1) aus dieser Umgebung 


S(fa+h, y+k, 240] — f(z, y,z)) = (u*, v*, w*) (h, k, 7) + (Q,, Q,, Qs) (6) 
ist, wobei die Komponenten des Tripels (2,, 2,,2,) beim Grenzübergang h? + &? + /?-» 0 von 
hôherer Ordnung als yas + k?+ 2 nach Null konvergieren. 


Für die durch eine differenzierbare Funktion (6) vermittelte Abbildung des (x. y. z)-Raume | 
auf den (u,v,w)-Raum ist 


i dz,, —kdz, , ldx, — kdy, 
“de, ds, ds, dy. dx, — ldz, — kdz, 
| ds, dy,  » dz, 
16* 


224  Selbstreferate über die auf der D.M.V.-Tagung in Tübingen g2haltenen Vortrage 


eine Differentialinvariante dieser Abbildung, worin d8, = (dz,, dy,,dz,); »= 1, 2,3, drei vom 
Punkte (z, y, z) ausgehende Linienelemente sind und 
| dz,, - kdz, .ldr,— Edy, | 
ds, = | dy,, dz, —-ldz, . — k dz, 


| dz,, dy, , dz, 
ist. 
Was die Potenzreihe 


(aps Bo Co) + 2 Gr by, cy) (x, y,» (1) 


anbelangt, so wird deren Konvergenzbereich durch ihre Koeffisienten a,,b,,c,; » = 0,1,2,..…. 
im Verein mit den Wurzeln der zu (2) gehôrigen ,,charakteristischen‘* Gleichung 


k+loe+o?=0 | (8) 


festgelegt. Hat z. B. (8) lauter reelle und paarweise voneinander verschiedene Wurseln, so ist 


der Konvergenzbereich von (7) cin Parallelepiped, dessen prend in bezug auf den Punkt (0, 0, 0) 
zentrisch symmetrisch liegt. 


Um Lôsungen von (2) zu erhalten, führen wir die Funktionen f[(z, y, 0)] ein und versteben 
darunter <in geordnetes Tripel von Funktionen der beiden Veränderlichen z und y, in Zeichen 
fU(z, y, 0)] = (u (x,y), v(x,y), w(x,#)) . (9) 


HeiBen wir eine solche Funktion an der Stelle (x, y) differenzierbar, sobald sie in einer Un- 
gebung von (x, y, 0) definiert ist und es ein geordnetes Zahlentripel (u*, v*, w*) so gibt, daB fir 
jede Stelle (x +h, y + &,0) aus dieser Umgebung 


f(z +h, y + k, 0)] — fl, y, 0)] = (u*, v*, w*) (A, E, 0) + (Q,, Qs, Qs) . (10) 


ist, wobei die Komponenten des Tripels (Q,, 2,, Q;) beim Grenzfibergang A? + &*—> 0 von hoherer 
Ordnung als ya? +k? nach Null konvergieren, so sind die Komponenten u{x, y), v(x, y) und 
w(x, y) einer differenzierbaren Funktion f[(z, y, 0)] Lésungen von (2). . 


Ist U(x. y) eine in einer Umgebung von (0, 0) reguläre 1asung von (2), so lä8t sie sich in der 
Gestalt 





U(x, y) = a + > (a u, (x, y) + b. v,(Z, ¥) + Ya Wn(Z, y)) (11) 


schreiben. Der Konvergenzbereich wird durch ihre Koeffizienten und die Wurseln von (8) fest- 

gelegt. Hat z. B. (8) lauter reelle und paarweise voneinander verschiedene Wurzeln, so ist der 

_ Konvergenzbereich von (11) ein Sechseck, fiir dessen Berandung der Ursprung (0, 0) Symmetne- 
zentrum ist. 


Die Wurzeln von (8) bestimmen auch weitgehend die Gestalt einer nichtregulären Lüsung 
von (2). Sind z. B. die drei Wurzeln von (8) reell und paarweise verschieden, so HBt sich jede 
Lésung von (2) in der Form 


U(x, y) = fi + où y) + f(z + 08 9) + fal= + Os 9) (12) 
schreiben, wobei die reellen Funktionen f,(£) dreimal nach £ differenzierbar sind. 
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G. G. Lorentz, Tübingen:. | 
Einige neue Funktionalräume 


Gut bekannt ist die auBerordentlich wichtige Rolle der F. Rieszschen Raume L, der mit der 
P-ten Potenz integrierbaren Funktionen für die Theorie der Fourrrrschen Reihen, für Moment- 
Probleme usw. OnLicz und BIRNBAUM haben Verallgemeinerungen der Raume Ly vorgeschlagen, 
Goch lassen sich auf diese Raume nur die einfachsten Anwendungen tibertragen. Fruchtbarer in 
dieser Beziehung sind die folgenden Raume 4 (a), M(a): 

Fir eine in [0,a] integrierbare Funktion f(x) sei f*(x) die fallende Umordnung von | f(z) |. 
G_ h. diejenige abnehmende Funktion in [0,4], die mit |f(z)| gleichmeBbar ist. Dann ist der 
Rain A (a),0 <a <1, erklärt als die Gesamtheit der Funktionen f(z) mit der Norm 


fI= af 291 fadz < + 00, 
Ô 
nd der Raum M(a),0 <a < 1 besteht aus allen Funktionen, für die 
[IF Il = sup {(m e)-* f | f(z) | dz} 
e . 


© ndlich ist; e bedeutet eine beliebige meBbare Untermenge von [0,a]. A(a), M(a) sind Banacu- 
Sche Raume, und M (a) ist konjugiert zu A (a): jedes lineare Funktional d(/f) in A(a) hat die Form 


2x f) = Î fg dx mit einem passenden g € M(a); das Umgekehrte ist nicht richtig. Der Raum A (a) 
0 


st enthalten zwischen den Räumen L, und L, für p= a-1,q = a~! + «, M(1—a) zwischen L, 


wand L,, p= a',q= a"'— e (e> 0, beliebig). Der Beweis benutzt aufer einer Ungleichung von 
Harpy, Litttewoop und Porya noch die folgende 


[fede | < IF |acay || 9 | aecay - 


Es werden Anwendungen auf Fountersche Reihen und Momentprobleme angegeben. | Z. B. gehért . 


die Summe einer Reihe >’ a, cosñ x mit monoton gegen 0 abnehmenden a, dann und nur dann 
zu M(a) bzw. zu A(a), wenn a, = O(n-*) ist, bzw. wenn > n-%a,, konvergiert. Das Wey sche 
Integral f, (x) einer Ordnung 0 <@ <a <1 gehôrt zu A(a—o) baw. zu M(1—a-+-Q), falls f(x) 
zu A(a) oder zu M(1— a) gebôrt — das entspricht einem Satz von Harpy und LittLewoop für 
die Raume Ly. Es werden auch notwendige und hinreichende Bedingungen dafür angegeben, daB 


bei gegebenen y, das Momentproblem yu, = J x" f(x) dx, n = 0,1,... eine Lüsung f(x) aus A(a) 


oder M(a), oder eine abnehmende Lésung dieser Art besitzt. 


wee ae ny 


WILHELM LOREY, Frankfurt a. M.: 
Zum 200jährigen Jubiläum der EuLerschen Tilgungsgleichung 
1748 ist EuLers Introductio in Analysin infinitorum rhone À in deren Kapitel 6, § 11 


EuLer unter der Annahme konstanter Annuitat die Gleichung K = À 1— 





entwickelt (v= Ab- 


zinsungsfaktor, s = Zins für Einheit des Kapitals und der Zeit), die er nach der natiirlichen Zahl n 
auflést. Beachtlich ist, daB EuLer mit Zinseszins rechnet, trotz des Widerstandes der Juristen, 
der sich übrigens bis in die neueren Zeiten fortgesetzt hat. Die heute wichtige Frage nach dem 
Effektzins wird zu Evers Zeit noch nicht gestellt. Es wird auf die neuere Literatur und besonders 


auf praktische Verfahren zur Lésung dieser Frage hingewiesen (v. MANGOLDT, RigBESELL, LOEWY, 
STEFFENSEN, LOREY, MEIDELL). 


—… 


we Pt. . 
te : . PL] 

2, To me 
oe woe 
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GERHARD Lyra, Gottingen: 


Neubegründung der reinen Infinitesimalgeometrie 


WEyL geht bei seiner Verallgemeinerung der Riemannschen Geometrie von der Forderung der 
Nichtintegrabilitat der Längenübertragung aus, welche unmittelbar dazu führt, neben dem Ke 
ordinatensystem eine Eichung einzuführen. Sowohl in der Weyzschen Geometrie als auch in 
Wey s weltgeometrischer Erweiterung der Gravitationstheorie Einsteins fibernimmt das Prinzip 
der Eichinvarianz die primare Rolle, während das Prinzip der Langeniibertragung nur als ein 
sekundärer Ausgangspunkt erscheint. Denn das Längenquadrat g,, & & eines Vektors £ vom 
Gewicht e hat, wenn wir dem metrischen Tensor g,, etwa das Gewicht — 2 zuschreiben, das Ge- 
wicht 2(e — 1); die Längenübertragung ist also im Wrytschen Raum für Vektoren vom Gewicht ! 
dennoch integrabel wie im Riemannschen Raum. Dazu kommt, daB in der Natur alle skalaren 
GréBen vom Ubertragungswege unabhangig sind, und Weyxs Ersetzung der Langeniibertragung 
durch eine Längeneinstellung auf den Kriimmungsskalar g* R°., nur dann swingend ist, wenn die 
WeyLsche Geometrie die einzig môgliche natürliche Verallgemeinerung der Riemannschen Geo- 
metrie ist. — Nun kann im Weyuschen Aufbau der Geometrie von Eichung als Festlegung von 
MaBzahlen nur im metrischen Raum gesprochen werden. Bei der fundamentalen Bedeutung des 
Prinzips der Eichinvarianz miiBte andererseits die Eichung als ein Bestandteil des Bezugssystems 
(= Koordinatensystem + Eichung) ebenso wie das Koordinatensystem vor aller Raumstruktar 
rangieren. Durch diese Diskrepanz in der logischen Rangordnung des Eichbegriffs erfahrt der 
Tensorbegriff beim Ubergang zum metrischen Raum keine Einengung (aber auch keine Erweite- 
rung), weil die Tensorkategorien vor Einfiihrung der Metrik nach Vielfachheiten der Kovarians 
und Kontravarianz, im metrischen Raum aber nach Stufenzahl und Gewicht der Tensoren unter- 
schieden werden. Ferner miissen kovariante Ableitung und geodatische Linie im metrischen anders 
als im affinen Raum erklart werden, damit Eichinvarianz besteht, wahrend die Volumenmessuns 
überhaupt nicht eichinvariant definiert werden kann. 


Alle der Weyzschen Geometrie anhaftenden Mängel werden beseitigt, wenn man im struktur- 
losen Raum von der infinitesimalen Umgebung eines jeden Punktes P = (x°) nur noch die projek- 
tive Eigenschaft voraussetzt, daB die relativen Koordinaten d2’ eines unendlich benachbarten 
Punktes P'— (x‘ + dz’) und damit die Komponenten £ eines von P aus aufgetragenen kontra- 
varianten Vektors nur bis auf einen Proportionalitätsfaktor À + 0 bestimmt sind, daB also von 
den Komponenten eines Vektors nur relativ zu einem Koordinatensystem und einer ,,Eichung" 
gesprochen werden kann. Bei Ubergang zu einer neuen Eichung erfahren die Vektorkomponenten 2 
die Transformation €' = 4 £". Daraus ergibt sich notwendig das Transformationsgesetz für Ten- 
soren und Tensordichten bei Umeichung: 

NT A SE TA AE PT A SRE OT 
Offenbar bleibt die Algebra der Tensoren und Tensordichten unter dieser Einschränkung der Trans- 
formationsgruppe erhalten. In der WevyLschen independenten Erklärung der Paralleliibertragung 
ist jetzt das Koordinatensystem naturgemäB durch das Bezugssystem = Koordinatensystem + 
+ Eichung zu ersetzen. Dann ist bei Benutzung eines beliebigen Koordinatensystems und einer 


beliebigen Eichung das System der totalen Differentialgleichungen df = — Tia edz" mit 
ion = 1 ha — > ry, Pa und Tia = I"; die der independenten Erklärung aquivalente Forme! 
für die Parallelübertragung. Der hieraus sich ergebende Begriff der kovarianten Ableitung ist koordi- 
naten- und eichinvariant. Der Bestandteil 1; der Komponenten des affinen Zusammenhangs ist der 
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Anteil an der Richtungsübertragung, der Bestandteil Ga ist der Anteil an der ,,Streckungsüber- 
tragung’’. Bezeichnen Rigg und Ria 3 die aus den J; Zn DZW. Ti za gebildeten Komponenten des Krüm- 
© ê 
mungstensors, dann ist Ras = Ray — > I yf fag mit fay = Ge, a ot Kennzeichnend fiir 
” ñ 
den Wey tschen affin-zusammenhängenden Raum ist das identische Verschwinden der f,;. Kenn- 
zeichnend für den projektiv-euklidischen Raum ist das identische Verschwinden der Projektiv- 
kriimmung, welche jetzt Phas = = Ra8 — ÿ, Rag lautet, mit Ry = R;,4. Der Übergang zum metri- 
schen Raum wird wie in der Riemannschen Geometrie durch Vorgabe des metrischen Tensorfeldes g,4 
vollzogen. Das Quadrat ciner Vektorlänge ist jetzt als Tensor nullter Stufe vom Ubertragungs- 


wege unabhängig. Zwischen den GrôBen Dia Pa und g;4 besteht wieder derselbe Zusammenhang 
wie in der Weyischen Geometrie: J, ba = {i} + 5 (0; Pa — Jka g + di, ge)» die Richtungs- 


übertragung ist durch die Metrik und die Streckungsiibertragung eindeutig bestimmt. Das Volumen- 
integral ist jetzt offenbar eine Invariante auch gegeniiber Eichtransformation. Die Konform- 
krümmung lautet jetzt 


ry FY R î 
Chaz = (n—2){Rhas — (5% {Rhy — 05 {Rhin — 943 {R} — gza{R}}) + — {8 } 1 (Sn 943 — SaGka) 


wo {Ras den aus den {i} gebildeten- Kriimmungstensor bezeichnet. Wie auch in der 
Weyzschen Geometric bestimmen projektive und konforme Beschaffenheit eines metrischen 
Raumes eindeutig dessen Metrik. Diese Neubegriindung der Geometrie hat verschiedene Be- 
rihrungspunkte mit Untersuchungen von FRIESECKE, NEWMAN und EisENHART. Die auf ihr be- 
ruhende Erweiterung der allgemeinen Relativitatstheorie liefert die bekannten Feldgesetze und 
eine einheitliche Theorie der Gravitation und des elektro-magnetischen Feldes, welche alle Vorziige 
der Weyxschen Theorie besitzt und alle diejenigen Mängel, die zur Ablehnung der Weytschen 
Theorie gefiihrt haben, nicht mehr enthält. 


WERNER Mever-Konie, Stuttgart: 


Die ¢,-Summierbarkeit einer Potenzreihe an der Konvergenzgrenze 


Es sei - 
| CO 
° f(z = > a, 2” 
n=0 
ein Funktionselement der komplexen Veränderlichen z, welches den Einheitskreis |z| <1 zum 
Konvergenzkreis hat. Versteht man für z> 0 unter 
CO 
x” 
B(x; 8,) = e* > ST 8) 
v==0 


die Bore.-Mittel der Folge s, = a, + a, +...+ a, und unter S(a) das abgeschlossene Kreis- 
gebiet |z — a| < |1— al, so gelten nach J. Kanamata’) die beiden folgenden Sätze: 


3) Uber die B-Limitierbarkeit einer Potenzreihe am Rande, Math. Zeitschr. 44 (1939), S. 156 
bis 160. 


I. Ist f(z) in x >) beschränkt, so ist dann und nur dann 
| B-S a, = 8. dh. lim B(z:4,)= 8, 


x —-> 00 
wenn das einfache FouriEr-Integral der Funktion f (=) auf der Geraden Rt z = 1, genommen on der 
Stelle z = 1. zum Wert s konvergiert, d.h. wenn gilt 


©OQ 


. 1 sing t 
tim) f nots (atmo. 


Il. Ist für ein k> 0 | 
lim (1—z) f(z) = A für 2— 1 in 2(5). 
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s0 ist 
B(x; 8,) = A a! für z—> co 
(ie) & FF (k + 1) 
Das B-Verfahren läBt sich in vielen Fallen auffassen als der Grenzfall p—> co des Evien- 
Knoppschen Verfahrens €, (p> 0), das auf der Mittelbildung 


1 Li 
EÂn ; 8,) = oe (" | — 1} "es, 
v=0 
beruht. Die Frage liegt nahe, ob auch die beiden Karamataschen S&tze als Grensfalle geeigneter 
Satze über das e-Verfahren aufgefaBt werden kénnen. Dies ist der Fall. Es gilt namlich: 


l'. Dann und nur dann ist 
ep Dan = 8, dh. lim eg(n; 8,) = 8, 


%—> 00 


wenn die kntwicklung der F unktion f (; :) im AuBern von & (— (24 — 1)) nach Potenzen om 
1 -, genommen an der Stelle z = 1, zum Wert s konvergiert. 
z+ (24 —1) 


Il'. Zet für ein k> 0 


29 —1 
lim (1—z}¥ f(z) = À für z>1 in & (| ’ 
80 tal 
An 4 
E4(%: 8,) = für n—> co. 
PU 2 Tk +1) 


Die Richtigkeit von I' erkennt man durch Aufstellen der genannten Potenzreihenentwicklazg. 
Der Beweis von II’ läBt sich analog zu Karamatas Beweis von II führen. 


LäBt man in I’ die Ordnung p— = streben, so wird aus e, im Grensfall B. Die Potensreihen- 
entwicklung der Funktion f (: -} betrachte man auf dem Rand von & (— (2%—1)). Dort laBt sie 


sich als Fourier-Reihe auffassen. An deren Stelle tritt im Grensfall dag Founien-Integral aul 
der Geraden ® z= 1. Noch unmittelbarer bietet sich IJ als Grensfall von II’ für p-> 00 dar. 
Die Sätze I und II sind durch diese Betrachtung nicht neu bewiesen, aber es wird verstandlich. 
warum sie gerade so lauten. 
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So wie sich das B-Verfahren einerseits als Grenzfall des e,-Verfahrens für p— oo auffassen 
laBt, laBt es sich andererseits als Grenzfall des auf der Mittelbildung 


S,(n;8,) = (1—a)"+1 ÿ (" r ”) a" 8, 


v=0 


beruhenden S,-Verfahrens (0 <a << 1) für a— 0 auffassen. Das S,-Verfahren wurde vom Verfasser 
an anderer-Stelle eingeführt und untersucht. Den e,-Satzen I' und II’ lassen sich entsprechende 
S,-Satze zur Seite stellen. Thre Formulierung soll einer ausführlicheren Darstellung vorbehalten 
bleiben. 


HERMANN ScumipT, Braunschweig: 


Zur Approximation und Kettenbruchentwicklung quadratischer Zahlen 


Im Gebiet der diophantischen Approximationen bietet die am nächsten liegende Frage, wie 
gut eine Irrationalzah]l & durch rationale Briiche Fe angenähert werden kann, wobei die Naherungs- 


güte nach der Abnahme des Fehlerbetrags bei wachsendem Nenner beurteilt wird, noch manche un- . 
gelôste Probleme. Sucht man nach Abschätzungen der Form 


a 


ee (c: a > Onur von  abhängig, gx—> oo für n —> x). (1) 


A, 
so ist bekanntliche = 1, a = 2 stets zulassig, und 1 man darf für 2 27 die Näherungswerte —”. der 


regelmaBigen Kettenbruchentwicklung für € setzen. Ob es algebraische Zahlen € gibt, für die ein 
a> 2 zulässig ist, ist z. Z. noch nicht endgiiltig entschieden (Problemkreis THUE-SIEGEL- 
SCHNEIDER). Bei a= 2 ist stets c= V5 zulassig (Hurwitz). Schärfer setzt man dann nach 
Perron fin c= M (£) (< co); M (£) hat für jede Klasse durch linear-gebrochene ganzzahlig-uni- 
modulare Transformation auseinander hervorgehender Irrationalzahlen den gleichen Wert; bei 
endlichem M(é) entsteht dann noch fiir jedes einzelne & der Klasse die Frage, ob c= M(£) 
genommen werden darf. 


(D, Po Qo» (D — P*o)?% 
ganz; D, Q, positiv) erhält man nun umfassende Aufklärung durch eine asymptotische Entwicklung 


Im Falle einer reell-quadratischen Irrationalzahl £ = L 3 fo 
0 


der Näherungsbrüche —— für #-> oo, die nach Potenzen von B;* fortschreitet, wahrend die 





B, 
Koeffizienten periodische Funktionen von n sind, und die für groBe nr sogar konvergiert. 
Sie lautet: 
GO . 

A, (— 1)"+1 TT Ona i (— 1)°+D Qo" 1 QU: 

Re + -+ 2} EE (2) 

B,, ° 2 2VDBs Bs + DV —3 B°” 

Hierbei bedeutet Q, den Nenner des n-ten ,,vollständigen Quotienten” En = — on 
” 


der Kettenbruchentwicklung von € Aus der asymptotischen Darstellung entnimmt man nun 


ohne weiteres insbesondere den (bekannten) Wert M (£) — 2 V2: Qx, wo y einen Index 
bezeichnet, für den Q,, innerhalb einer Periode den kleinsten Wert annimmt. 
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Darüber hinaus sieht man, daB genau dann c :- M (Ë) zulassig ist, wenn entweder die primitive 
Periodenlinge £ ungerade ist, oder aber, falls sie gerade ausfällt, auch ein gerades y existiert. Die 
Einzelheiten des Beweises werden demnächst in grôBerem Rahmen in der Math. Ztschr. erscheinen. 
Die entscheidende Hilfsformel, durch deren Entwicklung (2) hervorgeht und für die wir einen ver- 
einfachten Beweis mittels Matrizenrechnung geben, rührt von HERMANN SCHEFFLER her (Die un- 
bestimmte Analytik, Hannover 1854, S. 159 (6)). Es mag geschichtlich bemerkt werden, daB in 
diesem wohl wenig bekannten, trotz gelegentlicher Irrtiimer recht beachtenswerten Buche bereits 
(mehr als dreiBig Jahre vor Horwitz) die regelmaBigen Kettenbrüche mit ganzen komplexen Zahlen 
als Teilnennern behandelt sind, nebst Beweis fiir die Periodizität der Entwicklung im Falle einer über 
dem (raussschen Zahlkôrper relativ-quadratischen Zahl. 


ROBERT ScHMipT, München: 


Orthogonalsvsteme von Polynomen und thre Nullstellen 


Mit Belegungelunktionen 2° kann man durch Anwendung des Orthogonalisierungeprozess 
auf 1.r.r*.... Folgen von Polvnomen 
P,(x) = ag, + a4, 2 +... + ag té (ag, + 0) 


gewinnen, die Orthogonalsysteme bilden: 


+00 
| Pu(x) P,(x) dx = er. 
Dazu gehôren z. B. die Systeme von LEGENDRE, Hermite, LAGUERRE und TchEBYCHEr. Die 
folgenden — jedenfalls für LecENDRE-Polynome gelaufigen — Tatsachen werden einheitlich her- 
geleitet: 
1. P,(z) besitzt genau & cinfache reelle Nullstellen. 
2. Zwischen je zwei aufeinanderfolgenden Nullstellen von P,,,(x) liegt genau eine Nullstelle 
von P,(z). 


WALDEMAR SCHOBE, Stuttgart: 


Die Naherungsformeln von Nicxozson und Watson für Zylinder- 
funktionen 


Wenn das Argument z und der Index » einer Zylinderfunktion beide unendlich werden, so 
gibt es für den Funktionswert zwei asymptotische Entwicklungen von Desye, die aus elementaren 
Funktionen gebildet sind. Die eine gilt für — = Cec b = const + 1(Hauptreihe), die andere für 


z— »= y= const (Ausnahmereihe). Der Geltungsbereich beider Reihen reicht weiter, als soeben 


angegeben. doch erfassen beide nicht den Bereich, in dem y von der GréBenordnung 23 ist. Hier 
gelten die Näherungsformeln (1) von NicHotson und (2) von Watson. 


au 


1 
© HH) (2) z 3") H® (Se ) (1) 
‘ 32 À 3 22 
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ai 
e LUCE CETTE Te b-e +) (2) 


Der übliche Beweis von (1) benützt das heikle Prinzip der stationären Phase, setzt überdies 
ganzzahliges » voraus und liefert keinerlei Angabe über den Fehler. Für (2) hat Watson nicht nur 
einen exakten Beweis, sondern im Reellen auch eine Fehlerschranke angegeben, die allerdings für 
die Praxis unbrauchbar hoch ist. 


Es gelingt, asymptotische Entwicklungen aufzustellen, deren Anfangsglieder mit den rechten 
Seiten von (1) und (2) übereinstimmen, und dadurch das asymptotische Verhalten des Fchlers 
dieser Näherungsformeln zu erkennen. Die ,,NicHoison-Entwicklung‘* der zweiten HANKEL- 
Funktion lautet 


© a) 


au 1 —# 
ai > 
Ce G2) D yz) * ([Su(y) Hy) + Puly) 42 (9 (1a) 


pe=0 





, wobei S,,(y), T.(y) Polynome hôchstens vom Grade 2 u sind. 


(la) ist eine asymptotisehe Entwicklung für z— oo, falls — 2x + e <arcz Sa — € ist 


(<> 0 beliebig klein) und y = O(z3) bleibt. Jede Zylinderfunktion Z,(z) hat in jedem Winkel- 
raume (m—1+e)x<arcz <(m+1—e)x bei ganzzahligem m eine derartige Entwicklung, 


wobei in (1a) rechts an die Stelle von Hy”, HE geeignete, auch von m abhangige Zylinderfunk- 
tionen 81, 8-3 des Argumentes y treten. | 
Der Beweis beruht auf einer bekannten Umformung des SomMERFELDschen Integrals in die 


Gestalt = [ exp (-§ € 3 — ys] D dt, worin Œinu —u= - {3 ist. Hier schreibt man den 


— pis ¥(1--" 
Integranden e 6 e ee , entwickelt den Klammerfaktor zunächst nach Y und 
t 


gelangt durch die Substitution Y = yt zu einer Entwicklung nach Polynomen in ft, die glied- 
weise behandelt schlieBlich die NicHotson-Reihe (1) liefert. Nebenbei ergibt sich eine Verbesserung 
der Nicnoisonschen Formel, namlich 


_ m J a —> 

VS 4%, y= 222 yO nn) + ), (1b) 
EH BE} 

wahrend bei (1) der Fehler von der GroBenordnung O(z—') ist. 


Auf verwandtem, aber mühsamerem Wege entsteht die ,,Watson-Entwicklung’, die fiir die 
zweite HANKEL-Funktion folgendermaBen lautet: 


PA 


e° HE) (y Gecb) (2a) 


exp (6 ~ gb — 4 Bot) À Dem | 20m He (re eg +) +t HO, Ge + | 


mit 7 = » Xg* b, wobei s,,(7), ¢.(7) ‘Polynome hôchstens 2 u-ten Grades sind. Wird das Vorzeichen 
von b umgekehrt, so ändert sich die Watson-Reihe wesentlich; es gibt also zwei Watson-Reihen, 


die für y= O(z), d.h. 7 = O(1) im Winkelraum — 22+ € S arc vy Sa — € beide gültig sind. 
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Werden aber. bei festem y > 1 für 7—> = die Funktionen s,,(7)-i HY und ¢,, (n)-H] ) je für sich 


nach HANKEL asymptotisch entwickelt, so zeigt sich x. B. für positive », daB bei der Normieruns 


17 < arc (gb) << — é die hôchsten Glieder dieser Hanxe.-Entwicklungen sich verstarken. 


bei der anderen Normierung — 6 < arc (Tq 6) <2 sich vernichten. Die letztere Normieruns 
liefert die ,.bevorzugte‘* Watson-Entwicklung. Diese gilt nicht nur im Bereiche y = O(z$), sondem 


z. B. auch bei jeder Bewegung = = const, so daB die bevorzugte Warson-Entwicklung einen sehr 


umfassenden Geltungsbereich hat. Es ergibt sich dabei, daB die von Watson im Reellen für z> r 
und z < » gegebenen Fehlerschranken seiner Naherungsformel (die Anfangsglied einer bevorsagtea 
Entwicklung ist) selbst im ungünstigsten Falle um ein Mehrhundertfaches grôBer sind als das 
zweite Glied der Entwicklung. 

Wird jedes Glied der bevorzugten Watson-Reihe in eine Hanxexsche asymptotische Reihe 
entwickelt, dann geht die so entstehende Doppelreihe bei geeigneter Umordnung in die Desyasche 
Hauptreihe über, die ja wegen der darin auftretenden Polynome in Ctg* b ebenfalls eine Doppel- 
reihe ist. Analog zeigt sich: wird jedes Glied der Nicno_son-Reihe (1a) in eine Potenzreihe nach 
273 entwickelt — diese Potenzreihen konvergieren beständig —, so läBt sich die entstehende 
Doppelreihe in die Desyesche Ausnahmereihe umordnen. Insbesondere entsteht die Potenzreihen- 
entwicklung des NicHozsonschen Näherungsausdrucks, wenn man in der Desyeschen Ausnahme- 
rvihe jedes Polynom B;,(y) durch die hôchste darin enthaltene Potens const; ersetzt. Zwischen 
den verschiedenen Naherungsformeln und Entwickluñgen bestehen also enge formale Zusammen- 
hange. 

Ahnliche Verschärfungen lassen sich auch für die numerisch vorsügliche Näherungsformel von 
\. Focw (vgl. Referat in FdM. 60. 2 [1934]) 


e ° H® (vsec B) ~ V1 — Betg BHŸ (»(tg B—B)) (3) 


yrebeen 


Hetmut WAGNER, Wetzlar: 


Anwendung moderner mathematischer Methoden auf Probleme des 
optischen Rechnens 


von einer Inhaltsangabe des Vortrags an dieser Stelle wird abgesehen, da ein ausführiicheres 
Saltret refesut im nächsten Tleft dieses Archivs erscheinen soll. 


ALWIN WALTHER, Darmstadt: 


Die Integrieranlage IPM-OTT 


Van sellutreferat ist nicht bei der Schriftleitung eingegangen. 
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HELMUT WIELANDT, Mainz: 


EinschlieBung von Eigenwerten normaler Matrizen 


Es seien £ = {x;}, » = {y,} zwei Spalten mit je n komplexen Elementen, >»; |a,|? = 1. 2 Zah- 
len À,,..., 4, môgen ein môgliches Spektrum heiBen, wenn es eine normale Matrix A mit den 
charakteristischen Wurzeln À,,..., 2, gibt, die £ in Ay = ÿ überführt. Um die Gesamtheit der 
. môglichen Spektren zu überblicken, geht man zweckmäBig von der Gaussschen 2-Ebene zu der- 

jenigen Riemannschen 4-Kugel & über, die den Mittelpunkt 4 = m, und den Radius r= (m, — |m,|*)'/s 
besitzt, mit m, = © x;y; und m,= ÿ |y,|?. Ein Spektrum ist dann und nur dann môglich, wenn 
es, auf & gedeutet, eine räumliche konvexe Hülle erzeugt, welche den Mittelpunkt von 8 enthält. 
Unmoglich sind daher genau die Spektren, welche auf einer offenen Halbkugel von & Platz finden; 
jede abgeschlossene Halbkugel enthält von jedem môglichen Spektrum mindestens eine Zahl. 
Mit dieser zweiparametrigen Schar von EinschlieBungssätzen sind im wesentlichen schon alle 
EinschlieBungssätze für die Eigenwerte erschôpft, welche nur die Kenntnis von x und y voraus- 
setzen. Erginzende Aussagen über Eigenlésungen ergeben sich, wenn man den Begriff der Be- 
teiligung P eines Bereichs 8 der 2-Ebene an x folgendermaBen einführt: Man zerlegt x = x, + 23, 
wobei x, Linearverbindung der Eigenvektoren zu Eigenwerten aus %, x, Linearverbindung zu 
Eigenwerten aus dem Komplementarbereich von © ist, und setzt 6 = |z,|?: |x/?. 
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r dichtetreue Geradenabbildungen in der Ebene 


Von Witnet™ BLasenke in Hamburg 


Es sei g eine Gerade in der Euxuipischen Ebene ©, À ihr Abstand von einem Festpunkt, rt 
Winkel mit einer Festrichtung von €. Dann nennt man das Element dh dr die Dichte der Geraden) 
in G. Sie ist bis auf einen festen Faktor durch dio Forderung erklirt, bei allen Bewegungen wt 
€ erhalten zu bleiben und wurde 1868 von M. W. Cnorro (1826/1915) eingefiihrt"), Geraden- 
zuordnungen g-> g' in Œ, bei denen entsprechende Dichten gleich sind, sollen dichtetren heilen 
Triviale Beispiele dichtetreuer Abbildungen sind die Bewegungen und Umlegungen von €. Pix 
nicht-triviales erhalt man so: 

Es seien £,, £, zwei verschiedene gleichartige konfokale Kegelschnitte in ©, also 2, B. avd 
Ellipsen mit gemeinsamen Brennpunkten. Eine Gerade g moge mit @;den Punkt x; gemein haben 
und die zu den &; konfokale Hyperbeln durch x; moge V4 in yj treffen, In dem krummliniges 
Viereck, das von zwei Ellipsen und zwei Hyperbeln berandet wird, sind dann nach J, Ivory 18% 
die beiden Diagonalen 4, £, und gi 3 gleich lang). Ordnet man die erste g dieser Diagonale 
der andern g! zu, so erhält man eine im Kleinen cincindeutige Geradenzuordnung g—> q’ in 6. 
die dichtetreu ist. 

Die angegebene Abbildung 1aBt sich nun in cinfacher Weise geometrisch kennzeichnen. Es 
seien ©, 2, zwei Linien in €, die punktweise und im Kleinen eineindeutig auf zwei andere Linien 
21, 2 von E bezogen sind. Der Geraden g, die {; in den Punkten x; trifft, wollen wir die Yer 
bindungsgerade g' der entsprechenden Punkte £! der } zuordnen. Ist nun diese Geradenzuord- 
nung gg" dichtetreu, so sind sowohl die 2; wie die 2} konfokale Kegelschnitte und die new 
Zuordnung fallt mit der früher betrachteten bis auf eine Bewegung zusammen, Dabei sind auch 
noch Grenzfälle konfokaler Kegelschnitte zulissiz, wie sie etwa von den Kreisen mit gemeinsamem 
Mittelpunkt und den Geraden durch diesen Mittelpunkt gebildet werden. 


Ich hoffe, diese und verwandte Satze mit den zugehdrigen Beweisen in einer Darstellung der 
Kinematik bringen zu kônnen. 





(Eingegangen am 14.9. 1948) 





~ 4) Man vergleiche dazu etwa W. BLascuxe, Vorlesungen tiber Integralgeometrie I, Leipaiz und 
Berlin 1936, Hamburger Mathematische Einzelschriften 20. 


2) Man sehe dazu Bild 43, Seite 87, meiner ,,Analytisthen Geometrie* Wolfenbiittel 1918, 
und die Nummern 81, 82, 99 dieses Büchleins. 
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Zur Approximation stationärer laminarer Grenzschichtstrémungen 
mit Hilfe der abgebrochenen Brasiusschen Reihe 


Von H. GôrTLER in Freiburg i. Br. 


I. 

Inter den vielen bedeutenden Beitragen der von H. BLasius!) verfaBten ersten Gôttinger 
ertation zur Grenzschichtheorie, die im Anschluf an den Heidelberger Vortrag von L. PRANDTL?) 
tand, befindet ‘sich der erste Ansatz zur strengen Behandlung des allgemeinen stationaren 
1zschichtproblems. Dieser Ansatz stellt eine Reihenentwicklung der Stromfunktion nach Po- 
en der Wandbogenlänge x des umstrémten Zylinderquerschnitts dar, gemessen vom vorderen 
ipunkt z= 0 aus, mit Koeffizientenfunktionen, die vom senkrechten Abstand y von der 
iderkontur abhängen. 


"ar den Brasiusschen Reihenansatz wird angenommen, daB sich die Geschwindigkeit U(z) 
Strôomung am äuBeren Rande der Grenzschicht fiir das in Frage kommende Intervall der Wand- 
nlänge x um z= 0 als Potenzreihe 


U(r) = Su z+ (mit u, + 0) (1) 
A=1 


tellen läBt. Praktisch liegen die Dinge so, daB im allgemeinen eine aus Messungen hervor- 
nde äuBere Geschwindigkeitsverteilung U(2) bzw. die mit dieser vermôge 


U(æ) U(2) = ~— | (2) 


mmenhängende Druckverteilung p(x) (9 die als konstant angenommene Dichte des strémen- 
Mediums) vorliegt, und daB man dieses U(x) mit dem praktisch gegebenen Genauigkeits- 
trfnis durch ein Polynom 


4 
U(x)= Diu, xt (u + 0) (1a) 
A=1 ; 


einem im allgemeinen maBigen Grade £ approximiert. 


Bezeichnet y(z, y) die vermége u=Cy/dy, v= — Cp/dx eingeführte Stromfunktion der 
nzschichtstromung (uv und v die Komponenten der Strémungsgeschwindigkeit innerhalb der 
nzschicht in x- bzw. y-Richtung), so hat die BLasiussche Reihe die Gestalt . 


van = À FA ar. @) 
ch Einsetzen in die Grenzschichtdifferentialgleichung 
Py Var — Px Yyy = UU' + v pyyy (4) 
iinematische Zähigkeit) und Berücksichtigung der Randbedingungen 
y. = y, = 0 für y=0, y, —>U(x) fir y—> co (4a) 


1) H. Brasius, Grenzschichten in Flüssigkeiten mit kleiner Reibung. Diss., Gôttingen 1907, 
hienen in Z. f. Math. u. Physik 56, 1 (1908). . 

2) L. PRANDTL, Über Fliissigkeitsbewegung bei sehr kleiner Reibung. Verh. III. Intern. Math. 
1gresses, Leipzig 1905; Neudruck in Pranpoti-Betz, Vier Abhandlungen zur Hydrodynamik 
| Aerodynamik, Gôttingen 1927. 
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erhält man cin rekursiv zu lésendes System von Randwertproblemen gewôbnlicher Differential. 
gleichungen fiir die Koeffizientenfunktionen F,,(y), in welche die u; als Daten des jeweiligen Pro- 
blems eingehen. Die Ermittlung der F,,(y) laBt sich, wie zuerst L. Howarth ?) allgemein bemerit 
hat, auf die rekursive Berechnung eines Systems universeller — d.h. von den Daten u; des je 
weiligen Problems unabhängiger — Funktionen zurückführen. Linearkombinationen dieser uni. 
versellen ,,Grundfunktionen der stationären Grenzschicht" mit von den w, abhängenden Koeffi- 
zienten ergeben in bequemer Weise die F,,(y) des betreffenden Problems. 


Der erforderliche numerische Aufwand, um die Grundfunktionen ein- für allemal zu tabulieren, 
schwillt auBerordentlich rasch mit wachsender Ordnung y an und swingt in der numerisch auswertes- 
den Praxis zum frühzeitigen Abbrechen der Reihe. also zu einer Approximation der Stromfunktion 
der Gestalt 


y(x, y) ~ 2 Fu(y) ah, (3a) 
= 


In der Praxis verwendet man die Approximation (3a) vom vorderen Staupunkt z= 0 aus 
so weit stromabwärts wie môglich. um dann eine Fortsetzungsrechnung in Richtung weiter wachser- 
der x- Werte stromabwärts nach einem der bekannten strengen numerischen Verfahren, etwa nach 
einem der in letzter Zeit entwickelten Differenzenverfahrent) 5), ansuschlieBen. Darin liegt heute 
in erster Linie die praktische Bedeutung des BLasiusschen Reihenansatzes. Die offene Frage ist 
die, wie weit stromabwärts die Approximation (3a) je nach Wahl von m praktisch noch brauchber 
ist. Heute stehen für den allgemeinen Fall die universellen Grundfunktionen bis zur 5. Ordnung 
nach den Tafeln von L. Howartu®) und N. FRôssLiNG ?) numerisch sur Verfügung. Für den Sonder- 
fall der symmetrischen Anstrômung. in welchem u,, = 0 und F,,(y) = 0 sind (x = 1, 2, 3,....). 
hat A. ULricu®) auch noch die (drei) Grundfunktionen 7.Ordnung und die (fünf) Grundfunktionen 
9. Ordnung vertafelt. Damit kann für diesen oft interessierenden Sonderfall die Approximation (3a) 
bis m = 9 numerisch ausgewertet werden. 


IT. 


Was ist mit den bisherigen Vertafelungen der Grundfanktionen erreicht worden? Die Hoffnung, 
damit eine Grenzschichtstromung genügend genau bis zu einer im allgemeinen besonders interessie- 
renden Ablésungsstelle approximieren zu kénnen, muBte aufgegeben werden. (Es erscheint mir über- 
haupt fraglich, ob die BLasrussche Reihe noch an einer Ablôsungsstelle konvergieren wird. Leider 
weiB man über das Konvergenzverhalten dieser Reihe bis heute vom allgemeinen Standpunkt 
noch kaum etwas.) Utricn hat seine Tafeln auf den theoretischen Fall der Grenzschicht an einem 
Kreiszylinder unter der Druckverteilung der regulären PotentialstrOmung um diesen angewandt 








3) L. Howartu, Steady flow in the boundary layer near the surface of a cylinder in a stream 
Aeronautical Research Committee, Reports and Memoranda No. 1682, London 1935. — 

4) K. Scuréper, a) Ein einfaches numerisches Verfahren zur Berechnung der laminaren Great- 
schicht; b) Berechnung der laminaren Grenzschicht an einem elliptischen Zylinder bei Zugrunde- 
legung einer gemessenen Druckverteilung. Noch nicht verôffentlicht. 

5) H. Gorter, Ein Differenzenverfahren zur Berechnung laminarer Grenzschichten. Ingenieur- 
Archiv 16, 173 (1948). 

6) L. HowaRTH. a. a. O., siehe FuBnote 3. 

7) N. FrôssLiNc, Verdunstung, Wärmeübergang und Geschwindigkeitsverteilung bei zwei 
dimensionaler und rotationssymmetrischer laminarer Grenzschichtstrémung. Lunds Universitets 
Arskrift, N.F. Avd. 2, 36 (1940), Nr. 4. 

8) A. Utricn, Die laminare Reibungsschicht am Kreiszylinder. Noch nicht verdffentiicht. 
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und einen Vergleich nur mit dem nicht immer sicher arbeitenden PoHLHausen-Verfahren ange- 
stellt. Der praktisch interessantere Fall einer gemessenen Druckverteilung am Kreiszylinder, und 
zwar der als Vergleichsbeispiel für die verschiedensten Verfahren der Grenzschichtberechnung 
herangezogene Fall des Hiemenzschen Kreiszylinders*), môge uns im folgenden als Probefall dienen. 
Ieh vergleiche mit dem Ergebnis der Rechnung nach meinem strengen Differenzenverfahren, das 
wiederum"*) befriedigend übereinstimmt mit den Resultaten anderer strenger Verfahren und daher 
im Rahmen der aufgewandten Rechengenauigkeit als verbiirgt angesehen werden kann. 


Der von Hiemenz gewählte Zylinder hatte einen Durchmesser von d = 9,75cm. Bei einer 
Anstrémungsgeschwindigkeit von U,, = 19,2 cm/sec und mit » = 0,01 cm*/sec (Wasser) ergibt 
sich die Reynozpssche Zahl Re = U,, d/v = 18720. Die durch Messung ermittelte äuBere Ge- 
schwindigkeit U(x) lieB sich im Bereich vom vorderen Staupunkt bis zu der zwischen 6,8 und 
7,0 cm beobachteten Ablôsestelle x, gut durch das Polynom 5. Grades - | 


U(x) = 7,151 x — 0,04497 x? — 0,0003300 x (0 < x < z,) (1b) 


approximieren, und dieses Polynom stellt die in der Folgezeit fiir alle Vergleiche zugrundegelegte 
Funktion U(x) dar. (Die Abweichungen gegenüber den MeBpunkten blieben unter 0,4% des maxi- 
malen Wertes von J.) Das Druckminimum wird etwa bei x = 6 cm und also bei einem vom vor- 
deren Staupunkt aus gemessenen Zentriwinkel von a = 70° erreicht. Der nachfolgende Druck- 
anstieg ist sehr rasch, entsprechend bald erfolgt die Ablésung der Grenzschicht, und das ist eigent- 
lich kein Vorteil dieses Beispiels als Grundlage fiir Vergleiche, jedenfalls nicht fir Genauigkeits- 
vergleiche in der Ermittlung des Ablésungsortes (der sogar vom PoHLHAUSEN-Verfahren sehr gut 
geliefert wird), aber die Rechenerfahrung zeigt, daB auch diese kurze Druckanstiegsstrecke noch 
reichlich Gelegenheit zu rasch zunehmender Abweichung der Grenzschichtprofile im einzelnen nach 
den verschiedenen bisher entwickelten Approximationsverfahren bietet. 


Der Näherungsansatz der abgebrochenen BLasrusschen Reihe (3a) liefert nach numerischer 
Auswertung fiir m= 5, 7 und 9 die in Fig. 1 wiedergegebenen Geschwindigkeitsprofile fiir eine 
Auswahl von Konturstellen. Die Lagen dieser Stellen am Zylinder sind links oben in der Figur 
mit Angabe der zugehôrigen Zentriwinkel vermerkt. (A. bezeichnet die nach strenger Rechnung 
sich ergebende Ablôsungsstelle, s. unten.) Geben wir Abweichungen grundsätzlich in Prozenten 
des zum jeweiligen Orte gehôrigen Wertes von U(z) an, so ergibt der gegenseitige Vergleich dieser 
Approtimationen: Bei x = 4,5 cm weicht die Approximation m = 5 maximal um nur 0,5% von 
jener fir m= 9 ab. Bei x = 5,5 cm erreicht diese Abweichung maximal 1,9%, wahrend die Ab- 
weichung der Approximation mit m = 7 von jener mit m = 9 maximal erst 0,6% betragt. Bei 
z= 6cm (Druckminimum etwa) erreicht die Naherung mit m = 7 Abweichungen bis zu 1,3% 
von jener mit m= 9. 

Dieses Ergebnis lä8t erwarten, daB man mit Hilfe der Urricaschen Tafeln, d. h. mit der Ap- 
proximation m= 9 mindestens das Druckminimum mit einem unter 1% verbleibenden Fehler 
erreicht. (Die Fehlerschranke von 1% entspricht den normalen Genauigkeitsansprichen.) Der 
Vergleich mit den als gesichert anzusehenden (s. oben) Ergebnissen meines strengen Differenzen- 
verfahrens (ausgezogene Profile in Fig. 1) bestatigt diese Vermutung. Dabei ist zu bemerken, 
daB die ,,strenge’’ Rechnung einen Genauigkeitsanspruch von 1% erhebt, so daB nach dieser Kon- 
trolle auch bereits das Ergebnis für m = 7 noch bis zum Druckminimum bei z = 6 als praktisch 
brauchbar su bezeichnen ist (Abweichung vom Ergebnis des Differenzenverfahrens unter 2%). 


®) K. Hiemwenz, Die Grenzschicht an einem in den gleichférmigen Flüssigkeitsstrom einge- 
tauchten geraden Kreiszylinder. Diss., Gôttingen 1911, erschienen in Dinglers polytechn. J. 826, 
321 (1911). 

0) H. GÜRTLER, a. a. O., siehe FuBnote 5. 
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Bei x = 6.5 em, also auf etwas mehr als halbem Weg vom Druckminimum bis zur Ablôsungsstelle, 
ist auch die Approximation mit m == 9 nicht mehr befriedigend (Abweichungen bis 4,5% vom 
Ergebnis der Differenzenrechnung). Das gilt dann erst recht von der letzten ausgewerteten Stele 
x= 6,73 cm hart vor der Ablosungsstelle A, die nach der Differenzenrechnung bei z, = 6,80em 
(a = 799°) liegt. (ScurdveR") erhielt nach seinem Differenzenverfabren x, = 6,87 em ( 
= 80,7°). Nach den Hiemexzschen Messungen laBt sich nur sagon, daB der Ablésungsort bei z= 638 
bis 7.0 em lag.) 
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Fig. 1: Grenzschichtprofile am Hiemexzschen Kreiszylinder, berechnet mit Hilfe der abgebroche- 

nen Buasiusschen Reihe (mit m = 5,7 und 9) und kontrolliert an dem Verlanf auf Grand einer 

strengen Berechnung nach dem Differenzenverfahren. (u ist der Bequemlichkeit halber mit 
u, L dimensionslos gemacht, wo L = 1 cm ist.) 


Tl. 

Solange man für die Güte der Approximation durch die abgebrochene BLasrussche Reihe (32) 
keine allgemeineren Aussagen besitzt, ist man in jedem neuen Anwendungsfall auf den Auger 
schein angewiesen und auf die berechtigte Erwartung, daB sich eine Verwendung derselben für 
zu weit stromabwärts liegende z-Werte in der daran anschliefenden Fortsetzungsrechnung nach 
einem strengen numerischen Verfahren, besonders bei den mit überspringenden Differenzen ope- 
rierenden Fortsetzungsverfahren, in einem ,,Zurechtrücken‘‘ mit unregelm&Bigem Übergang richen 
wird. Um so wertvoller ist bei diesem Stand der Entwicklung auch jedes Kriterium, welches aus- 
sagt, wann jedenfalls spätestens die Buasiussche Approximation mit Sicherheit unbrauchbar wird. 


M) K. Scuréper, à. a. O., siehe FuBnote 4, Arbeit a. 
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Ein solches Kriteriym besitzt man?) in der Erfiillung der sogenannten ,,ersten Grenzschicht- 
tindung‘‘. Als notwendige Bedingung für die Lésung stellt sie eine bequeme Rechenprobe für 
jedes approximative Verfahren dar. Als solche ist sie mehrfach mit Nutzen angewandt worden. 
Speziell im Zusammenhang mit der BLasrusschen Approximation ist es von Wert, auf einen —- 
im Grunde trivialen — Sachverhalt hinzuweisen, der bisher trotz seines praktischen Nutzens un- 
beachtet geblieben zu sein scheint. 


Bekanntlich lautet die erste Grenzschichtbindung?$): 
v(0%p/0y%),=0 = — U(x) U'(z). (5) 


Wegen y, = u gibt sie im wesentlichen den vorgeschriebenen Wert der Kriimmung des Grenz- 
schichtprofils # an der Wand y= 0 an. Sie folgt unmittelbar aus der Grenzschichtdifferential- 
gleichung unter Beachtung der Randbedingungen in y= 0. Da die Grenzschichtdifferential- 
gleichung durch die volistandige BLasiussche Reihe in der Weise erfiillt wird, daB nach Einsetzen 
die resultierenden Koeffizienten der x-Potenzen als Differentialausdrücke in y nullgesetzt werden, 
gilt dasselbe fiir die daraus für y — 0 folgende Beziehung (5). Wird also die Biasiussche Reihe 
nach dem Glied m-ten Grades in x abgebrochen und bezeichnet, wie oben festgelegt, k den Grad 
des Polynoms U(x), so folgt unmittelbar für die in y lineare inhomogene Forderung (5) der folgende 
Sachverhalt: 


1. Die zweite Ableitung des Geschwindigkeitsprofils u an der Wand: (@?u/0y?),—0 berechnet sich aus 
einer BLasiusschen Approximation (3a) exakt für alle x des Giltigkeitsbereichs von (1a) dann, 
wenn m > 2k — 1 tat. 


2. Ist dagegen m < 2k — 1, wird also eine geringere Ordnung der BLasiusschen Approximation 
gewahlt, so kann man den resultierenden Fehler in der Berechnung dieser zweiten Ableitung angeben, 
ohne tiberhaupt erst die Grenzschicht berechnet zu haben (insbesondere ohne die Koeffizientenfunk- 
tionen F(y) numerisch zu besitzen). 


Diese Aussagen besitzen ein selbständiges Interesse. Speziell im Hinblick auf die Verwendung 
von (5) als Probe bietct die 2. Aussage einen besonderen Vorteil gegenüber anderweitig vorge- 
schlagenen Proben, die erst nach numerischer Auswertung der Approximation angewandt werden 
kônnen. Unsere Probe gewinnt damit den Wert einer Voraussage. Sie hat andrerseits die Schwäche 
einer jeden Rechenprobe, allein eine notwendige Bedingung zu sein; sie gibt daher nur ein Kriterium 
dafür, wann spatestens die BLasrussche Approximation (3a) stromabwarts vom vorderen Stau- 
punkt untauglich werden muB, d. h. nur eine obere Schranke, x = x, für die Brauchbarkeit der 
Approximation. Für m = 2k — 1 liefert sie kein Kriterium mehr. 


Die 2. Grenzschichtbindung , 
(Ayp/ey*),—0 = 0 (6) 


ergibt sich durch Differentiation der Grenzschichtdifferentialgleichung nach y und Beachtung der 
Randbedingungen in y = 0. In gleicher Weise wie oben schlieBend ergibt sich, da es sich hier um 
eine lineare homogene Bedingung in y handelt: Die zweite Grenzschichtbindung wird von jeder 

18) H. GÔRTLER, Weiterentwicklung eines Grenzschichtprofils bei gegebenem Druckverlauf. 
Zschr. angew. Math. Mech. 19, 129 (1939). Englische Übersetzung in J. Roy. Aeronaut. Soc., 
London 45, 35 (1941). 


13) Zur Bedeutung der ,,Grenzschichtbindungen“ vgl. etwa L. PRANDTL, Zur Berechnung der 
Grenzschichten. Zschr. angew. Math. Mech. 18, 77 (1938). Englische Übersetzung in J. Roy. 
Aeronaut. Soc., London 44, 795 (1940), oder die in FuBbote 12 zitierte Arbeit. 
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BLasiUsschen Approximation (3a) exakt erfillt'*). Diese Tatsache erhôht die Bedeutung der 
1. Bindung als Probe für die Brauchbarkeit der BLasiusschen Approximation in der Nachbarschaft 
der umstrémten Wand. 


Nach (1a) ist 


UU! a ud xt Bey ty xt + 202 my oy + UZ) 29 + Bae ay ty) 2 + a 
+ BQ uy uy + Du da + udyz8t . + (0...) ated, 
Ist ferner 
A=- SF, (0) 2. Co) 


so stellt also m 

UU'. A=(....)amtl + (jante + +) at 0 
das für m < 2k — 1 entstehende Defizit in der Erfüllung der ersten Grensschichtbindung (6) dur. 
Ist 2. B. U(x) = u, z+ uy 2 + u, 2° vorgogeben (k= 3), so ergibt sich etwa bei Wahl der Ap 
proximation m= 3, also y(z,y)= Fy(y) z+ Fay) 2* + Fa(y) 2% als Defizit der Probe (5) 
UU! — A= Buyu, xt + ui at. 





Im oben behandelten Beispiel des Higmenzsches 
Kreiszylinders ist k= 5, also 2& — 1— 9. Somit git 
hierfür dic heute numerisch erreichbare Approximation 
m= 9 den Wert der sweiten Ableitung des Geschwin- 
digkeitsprofils an der Wand für alle z vom Staupuit 
aur Ablôsungsstelle (Giltigkeitebereich von (la) 
exakt wieder. Dafür bietet die erste Grensschicht- 
bindung kein Kriterium dafür, wann diese Approxim- 
tion m= 9 im übrigen unbrauchbar wird. Für m=5 
und m = 7 ergeben sich die in Fig. 2 dargesteliten Ab 
weichungen (in dimensionsloser Auftragung, wobei der 
Bequemlichkeit halber als Bexugslinge L= 1 em ¢r 
wahlt wurde). Man gewinnt daraus den (grundsitzich 
ungefähren) Anhalt, daS für normale Genauigkeite 
ansprüche die Approximation m= 5 bei etwa z= 45 
und die Approximation m= 7 bei etwa = 6 spite 
stens unbreuchbar wird. Diese oberen Schranken 
stimmen mit den Stellen der tatsächlich eintretenden 
Unbrauchbarkeit so gut äberein, wie man nur hoffes 
konnte (s. oben). 

Allgemein ist diese Probe so bequem anzustellen, daS man sie immer vor Beginn einer Great 
schichtrechnung mittels der BLasiusschen Approximation zur Orientierung über den voraussicht- 
lichen Nutzen des Rechenaufwandes durchführen wird. 








Fig. 2: Bindungsprobe für die Hre- 
meszsche Strômung um den Kreis- 
aylinder. 


Um Sommer 1945) 


14) Entsprechendes gilt nicht für die durch mehrfache Ableitung der Grenxschichtäifferential 
gleichung nach y für y = 0 entstehenden, in y nicht linearen Bedingungen, insbesondere meht fir 
die hôheren Grenzschichtbindungen, wenn man vom trivialen Fall k= 1 absieht, für den ale 
F,,(y) mit 4 > 1 identisch verschwinden, und der überhaupt mit y = F,(y) x bereits eine exakte 
‘Lésung liefert (ebene Staupunktstrémung). (Die Approximation m= 1 erfült natiirlich auch 
für & > 1 alle solche Bedingungen, nur nicht mehr die 1. Grenzschichtbindung.) 
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Persénliches 
Verstorbene Mathematiker: 


FuJrwaRA, M., Tokio 
Hosokawa, T., Hiroshima 
Iwarsuxi, T., Hiroshima 
Kakeya, S., Tokio 
YosiE, T., Tokio 


Prof. Dr. W. BRôDEL wurde zum ordentlichen 
Professor der Mathematik an der Universitat 
Jena ernannt. 


Prof. Dr. Hernnicn DôRRIE feierte am 29. 7.1948 
sein 50 jahriges Doktor-Jubilium und am 
2. 12. 1948 seinen 75. Geburtstag. 


Prof. Dr. KARL STUBECKER wurde zum ordent- 
lichen Professor der Mathematik an der Tech- 
nischen Hochschule in Karlsruhe ernannt. 


Gesellschaften, Tagungen 


Tagung der Deutschen Mathematiker-Vereinigung 
in Tübingen. Am 1. und 2. Oktober 1948 hat 
in Tübingen eine Tagung der dort zu Beginn 
des Jahres genehmigten Deutschen Mathe- 
matiker-Vereinigung stattgefunden. Sie war 
verhältnismäBig gut besucht. Uber die wissen- 
schaftlichen Vortrage unterrichten die kurzen 
Referate in diesem Heft des Archivs, S. 219 
bis 233. Besonderes Interesse fand die Aus- 
sprache über die verschiedenen Plane zur Hoch- 
schulreform. Das Ergebnis war die weiter 
unten wiedergegebene EntschlieBung, welche 
den Kultusministerien durch Mitglieder der 
DMV môglichst persônlich überreicht werden 
soll. Die Versammlung setzte sich für das bal- 
dige Wiedererscheinen des Jahresberichts der 
DMV ein und erklärte sich einverstanden, da8 
er von den Herren BRANDT (Halle) und KamKeE 
(Tübingen) herausgegeben wird. Für die Frage 
der Referatorgane und insbesondcre das Wicder- 


erscheinen des Jahrbuchs über die Fortschritte — 


der Mathematik wurde ein AusschuB eingesetzt, 
dem die Herren Grunsxy, Kamxe, Stss und 
Uttricw angehôren. Ein weiterer AusschuB, 
für welchen die Herren BeHnxe (Münster), 


LôBELz (München), H.L.Scumin (Berlin), 
Suss (Freiburg) und WALTHER (Darmstadt) be- 
stimmt wurden, soll die Frage der Diplom- 
prüfung für Mathematiker klären. 


Die Tübinger Mitgliederversammlung wählte 
für die ausscheidenden Vorstandsmitglieder 
Prof. Knopp und Prof. KomMMERELL die Herren 
Cottatz (Hannover) und Lose. (München). 
Der Vorstand wahite Herrn Kamxe zum Vor- 
sitzenden für das neue Geschäftsjahr. 


Die obengenannte EntschlieBung der DMV vom 
2. 10. 1948 hat folgenden Wortlaut: 


An die 
Kultusministerien der deutschen Lander 


Betr. Schulreform 


Die Deutsche Mathematiker-Vereinigung hat 
sich in ihrer diesjahrigen Mitgliederversammlung 
am 1. und 2. Oktober in Tübingen eingehend mit 
Fragen der Schulreform beschaftigt. Sie ist be- 
unruhigt durch das, was bisher iiber die Plane 
zur Schulreform bekannt geworden ist. Im Hin- 
blick auf diese Plane hilt sie die Verwirklichung 
folgender Leitsitze für unbedingt erforderlich, 
wenn nicht unabsehbarer Schaden für unsere 
Jugend und damit fiir unser ganzes Volk ein- 
treten soll. Sie bittet daher das dortige Mini- 
sterium, sich fiir diese Leitsätze einzusetzen 
und für die Beratung von Einzelheiten der 
Schulreform einen Vertreter der Deutschen 
Mathematiker-Vereinigung hinzuzuziehen. 


1. Die Deutsche Mathematiker-Vereinigung 
(abgekiirzt: DMV) ist der Meinung, daB jetzt 
der Zeitpunkt gekommen ist, in welchem dem 
deutschen Volk ohne Beeinflussung durch Be- 
satzungsmächte freie Hand für die äuBere Or- 
ganisation des deutschen Schulwesens Begeben 
werden sollte. 


2. Die DMV tritt mit Nachdruck für eine He- 
bung des allgemeinen Bildungsstandes und des 
gesamten Schulwesens ein. Eine solche Hebung 
ist auch’ ohne Anderung der auBeren Organi- 
sation des Schulwesens durchfiihrbar. Nachdem 
die Schulen durch die Eingriffe der NS-Zeit, 
den Krieg, die. Zerstérung von Schulgebäuden 
und Unterrichtsmitteln und den Ausfall von 
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Niveaus 


Due DMN criet fdr ene verdorge teruned- 
schule und ene ansechiederde hunere Sebwe 
net 9 Schaljhren er, wobes auch smater aus 
der Volkssehute ect Chern sur hoheren 
Schule Jestent begabten 
Kinde mu unabhansis ven Stand und Ein- 
homimen der Pltern die Maghehkere gewahrt 
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sein, hehere Scie 


1. Eine erode 
lese der Begabten su. Vertrabserte Prifungen 
allen bilden berfur herre bnriehend zuver- 
lassize Crundlage. Es solleen daher auf jeden 
Fall set es beim Übersars von der Grurd- 
sehule cur hoheren Schule, set es ber der Reife- 
prufung die Urtuite der bishengen Lehrer 
mitberüeksichtigt werden. 


wudvutur: kere: der Aus- 


* Zur Lehrerausbildung uimme die DMV 
folgenden Standpunkt em: deder Lehrer mub 
die seiner Aufgabe entsprechende Ausbildung 
erhalten. Das bedeutet fur die VodhawAalleArer, 
daB sie neben einer allgeememen padagugischen 
Mnterweisung in allen Fachern, in denen sie 
‘pater unterrichten müssen, vine evdiegene und 
vertiefte Ausbildung erhalten, Phabei ist ins- 
hesandere die wichtige Stellunz su beriick- 
*ebtsen. wetche die Mathematik und die Na- 
turs.aserschaften heute im taglichen Leben, 
im Ferof ond als Bestandteil jeder geistigen 
Bildung einnehmen. Die Rediirfnisse der 
hôheren Schulen erfordern. dab die Lehrer dieser 


Mrt-iiungen 


Schulen ihre Ausbildung in unmittelbarem An- 
#hluB an die Reifepriifang auf den wissen. 
schaftlichen Hochschulen erfahren, und dai 
sich an das wissenschaftliche AbschluBexamen 
eine praktische pädagogische Ausbildung an- 
<ehlieBt. 

6. Damit die allgemeinen Bildungsziele des 
mathematischen Unterrichts erreicht werden 
kinnen, müssen für alle Klassen aller hôberen 
Schulen mindestens 4 Wochenstunden zur Ver. 
fugung stehen. Bei hôheren Schulen mit aus 
zesprochenem mathematisch-naturwissenschaft- 
lichem Charakter ist diese Zahl auf 6 Wochen- 
stunden zu erhôhen. Für alle nat urwissenschaft- 
lichen Facher mu8 an allen Schulen ebenfalls 
eine Stundenzahl zur Verfiigung stehen, die der 
hohen Bedeutung entspricht. die diese Facher 
haben. 

Der Vorsitzende der 
Deutschen Mathematiker-Vereinicung 
gez. Prof. Dr. KawKe 


Tuguny der Gesellachaft für angewandte Math- 
matik und Mechanik in der britischen Besatzung? 
zone. Vom 22. bis 24. September fand in Git- 
tingen eine Tagung der ,,Gesellschaft fiir ange- 
wandte Mathematik und Mechanik (GaMM) in 
der britischen Besatzungszone‘ (vgl. dieses 
Arehiv 1, 167 [1918]) statt, die trotz zeitgemater 
Schwierigkeiten von Mitgliedern und Gasten 
aus allen vier BesatZungszonen recht gut be- 
sucht war. Auf der Mitgliederversammlung am 
23. 9.48 wurde der Vorstand der GaMM in der 
britischen Zone durch Akklamation wie folgt 
vewahit: L. PrANDTL, Gottingen, Vorsitzender: 
E. ScamiorT. Braunschweig, stellv. Vorsitzender; 
tr. VocELPonL, Gôttingen, Geschäftsführer; in 
den wissenschaftlichen Ausschu8: C. Wengen. 
Schleweeke, A. Betz, Gottingen, W. ToLLMIEx. 
Gottingen: zu Rechnungsprüfern: C. Weber, 
Schlewecke, und M Scuirer, Gottingen. Da 
das frühere Kapital der GaMM durch die Wab- 
rungsreform annulliert wurde, war sunachst 
vorgeschlagen worden, den Mitgliedsbeitrag auf 
jahrlich 5.— DM festzusetzen, doch wurde im 
Hinblick auf die schwierige finanzielle Lage 
vor allem auch der jüngeren Mitglieder der 
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GaMM der Satz von jährlich 3.— DM (früher Lupwiec, H., und Tittmann, W., Gottingen: 


3.— RM) als Mindestbeitrag angenommen. 


Über das umfangreiche Programm der Tagung 
gibt die folgende Zusammenstellung der Vor- 
tragsthemen einen Uberblick. Kurze Ausziige 
samtlicher Vorträge sollen in der Zeitschrift für 
angewandte Mathematik und Mechanik (in 
einem der ersten Hefte des nachsten Jahres) 
erscheinen. * 


Die strenge Einhaltung des Zeitplans ermôg- 
lichte den Teilnehmern eine Besichtigung des 
Kaiser-Wilhelm-Instituts für Strémungsfor- 
schung und der Abteilung fiir Reibungsforschung 
in der Max-Planck-Gesellschaft. Gemeinsame 
Mittagessen und gesellige Veranstaltungen boten 
zu persônlichen Aussprachen reichlich Gelegen- 
heit. 


Vortrdge: 


VANDREY, F., (v6ttingen: Die Reflexion schwa- 
cher Stérungen an Unstetigkeitsflachen einer 
ebenen Unterschallstromung. 


Kraun, E., Gottingen: Naherungsverfahren zur 
Berechnung kompressibler Unterschallstré- 
mungen. 

Oswatitscu, K., Emmendingen: GesetzmaBig- 
keiten der schallnahen Stromung. 


ScuArer, M., Gottingen: Uber die Berechnung 
der Ausbreitung von Stérungen in einer Uber- 
schallstro6mung nach der direkten Hodo- 
graphenmethode. 

GinzEL, I., Gôttingen: Ein PoHLHAUSEN-Ver- 
fahren zur Berechnung laminarer kompres- 
sibler Grenzschichten. 

PRANDTL, L., Gottingen: Erzeugung von Zirku- 
lation beim Schütteln von GefäBen. 

Betz, A., Gottingen: Neuere Gerate für Stré- 
mungsmessungen. 

Fromm, H., Alzey: Zur Theorie der Gefiige- 
bildung beim Erstarren von Metallen. 

Kou ter, M., Horb a. N.: Der Begriff der stati- 
stischen Hydrodynamik. 

Rice ts, F., Gottingen: Dreidimensionale Strô- 
mung um schlanke, nicht rotationssymmetri- 
sche Korper mit gerader Achse. 


Untersuchungen über die Wandschubspan- 
nung in turbulenten Reibungsschichten. 


REICHARDT, H., Gottingen: Zur Frage’ der 
Schubspannungsmessung in turbulenter Strô- 
mung. | 

Rotta, J., Géttingen: Neue Rechnungen zur 
Statistik der isotropen Turbulenz. 


Empe, F., Stuttgart: Uber komplexe Null- 
stellen von Zylinderfunktionen. 


TOLKE, F., Karlsruhe: Quasistrenge geschlossene 
Formeln für elliptische Normalintegrale, 
Thetafunktionen und elliptische Funktionen. 


ScHAFER, H., Braunschweig: Transformationen 
der Variationsrechnung und ihre Anwendung 
auf technische Eigenwertprobleme. 


Buckner, H., Gôttingen: Abschätzung von 
Lésungen inhomogener linearer Differential- 
gleichungen. 


GEBELEIN, H., Braunschweig: Einige Bemer- 
kungen über, die Orthogonalpolynome zu 
einem endlichen Intervall mit einer vorge-. 
schriebenen Belegung. 


Lupwic, K., Hannover: Die Biegung der Recht- 
eckplatte ohne die BEerNourische oder 
andere Annahmen. 


PESTEL, E., Hannover: Trager mit wandernder 
Last (strenge Lésung). 


Féppt, O., Braunschweig: Die Eigenspannungen, 
die im Kern und in der äuferen Schicht von 
oberflachengedriickten, zylindrischen Stäben 
erzeugt werden. 


PrLÜGER, A., Hannover: Über den Grundzu- 
stand beim Ausbeulen von Plattenträgern. 


Hôzper, E., Leipzig: Probleme der partiellen | 
- Differentialgleichungen der Mechanik der 
Kontinua. 


WEGENER, U., Heidelberg: Bemerkung zur Lô 
sung von Elastizitätsproblemen mit vorge- 
gebenen Randverschiebungen bei Scheiben. 

WeineEL, E., Jena: Uber das Restglied der 
Lacranceschen Interpolationsformel und der 
Formel zur numerischen Differentiation und 
Integration. 
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Drever. H. J.. Darmstadt: Harmonische Ana- 
lyse von Kurven mit stark ausgepragten 
Spitzen. 

WiTrkE, A.. Braunschweig: Vom Abacus zum 
Eniac. 

Zuse, K., Hopferau: Die mathematischen Vor- 
aussetzungen für die Entwicklung logistisch- 
kombinativer Rechenmaschinen. 

WALTHER, A., Darmstadt: Lôüsung gewôhnlicher 
Differentialgleichungen mit der Integrier- 
anlage IPM-Orr. 

Bücxxer, H.. Gôttingen: Über die Entwick- 
lungsarbeiten an der Integrieranlage der 
Rechenautomaten GmbH., Gottingen. 


Bizuinc, H., Gôttingen: Numerische Rechen- 
maschine mit Magnetophonspeicher. 

Wazz, A., Teningen (Baden): Ein waageahn- 
liches Gerät für harmonische Analyse und 
Synthese. 

K. WIEGHARDT (Gôttingen). 


Verband Deutscher Stddtestatistiker. 
1948 fand in Düsseldorf eine Tagung des Aus- 
schusses für allgemeine Methoden und Technik 
(Vorsitzender H. W. von Guérann, Direktor 
des statistischen Amts der Stadt Düsseldorf) 
des Verbands Deutscher Städtestatistiker statt. 
auf der u.a. cinige Vortrige mathematischen 
Inhalts gehalten wurden. Von grôBeren statisti- 
schen Amtern in Deutschland werden gegen- 
wärtig diejenigen der Städte Dresden, Düssel- 
dorf und Stuttgart von Mathematikern geleitet. 


Internationaler Mathematiker-KongreB 1950. 

Vom 30.8. bis 6.9. 1950 findet in Cambridge. 
Massachusetts, unter den Auspizien der Ameri- 
can Mathematical Society cin Internationaler 
Mathematiker-KongreB, der erste seit 1936, 
statt. Der KongreB steht nach einstimmigem 
BeschluB des Vorstands der American Mathe- 
matical Society den Angehôrigen aller Nationen 
zur Teilnahme offen. Hauptgastgeber wird die 
Harvard University sein, jedoch werden auch 
wissenschaftliche Institutionen in Boston mit 
besonderen Veranstaltungen zum KongreB bei- 
tragen. Neben Sitzungen über Spezialgebicte 


der Mathematik werden eine Reihe einstiindiger 


Im Marz 
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Vortrage auf Grund besonderer Einladung statt- 
finden. AuBerdem werden Sektionssitzungen 
für nicht angemeldete Vorträge veranstaltet 
werden. Als offisielle Sprachen sind zugelassen: 
Deutsch, Englisch, Franzésisch, Italienisch und 
Russisch. Das vom Vorstand der America 
Mathematical Society gewählte Organisations 
komitee steht unter Leitung von Prof. Gannett 
Birkuorr von der Harvard Universitat. Stell- 
vertretender Vorsitsender ist Prof. W.T. Maatix 
vom Massachusetts Institute of Technology. 
Der Sekretär des Kongresses, Prof. J. R. Kune, 
hat eine Einladung an die DMV gesandt. Ge 
naucre Informationen, insbesondere über Us- 
kosten und Reiseerleichterungen, werden noch 
bekanntgegeben werden. (Für nicht in Nori- 
amerika beheimatete Teilnehmer sollen nach 
Môglichkeit Unterkunft und Verpflegung kostes- 
los zur Verfügung gestellt werden.) Für weitere 
Informationen kann man sich wenden an: 
American Mathematical Society, 631 West 
116th Street, New York City 27. 


Internationaler Mechanik-KongreB 1952. Auf 
dem diesjährigen 7. Internationalen Kongrei 
für Angewandte Mechenik in London wurde in 
Aussicht genommen, den nächsten internatw- 
nalen Mechanik-KongreB 1962 in Istanbul n 
veranstalten. 


Zeitschriften 


Mathematisch-Physikalische Semesterberichte rat 
Pflege des Zusammenhangs von Schule ud 
Universitat. Unter diesem Titel erscheint dem- 
nachst beim Verlag Vandenhoeck und Ruprecht 
eine neue Zeitschrift, die sich zur Aufgabe macht, 
die auBerordentlich groB gewordene Khit 
zwischen Universität und hdherer Schule vor 
seiten der Fachwissenschaften aus su über 
brücken und dadurch einer nicht ernst gen 
zu nehmenden Gefahr für den Fortbestand 
unserer wissenschaftlichen Kultur entgegens- 
wirken. Die Zeitschrift will Mittel bieten wd 
Wege aufweisen, um den Lehrern an den héberea 
Schulen, aber auch allen in der Industrie, in 
Versicherungswesen und in der freien Wit 
schaft tatigen Mathematikern und Physike® 
die ständige innere Verbindung mit der lebet 
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issenschaftlichen Forschung zu ermég- 
Die neue Zeitschrift will die Keime ent- 
, die die ,,Semesterberichte‘‘ des Mathe- 
en Seminars der Universität Münster 
e lang vor dem Kriege zum Nutzen der 
im Rheïmiand und Westfalen gepflegt 
a wird in Verbindung mit dem Mathe- 
en Forschungsinstitut in Oberwolfach 
er Mitwirkung von Heinricn ScHozz, 

i. W., für Grundlagenforschung / 
Bucnner, Basel, HUBERT CREMER, 
ALWIN WALTHER, Darmstadt, für Ma- 
k / Frieprich Becker, Bonn, für 
mie / ADoLF Kratzer, Minster i. W., 
JAMLA, Gottingen, CLEMENS SCHAEFER, 
ARL FRIEDRICH VON WEIZSÂCKER, Gôt- 
ir Physik herausgegeben von HEINRICH 
, Minster i. W., und WALTER LiErTz- 
Gôttingen. Die Semesterberichte er- 

mit 2 bis 4 Lieferungen jahrlich in 
‘ande zu etwa 400 Seiten. 


thematische und Naturwissenschaftliche 
ht. Diese neue Zeitschrift will in erster 
r wissenschaftlichen Weiterbildung der 
atischen und naturwissenschaftlichen 
n unseren Schulen dienen. Sie erstrebt 
hinaus die methodische Vertiefung und 
ichtung der verschiedenen Unterrichts- 
inter Berücksichtigung des Weltbildes, 
jüngsten Ergebnisse der Wissenschaft 
Die besondere Aufgabe der Zeitschrift 
in, zur Überwindung der zeitbedingten 
gkeiten, hervorgerufen durch das Feh- 
Lehrmitteln und Fachliteratur, in leb- 
Austausch von Erfahrungen und An- 
beizutragen. Schriftleitung: O.-Stud.- 
Krart und Reg.-Dir. Dr. Tu. Lan- 
für Mathematik / Stud.-Rat Dr. 
‘ERMANN (zugleich Hauptschriftleiter) 
ik / O.-Stud.-Dir. Dr. W. FLôRKE für 
Mineralogie und Geologie / Prof. R. 
L für Biologie. Die Zeitschrift ist 
»r Landesanstalt für den Physikunter- 
Stuttgart-Bad Cannstatt und Organ 
‘lichen Hauptstelle für den naturwissen- 
ren Unterricht an den héheren Schulen 
» Nordrhein- Westfalen. Die Zeitschrift 
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soll zweimonatlich erscheinen. Heft 1 liegt be- 
reits vor. Preis jährlich 12.— DM, halbjährlich 
6.— DM, Einzelheft 2,40 DM. (Ferd. Diimmlers 
Verlag, Bonn, und Hirschgrabenverlag, Frank- 
furt a. M.) 


Monatshefte der Mathematik. Neuc Folge der 
Monatshefte fiir Mathematik und Physik. 
Unter Mitwirkung der Osterreichischen Mathe- 
matischen Gesellschaft hrsg. von J. Rabon. 
Wien. Die Zeitschrift erscheint seit Januar 1948 
wieder. Im August 1948 wurde das 3. Heft des 
laufenden 62. Bandes ausgegeben. 


Communications on Applied Mathematics. Hrsg. 
vom Institute for Mathematics and Mechanics 
of New York University (Direktion: Prof. 
Ricnarp Courant). Interscience Publishers, 
215 Fourth Ave., New York 3, N. Y. Die Zeit- 
schrift: erscheint vierteljährlich. Bisher liegen — 
Heft 1 und 2 des ersten Bandes (1948) vor. 


The Quarterly Journal of Mechanics and Applied 
Mathematics. Hrsg. von S. Gotpstein, R. V. 
SouTHWELL, G.I.TayLor und G. Tempe. 
Clarendon Press, Oxford. Vom 1. Band (1948) 
sind bisher 2 Hefte erschienen. 


Mathematische Instrumente 


Die Firma Rechenautcmatcr G.m. b. H. Gottingen 
entwickelt eine moderne Integrieranlage mit 
Reibradintegratoren sowie Funktions- und 
Summentrieben. KEigenschaften: Elektrische 
Fernübertragung von Drehbewegungen; photo- 
elektrische Abtastung von Funktionskurven; 
zehnstufige Ubersetsungsgetriebe, von denen 
zwei zusammen mit einem Summentrieb die 
Einstellung von über 600 Faktoren ermôüglichen ; 
graphische und Druckzählwerkregistrierung ; 
topologische Hauptschalttafel, welche gleich- 
zeitig drei verschiedene Rechenschaltungen 
unterscheiden la8t; Geschwindigkeitssteuerung 
des Antriebs aller Elemente, die auf Anfangs- 
bedingungen einzustellen sind. (Nach Auskunft 
des Grinders der Rechenautomaten G. m. b. H. 
Gôttingen, Dr. habil. Hans BOcKNER.) © 
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Neue Fachliteratur 


Bei der Redaktion liegen folgende neue Fach- 
schriften vor. deren Besprechung vorbehalten 
bleibt: 

Asus, E.: Einführung in die héhere Mathematik 
und ihre Anwendungen. Ein Hilfsbuch für 
Chemiker, Physiker und andere Naturwissen- 
achaftler. (Sammlung ,,Arbeitsmethoden der 
modernen Naturwissenschaften“.) W. de 
Gruyter, Berlin 1947. 

BERTELE, L.: Fünfstellige Logarithmen. Lehr- 
mittelverlag [ans Witte, Freiburg i. Br. 
1948. 

Bo., G.: Elemente der analytischen Geometrie. 
I. Teil. (Band 2 der Studia Mathematica/Ma- 
thematische Lehrbiicher. Hrsg. vom Mathe- 
matischen Forschungsinstitut Oberwolfach 
unter Leitung von W. Stss.) Verlag Vanden- 
hoeck u. Ruprecht, Güttingen 1948. 

Dorce, K, unter Mitarbeit von K. WAGNER: 
Differential- und Integralrechnung. Vorlesung 
über die Grundbegriffe und Hauptsatze, Teil I: 
Elemente der Differential- und Integralrechnung 
einer Verdnderlichen, unendliche Folgen und 
Rethen mit konstanten Gliedern. Ferd. Diimm- 
lers Verlag, Bonn 1948. 

FLUGGE, S., unter Mitarbeit von H. MarscHaLL: 
Rechenmethoden der Quantentheorie, dargestellt 
in Aufgaben und Lésungen. I. Teil: Elemen- 
tare Quantenmechanik. Springer-Verlag, Berlin 
und Géttingen 1947. | 

FôPpL, L.: Die strenge Lésung für die rollende 
Reibung. Leibniz-Verlag, München 1947. 

GLODEN, A.: Table des solutions de la con- 
gruence x4 + 1 = 0 (mod. p) pour 350.000 <. 
p < 500.000. Centre de Documentation Uni- 
versitaire, Paris 1946. 

GLODEN, A. et G.PaLamA: Bibliographie des 
multigrades avec quelques notices biographiques. 
(Maschinenschrift.) Luxembourg 1948. 


Haax, W.: Differential-Geometrie, Teil II. Wol- 


fenbütteler Verlagsanstalt, 1948. (Notdruck.) 

Haupt, O., unter Mitarbeit von G. AUMANN: 
Differential- und Integralrechnung, I. Band: 
Einfihrung in die reelle Analysis. 2. vôllig 
neu bearb. Aufl., unter Mitwirkung von 
Car. Pauc. (Géschens Lehrbiicherei, Bd. 24.) 
W. de Gruyter, Berlin 1948. 


Mitteilungen 


JoRDAN, W.: Handbuch der Vermessungslunde. 
1. Band, 3. Halbband: Landesvermessung, sphi- 
rische Berechnungen und astroncmische Orts- 
bestimmung. Bearbeitet von ©. Ecceat. 
9. Aufl. (unveränd. Abdruck der 8.). J.B. 
Metzlersche Verlagsbuchhandlung, Stuttgart 
1948. 


Knopp, K.: Theorie und Antcendung der unend- 
lichen Rethen. (Grundlehren der mathemati- 
schen Wissenschaften in Einzeldarstellungen. 
Bd. 2.) 4. Aufl. Springer-Verlag, Berlin und 
Heidelberg 1947. 

Kropp, G.: Beiträge zur Philosophie, Padagontk 
und Geschichte der Mathematik. Mit einem 
Anhang: Die mathematikgeschichtliche For 
schung, Geometrische Integrationsmethoden bei 
LALOUVÈRE. Fr. K. Koetschau-Verlag, Berlin 
1948. 103 S. 


LENSE, J.: Vorlesungen uber hdhere Mathematik. 
Leibniz-Verlag, München 1948. 

Manus, W., und F. OBERHETTINGER: Formes 
und Sätze für die speziellen Funktionen der 
mathematischen Physik. 2. Aufl. Springer 
Verlag. Berlin, Géttingen und Heidelberg 
1948. 


. MaANGozDT, H.: Eïinführung in die hüher 
Mathematik für Studierende und zum Selbd- 
studium. Vollst. neu bearb. u. erweitert von 
K. Knopp. Bd. 2: Differentialrechnung, vs- 
endliche Reihen, Elemente der Differential- 
geometrie und der Funktionentheorie. 8. Aufl. 
S. Hirzel, Stuttgart 1947. 


OBERDORFER, G.: Lehrbuch der Elektrotechmt. 
I. Bd.: Die wissenschaftlichen Grundlagen der 
Elektrotechnik. 6. unveranderte Aufl. Leibniz- 
Verlag, Miinchen 1948. 


OEcxLer, F.: Vierstellige Logarithmen- und 
Zahlentafeln nebst Rechenschieber. Verlagshaus 
Darmstadt, Wolfgang Schrôter, 1948. 

SALKOWSKI, E.: Grundztige der darstellende 


Geometrie. 3. Aufl. Akad. Verlagsgesellschaft 
Geest u. Portig, Leipzig 1948. 


SCHILLING, F.: Die Bewegungstheorie im nicht- 


“ 


euklidiechen hyperbolischen Raum. Zwei 
Bande (Maschinenschrift). Leibniz-Veriag. 


Miinchen 1948. 
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SCHISCHKOFF, G.: Gegenwürtige philosophische 
Probleme der Mathematik. Dr. Georg Lüttke 
Vorlag, Berlin 1944. 

SOMMERFELD, A.: Vorlesungen über theoretische 
Physik, Bd. II: Mechanik der deformierbaren 
Medien. Bd.VI: Partielle Differentialglei- 
chungen der Physik. Dieterich'sche Verlags- 
buchhandlung, Wiesbaden 1947. 

SPERNER, E.: ÆEïinführung in die analytische 
Geometrie und Algebra, I. Teil. (Band 1 der 
Studia Mathematica/Mathematische Lehr- 

“bücher. Hrsg. vom Mathematischen For- 
schungsinstitut Oberwolfach unter Leitung 
von W. Süss.) Verlag Vandenhoeck u. Rup- 
recht, Gottingen 1948. 

VoicrT, P.: Analytische Geometrie. Leibniz-Ver- 
lag, München. 1948. 

WiLLERs, FR.A.: Elementar-Mathematik, ein 
Vorkurs zur hôheren Mathematik. Verlag Th. 
Steinkopff, Dresden und Leipzig 1948. 

ZASSENHAUS, H.: Lehrbuch der Gruppentheorie, 
I. Band. (Hamburger Mathematische Einzel- 
schriften, 21. Heft.) Nachdruck 1948 der im 
Verlag B. G. Treubner, Leipzig und Berlin 
1937 erschienenen Ausgabe. 


Zuse, K.: Uber die Mechanisierung schematiech- 
Lombinativer Aufgaben. (Maschinenschrift.) 
Zuse-Ingenieurbüro, Hopferau 1948. 


Kurze Buchbesprechungen 


Fr. A. WILLERS: Elementar-Mathematik, ein Vor- 
kurs zur hôheren Mathematik. Verlag Th.Stein- 
kopff, Dresden und Leipzig 1948. VII und 
260 S. mit 172 Abb. . 

Alle diejenigen, die sich für das Studium der 

Mathematik vorbereiten wollen oder als junge 

Studenten mit einer -teilweise ungeniigenden 

mathematischen Vorbildung das Studium an 

einer Hochschule aufgenommen haben, aber 
auch ihre Lehrer an den Hochschulen, werden 
dem Verf. dieses ,, Vorkurses zur hoheren Mathe- 
matik‘‘ Dank wissen. In diesem vorziiglichen 

Lehrbuch ist alles das in geschlossener, über- 

sichtlicher und pädagogisch geschickt darge- 

botener Form enthalten, was man in normalen 

Zeiten bei einem Anfänger voraussetzen durfte 

und einiges aus der ersten mathematischen 
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Grundausbildung an den Hochschulen dazu. 
Fragen und reiches (bungsmaterial (mit aus- 
fübrlichen Lésungen am Schlusse des Bandes) 
erleichtern denjenigen, die den Willen haben, 
Versäumtes oder Vergessenes sich anzueignen 
und die Kluft zum Hochschulstudium zu über- 
briicken, die griindliche Erarbeitung des Stoffes. 
Es ist dabei sehr erfreulich — und freilich beim 
Verf. dieses Lehrbuchs nicht anders zu cr- 
warten —, daB künftige Studierende der Natur- 


. und Ingenieurwissenschaften manche Fragen 


und Methoden der mathematischen Praxis und 
Beispiele aus den Anwendungen berücksichtigt 
finden. oo 

Gliederung im groBen: Arithmetik und Algebra; 
Goniometrie und Trigonometrie; Analytische 
Geometrie der Ebene; Vektoralgebra; Lésungen 
der Aufgaben. Uber den heute üblichen Schul- 
stoff hinaus leiten gewisse Ausführungen über 
Determinanten und einige Ausfiihrungen in der 
Trigonometrie und in der analytischen Geo- 
metrie. 

Die Voraussetzungen an Wissen sind denkbar 
gering. Die Darstellung, die von schulmaBiger 
Breite ausgeht und zu hôheren Anspriichen an 
den Leser allmählich aufsteigt, führt von der 
gewohnten Form des Schulunterrichts aufwarts 
zu der konzentrierteren Darlegungsform im 
Hochschulunterricht. GewiB müchten wir mit 
dem Verf. wünschen, daB die künftigen Stu- 
dierenden bald wieder mit einer solchen mathe- 
matischen Vorbildung zu uns kommen, da eine 
Neuauflage des Buches unbedenklich mit grôBe- 
ren Voraussetzungen an den Leser beginnen 
kann. Heute aber entspricht es in der vorliegen- 
den Form in bester Weise dem vorhandenen 
Bedürfnis. Wir môchten diesem Vorkurs zur 
héheren Mathematik weiteste Verbreitung unter 
unseren Anfangern wiinschen. 

Die Ausstattung des Buches ist hinsichtlich 
Druck und reichlichem Figurenmaterial trotz 
Sparsamkeit in der Raumausniitzung erfreu- 
lich, das Papier kann immerhin befriedigen. 


GorTLER (Freiburg-Oberwolfach). 


H. ATHEN: Vektorrechnung. Wolfenbütteler Ver- 
lagsanstalt, Wolfenbiittel-Hannover 1948. 90 S. 
mit 16 Bildern. (Notdruck.) 
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Das Bändchen gibt eine nach Stoffauswahl und 
Aufbau recht brauchbare Darstellung der Vek- 
torrechnung. Einem Abschnitt über Vektor- 
algebra folgt ein solcher über die Differential- 
operationen, wobei auf eine môglichst vielseitige 
Erfassung der Zusammenhänge Gewicht gelegt 
wird; ein weiterer Abschnitt behandelt den 
Aufbau der Vektorfelder und die Beztehungen zur 
Potentialtheorie, und ein abschlieBender Ab- 
schnitt über Tensoren gibt dasjenige aus der 
Tensoralgebra, was zur Abrundung der Vektor- 
rechnung unentbehrlich ist. Die Beispiele und 
Aufgaben dienen nur der Erläuterung, da ein 
besonderer Notdruck die wichtigsten Anwen- 
dungen behandeln soll. - 


Die Darstellung ist nicht so sorgfaltig durch- 
gefeilt, wie das gerade bei der durch den aufBe- 
ren Rahmen gebotenen Kiirze im Interesse des 
Lernenden erforderlich ware. Wenn es sich 
auch kaum irgendwo um wesentliche Fehler 
handelt, so stéren doch zahlreiche Unklarheiten 
und Nachlässigkeiten. Aus welchem Grunde 
z. B. werden schon in der Vektoralgebra Vektor 
und Skalar als Ortsfunktionen erklärt? — In 
dem Satz auf S. 14 fehit die Voraussetzung der 
linearen Unabhangigkeit. — Der Satz auf S. 33 
ist falsch formuliert, wenn auch der Zusammen- 
hang erkennen la6t, was richtigerweise gemeint 
ist. — Doch braucht sich der gewandte Leser 
durch diese Mängel nicht hindern zu lassen, 
das Buch mit Gewinn zu benutzen. 


Grunsky (Trossingen). 


Pau Voict: Analytische Gecmetrie. Leibniz- 
Verlag, München 1948. 1448S. u. 117 Abb. 


Das Bandchen gibt eine Fille von Zahlen- 
beispielen und -aufgaben über die Grundbe- 
griffe der ebenen analytischen Geometrie (Ge- 
raden, Kreise, Kegelschnitte und einige weitere 
geometrische Orter) und kann Schülern und 
Studierenden zur Erreichung einer rechne- 
rischen Gewandtheit im Arbeiten mit Koordi- 
naten nur empfohlen werden. Fir den Uni- 


versitatsunterricht laBt es sich nur sehr be- — 


schrankt verwenden, da allgemeinere Zusam- 
menhange nicht berührt werden. Zu bedauern 


ist, daB die in den Abbildangen dargestellter 2 
Kegelschnitte zum Teil sehr verzeichnet sind — 


Bot (Freiburg i. Br.-Oberwolfach)_ 


WiLHELM BLAscuke: Analytische Geometrie_— 
(Bücher der Mathematik und Naturwissen— 
schaften, Herausgeber Dr. Henry Porrtz. == 
Wolfenbütteler Verlagsanstalt, Wolfenbattel— 
Hannover 1948. 152 S. mit 67 Bildern. (Not— 
druck.) 


Das Buch ist nach dem Vorwort des Verfassers 
Cine Einführung in die rechnerische Behand- 
lung der Geometrie für Studierende der Mathe- 
matik, Physik und Technik in den Anfangs- 
semestern. Nach dem Vorbild des ,,Ephodikon‘ 
von ARCHIMEDES und des ,Baryzentrischen 
Kalkils’ von A.F.Mésius werden die Be- 
ziehungen zur Mechanik (insbesondere Statik 
und Kinematik) des starren Kôrpers gepflegt*. 
Im ersten Abschnitt werden die Grundelemente 
der analytischen Geometrie: Vektoren, Grup- 
pen; Matrizen, Eutens Drehszeiger (Zeiger gleich 
Koordinate), Quaternionen u.a. behandelt. 
Der zweite Abschnitt handelt über Kugeln mit 
Hinweis auf die projektive Geometrie und 
Kugelabbildungen, Inversionen, Abbildungen 
von LaGuERRE. Der dritte Abschnitt bringt 
die geometrisch-statische Theorie der Stäbe 
(Momentenvektor eines Stabes um einen Punkt, 
Stabwerte, Stabpaare, Gewinde, Seile, Krifte- 
pline) und des starren Kôrpers sowie daran 
anschlieBend dnale Betrachtungen (Figur von 
HseLMsLev und Morey, Srupys Bewegungs- 
zeiger); der vierte Abschnitt beschäftigt sich 
mit den Tragheitsmomenten. Im fünften Ab- 
schnitt werden die Quadriken und kurz die 
Kegelschnitte behandelt; daran schlieBt sich 
im sechsten Abschnitt die Betrachtung der kon- 
fokalen Quadriken; in Verbindung damit werden 
Probleme der Differentialgeometrie, die mit 
den Quadriken zusammenbängen (Räume von 
STACKEL, die Geodätischen auf den LiouviLie- 
schen Flächen und auf den Ellipsoiden und 
Reyes Achsenkomplex) besprochen. Den Ab- 
schnitten II und VI wird ein SchluBabsatz mit 
Literatur bzw. Geschichtlichem angefügt. Den 
letzten Abschnitt bildet eine Formelsammlung. 
in der die wichtigsten Formeln der analytischen 
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Geometrie, z. T. ohne Beweise in dem Buche, 

zusammengestellt sind und sich auch Hinweise 

auf die Literatur finden. Zahlenbeispiele und 
Ubungsaufgaben fehlen vollstindig; es diirfte 
fir einen Anfanger nicht immer ganz leicht 
sein, in den reichen und vielseitigen Inhalt des 
Buches vollständig einzudringen. 


Voix (Oberwolfach-Würzburg)' 


WiLHELM Brascuxe: Projektive - Geometrie. 
(Bücher der Mathematik und Naturwissen- 
schaften, Herausgeber Dr. Henry P0172.) 
Wolfenbütteler Verlagsanstalt, Wolfenbüttel- 
Hannover 1947. 160 S. mit 61 Bildern. (Not- 
druck.) 


In acht Kapiteln trifft Verf. unter bewuBtem 
Verzicht auf Axiomatik eine Auswahl aus dem 
umfangreichen Stoff der projektiven Geometrie. 
In der Einleitung (Kap. I) werden -Gegenstand, 


geschichtliche Entwicklung und Schrifttum der . 


projektiven Geometrie abriBartig behandelt. 


Im zweiten Kapitel erfolgt die Einführung all- 


gemeiner projektiver Koordinaten (Zeiger ge- 
nannt) und eine Zusammenstellung der Hilfs- 
mittel aus der linearen Algebra. Das dritte 
Kapitel hat zum Gegenstand das Doppelver- 
hältnis einschl. v. Staupts Hauptsatz. In 
breiter Form werden im vierten Kapitel die 
Kegelschnitte behandelt, während das fünfte 
Kapitel über Liniengeometrie für die Zwecke 
einer ersten Einführung fast zu kurz gehalten 
ist. Das sechste Kapitel bringt die Quadriken 
und Kapitel VII Betrachtungen über nicht- 
cuklidische Geometrie. Im letzten, Kapitel VIII, 
das inhaltlich wesentlich Neues bietet, werden 
die Vierflachpaare von Môgius besprochen und 
alle in dem Buche gewonnenen Ergebnisse der 
projektiven Geometrie an dem Beispiele der 
Môsius-Paare angewendet und erläutert. Me- 
thodisch stütst sich das Buch auf die ,,elemen- 
tare‘* analytische Geometrie, rechnerische und 
begriffliche Verfahren werden nebeneinander 
verwendet. Manche Lehrsätze, soweit sie die 
einfachsten Figuren der projektiven Geometrie 
betreffen, werden oft mehrfach bewiesen. So 
originell und lebendig die Darstellung im ganzen 
und insbesondere auch die geschichtlichen An- 
merkungen sein môgen, so wirkt doch die oft- 
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malige Wiederholung z.B. der Lebensdaten 
der einzelnen Mathematiker etwas stôrend; die 
einmalige Angabe derselben, etwa im Namen- 
und Sachregister, hitte wohl geniigt. Beispiele 
und Übungsaufgaben fehlen. 


VoLk (Oberwolfach-Wiirzburz). 


Fr. SCHILLING: Die Bewegungstheorie im nicht- 
euklidischen hyperbolischen Raum. I. und II. 
Leibniz-Verlag, Miinchen 1948 (Maschinen- 
schrift). V u. 2878S. mit 118 Figuren im Text. 


Bei Vollendung seines 80. Lebensjahres hat der 
Verfasser die vorliegende Fortführung seiner 
1943 gleichfalls in Maschinenschrift herausge- 
kommenen Bewegungstheorie im elliptischen 
Raum verôffentlichen kénnen. Beide Schriften 
enthalten ausführlichere Untersuchungen der 
nicht-euklidischen Bewegungen nach dem Vor- 
bild der bekannten autographierten Vorlesungen 
von F. Kien über nicht-euklidische Geometrie, 
welche der Verfasser seinerzeit ausgearbeitet 
hat. Sie führen damit das Werk des Verfassers, 
»»Projektive und nicht-euklidische Geometrie“, 
I, II (Leipzig 1931) weiter. Die vorliegende 
Schrift wendet sich, abgesehen von angehenden 
Mathematikern, an Physiker, Astronomen und 
Philosophen; sie ist übrigens woh! auch für 
ernsthafte Liebhaber der Mathematik verständ- 
lich. Verfasser behandelt die angeschnittenen 
Fragen mit groBer Ausführlichkeit und weiB 
den mit den nôtigen Rechnungen durchgefiihr- 
ten Stoff durch immer wiederkehrende Orien- 
tierung an geometrisch wichtigen Fragen und 
entsprechende Deutungen anschaulich zu ge- 
stalten. 

Süss (Freiburg i. Br.-Oberwolfach). 


J. J. BurCKHARDT: Die Bewegungsgruppen der 
Kristallographie. Verlag Birkhauser, Basel 1947. 


186 S. mit 56 Abb. 


Das Buch bietet eine umfassende Darstellung 
der Theorie der kristallographischen Gruppen 
in griindlich durchdachtem systematischem Auf- 
bau gema8 dem jüngsten Stande. Nachdem die 
nôtigen Hilfsmittel aus der linearen Algebra 
und der Gruppentheorie entwickelt sind, werden 
die Grundbegriffe der mathematischen Kristallo- 
graphie wie Punktgitter, Decktransformation, 
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Jiklasse eingeführt und cingehend er- 
+. Besonders eindringlich wird die Unter- 
dung awischen der arithmetischen und geo- 
ischen Aquivalenz der Kristallklassen er- 
rt. Auf zwei verschiedene Arten werden 
istallklassen in Ebene und Raum herge- 
et. Das erste Verfahren liefert zunächst die 
sbere geometrische Klasseneinteilung, danach 
srden die zugehôrigen Punktgitter konstruiert 
ad damit die arithmetischen Kristallklassen 
ewonnen. Das zweite Verfahren ist der Re- 
luktionstheorie der quadratischen Formeni nach- 
gebildet und führt direkt zu den Punktgittern, 
aus deren Symmetriegruppen nebst ihren Unter- 
gruppen wieder die arithmetischen Kristall- 
Klassen hervorgehen. Der erste Weg scheint 
verallgemeinerungsfahig auf hôhere Dimen- 
sionen zu sein. Die zweite Hälfte des Buches 
ist der vom Verfasser schon in früheren Ab- 
handlungen fortentwickelten und bereicherten 
Theorie der Bewegungsgruppen gewidmet und 
führt bis zur vollständigen Aufstellung aller 
cbenen und räumlichen diskreten Bewegungs- 
gruppen. Ausblicke auf die gleichartigen n- 
dimensionalen Probleme und einige Sätze dar- 
über beschlieBen das sorgfältig geschriebenc 
und sehr gut lesbare Buch, das nicht nur fiir 
den Fachmann der Kristallographie und Lieb- 
haber der Gruppentheorie von groBem Interesse 
sein wird, sondern bei der Fille des Dargebote- 
nen und der erlesenen Darstellungskunst auch 
als vortreffliches Lebr- und Übungsbuch für 
Studierende gute Dienste leisten kann. 








Spernen (Freiburg i. Br.-Oberwolfach). 


Wintner, AUREL: The Analytical Foundaticns 
of Celestial Mechanics. 2. unveränd. Aufl., 
Princeton 1947, (Princeton Mathematical Seri 
Vol. 5), X1+ 485. mit 14 Fig. 

Dieses 1941 in 1. Auflage erschienene Buch ist 
die ausgercifte Frucht eines vieljahrigen Be- 
mühens des Verfassers und nächst Poincarts 
Méthodes Nouvelles de la Mécanique Céleste 
ohne Zweifel das bedeutendste Werk der neue- 
ren Himmelsmechanik. Es setzt sich zum Ziele, 
sowohl die Theorie der periodischen Lüsungen, 
für welche die Hitusche Mondtheorie als Bei- 
spiel dient, als auch das von Stréwcren und 






seinen Schülern angelegte, umfangreiche nume. 


rische Material in eine einheitliche mathe—— 


matische Darstellung zu bringen. Diese ist — 
wie schon im Titel des Buches angedeutet — 


analytisch. Die von H. Poincard inaugurierten_sa=—we 
und yon T. Levi-Crvita und G. D. Binxnorr ——y 


entwickelten topologischen Methoden der Exi- 


stenzbeweise periodischer Lésungen kommen 
Dennoch hatte der Ver— 
fasser, wie er in der Einleitung bekennt, sc some 


nicht zur Sprache. 


Werk nicht in der vorliegenden Art schreibersmm 
konnen, ohne sich von den Arbeiten der beiderm. 
zuletztgenannten Forscher anregen zu lassen. 


Das erste Kapitel (65 8.) entwickelt formale, 
stets wiederkehrende Operationen für kanonf- 
sche Differentialgleichungssysteme wie bei- 
spielsweise Lacnancesche Ableitung, allge- 
meine Variabeln-, erweiterte Punkt- und Be. 

rübrangstransformationen. Kap.2 (548.) ist 

den Läsungen der Hasmronschen und La- 

cranceschen Systeme gewidmet, wobei sehr 

sorgsam der Unterschied zwischen lokalen Pro- 

blemen und solchen im groBen, die in der Dyna- 

mik vorherrschen, herausgestellt wird. Wäh- 
rend so diese Kapitel auf eine allgemeine Ha- 
mitronsche Funktion zugeschnitten sind, nimmt 
Kap. 3 (665.), Dynamische Systeme betitelt, 
auf die spezielle quadratische Struktur der 
dynamischen Hasutox-Funktion Bezug. Der 
wichtige, nicht triviale Fall zweier Freiheits- 
grade, auf welchen der vorangehend entwickelte 
analytische Kalkül anwendbar ist, wird im Hin- 
blick auf das eingeschränkte Dreikérperproblem 
ausfihrlich dargestellt. Damit schlieBt diese 
vorziigliche Einführung in die analytischen 

Methoden der allgemeinen Mechanik. Die eigent- 
liche Himmelsmechanik beginnt mit Kap. 4 

(64 S.). Es handelt, der historischen Ent- 

wicklung folgend, yom Zweikôrperproblem. 

Kap.5 (1148.) gilt dem Mehrkürperproblem 

und führt den Leser bis zn den neuesten Er- 

kenntnissen, insbesondere zu den homographi- 

schen Lôsungen und den StoBproblemen. Kap. 6 

(66S.) ist dem eingeschrinkten Dreikirper- 

problem gewidmet. Wertvolle historische An- 

merkungen und ausführliche Literaturhinweise 

sind, nach den einzelnen Kapiteln geordnet, in 

einem Anhange (32S.) zusammengestellt. 
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Wer sich der Mühe eines genauen Studiums 
dieses, wegen vieler Riickverweisungen nicht 
leicht lesbaren Buches unterzieht, wird reich 
beschenkt und hierfiir dem Autor dankbar sein. 


H. Biznarz (Freiburg-Oberwolfach). 


A. Lanper: Statistische Methoden für Natur- 
torsasenschaftler, Mediziner und Ingenieure. Ver- 
lag Birkhauser, Basel 1945. 150 S., mit 38 Fig. 
u. 5 Tafeln. 


Der geringe Umfang der statistischen Forschung 
in Heutschland hatte es mit sich gebracht, daB 
*s bisher in deutscher Sprache kaum eine lehr- 
bu hmäBige Darstellung der modernen, in den 
émgelsichsischen Ländern entwickelten Ver- 
falnen gab, obwohf diese von Jahr zu Jahr 
ér€> Bere Bedeutung in der Technik, den Natur- 
"ts enschaften und der Medizin gewinnen. So 
dax-# dieses Buch, das der Verlag in der be- 
kawn nten guten Ausstattung vorlegt, groBen 
Ceresses gewiB sein. 
D 2r erste Abschnitt bringt das Wichtigste über 
de statistischen MaBzahlen, Durchschnitt und 
Sr enung und die AbhängigkeitsmaBe der Kor- 
f@ationsrechnung. Sodann werden in einem 
Feiten Abschnitt die Verfahren zur Prüfung 
dd zum Vergleich von Durchschnitten und 
St reuungen sowie die Prüfungen von Abhängig- 
Keiten und Haufigkeitsverteilungen für groBe 
And kleine Stichproben gebracht. Dieser Ab- 
Schnitt enthalt im wesentlichen nur Rechen- 
Anweisungen und Beispiele, so daB der Praktiker 
Zur Not auch auf die Lektiire des dritten ver- 
Zichten kann, der die Theorie der Stichproben, 
insbesondere die y*-Verteilung, die t-Verteilung 
und die F-Verteilung bringt. 
Zwar ist damit nur ein Ausschnitt aus der mo- 
dernen Statistik dargestellt, der aber den Vor- 
teil hat, eine in sich geschlossene Darstellung 
zu ermôglichen. Etwas bedenklich scheint die 
spate, allzu knappe Darstellung einiger Tat- 
sachen aus der Wahrscheinlichkeitsrechnung. 
Erwiinscht ware ferner eine eingehendere Er- 
ôrterung der Rolle der Normalverteilung, deren 
Giltigkeitsbereich meist überschätzt zu werden 
pflegt. 
Das Buch wird dem Praktiker ein zuverlassiger 
Führer sein. Darüber hinaus kann es dem 
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Lernenden wertvolle Anregung zu vertieftem 
Studium der mathematischen Statistik bieten. 


GUNTHER SCHULZ (Aachen). 


WILHELM Macnus und Fritz OBERHETTINGER: 
Formeln und Sdtze für die speziellen Funktionen 
der mathematischen Physik. (Grundlehren der 
mathematischen Wissenschaften in Einzeldar- 
stellungen, Band 62.) Springer-Verlag, Berlin, 
Gottingen und Heidelberg. 2. Aufl. 1948. 
VI u. 2305. 

Die vorliegende 2. Auflage (1. Auflage 1943) 
dieser bereits gut cingeführten Sammlung von 
Formeln und Sätzen über die fiir die mathe- 
matische Physik bedeutsamen Funktionen 
(Gammafunktion, hypergeometrische Funktion, 
Zylinderfunktionen, Kugelfunktionen, Poly- 
nome von TSCHEBYSCHEFF, HERMITE, JACOBI 
und LAGUERRE, konfluente hypergeometrische 
Funktionen, elliptische Integrale, Thetafunk- 
tionen und elliptische Funktionen, dazu Inte- 
graltransformationen und Integralumkehrungen, 
Koordinatentransformationen) bringt neben der 
Ausmerzung einiger Irrtiimer der ersten Auf- 
lage wesentliche Zusätze kleineren und grôBeren 
Umfangs. So hat sich z. B. der Umfang des 
neu geschriebenen Kapitels über elliptische 
Funktionen verdoppelt. Ein Anhang ist hinzu- 
gekommen mit den Fourier-Reihen, Partial- 
bruch- und Produktdarstellungen einiger ele- 
mentarer Funktionen sowie einigen Summen- 
formeln. Der nächsten Auflage dieses für die 
Anwendungen der Mathematik in Natur- und 
Ingenieurwissenschaft überaus wertvollen Wer- 
kes wiinschen wir besseres Papier. 


GÔRTLER (Freiburg-Oberwolfach). 


GÜNTHER OBERDORFER: Lehrbuch der Elektro- 
techntk. I. Band: Die wissenschaftlichen Grund- 
lagen der Elektrotechnik. 5. unveränd. Aufl. 
Leibniz-Verlag, München 1948. 5025S. mit 
300 Bildern u. 2 Tafeln. 


Dieser, die wissenschaftlichen Grundlagen der 
Elektrotechnik breit und leicht verstandlich 
darbietende erste Band des Werkes hat bereits 
in den früheren Auflagen in zustandigen Fach- 
kreisen eine bessere Aufnahme gefunden als der 
zweite, den Mathematiker unmittelbar starker 
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interessierende Band, der sich die Rechenver- 
fahren und allgemeinen Theorien der Elektro- 
technik zum Thema wählte und eine starke 
Kritik von mathematischer Seite gefallen lassen 
muBte (vel. E. Uttricn, Zbl. Math. 24 (1941), 
306). Eine unveränderte Neuauflage des J. Ban- 
des konnte trotz starker Umarbeitungswiinsche 
des Verfassers angesichts des groBen Mangels 
an Lehrbuchliteratur gut vertreten werden. 
Eine kleine Druckfehlerberichtigung konnte 
erfolgen. Die Ausstattung des Bandes gereicht 
in der heutigen Zeit Verlag und Druckerei zur 
Ehre. 

GÔRTLER (Freiburg-Oberwolfach). 


FriepricH OEcHLen: Vierstellige Logarithmen- 
und Zahlentafeln nebst Rechenschieber. Verlags- 
haus Darmstadt/Wolfgang Schrôter 1948. 48 S. 


Eine fiir den Schulunterricht gut geeignete, 
handliche und übersichtlich angeordnete Samm- 
lung von Zahlentafeln zusammen mit einer An- 
leitung sum Gebrauch des Rechenschiebers 
(mit Pappmodell als Beilage). Inhalt: A. Vier- 
stellige logarithmische und trigonometrische 
Tafeln; B. Beschreibung und Gebrauch des 
Rechenschiebers; C. Zahlentafeln zur Zinses- 
zins- und Rentenrechnung; D. Kuben und 
Quadrate, Quadrat- und Kubikwurzeln der 
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Zahlen von 1 bis 100; E. Wichtige Zahlenwerte 
der mathematischen Geographie; F. Anhang 
(MaBe und Einheiten, physikalische MaGsysteme. 
wichtige Zahlenwerte aus Physik und Chemie, 
Zeichenerklärungen und freier Raum für hand- 
schriftliche Nachträge). Der Druck ist gut, der 
Preis von 1.— DM des gehefteten Exemplars 
erfreulich niedrig gehalten. 


GoOatier (Freiburg-Oberwolfach). 


J. Peters: Sechsstellige Tafeln der trigono- 
metrischen Funktionen. Ferd. Dimmlers Veriag, 
Bonn. 3. Aufl. 1946. 293 S. 

Die 3. Auflage stellt einen unveränderten 
Abdruck der vor sieben Jahren erschienenen 
2. Auflage dar. Der Hauptteil umfaSt die Zah- 
lenwerte der trigonometrischen Funktionen 
sin, tang, sec, cosec, cotg und cos mit 6 Dexi- 


_malstellen oder 6 geltenden Ziffern nebst den 


ersten Differenzen und den sugehôürigen Propor- 
tionalteilen. Der Argumentschritt beträgt 10 
Bogensekunden bei einem in 90° geteilten 
Quadranten. Für jede Bogensekunde von 0° 
bis 1° 20° sind dazu noch die Werte cotg und 
cosec angegeben; sur Berechnung von Zwischen- 
werten dienen Hilfstafeln. 


GértLer (Freiburg-Oberwolfach) 


(Abgeschlossen am 30. November 1948) 


Beirat des Archivs der Mathematik 
Ergänzung (vgl. dieses Archiv 1 [1948], 88 u. 172): 


Enrico Bompiant, 


Dr., Professor an der Universität Rom, 


Istituto Matematico 


dell’Universita di Roma 
geb. 12. 2. 1889 in Rom. 


TRYGVE NAGELL, 


Dr., o. Prof. der Mathematik an der Universität Uppsala (Schweden) 


geb. 13. 7. 1896 in Oslo (Norwegen). 


Schriftleitung: Mathematisches Forschunginstitut Oberwolfach/Schw. (17). 
Gértler, Prof. Dr 


Verantwortlich far den Inhale: Prof. Dr. W. Sab. 
Verdffentlicht unter der Zulassung US-W-1112 (Wilhelm Behrens), Verlag, Satz und Drack: 
Isrube. Auflagenhdhe: 


G. Braun, vorm. G. Braunsche Hofbuchdruckerei und Verlag, GmbH., Kar 


, Prof. Dr. H. . G. Bol. 


Band 1 Archiv der Mathematik (A. M.) ' Heft 4 (1948/49) 


Bemerkungen über das Verhalten von Potentialfunktionen 
im Unendlichen 


Von Kari Maruan in Jena 


Bei den potentialtheoretischen Randwertaufgaben fiir nichtbeschrankte Gebiete 
werden in der Regel an das Verhalten der gesuchten Funktion im Unendlichen 
bestimmte Forderungen gestellt. Es scheint deshalb von Nutzen zu sein, fiir die 
in ,,AuBengebieten“ regulären Potentialfunktionen eine allgemeingültige Darstellung 
herzustellen ($ 1), die dann bei zusätzlichen (z. B. physikalisch begründeten) Be- 
dingungen fiir das Unendlichkeitsverhalten in entsprechender Weise zu speziali- 
sieren ist. 

Die im folgenden (§§ 2 und 3) zusammengestellten Theoreme sind im wesentlichen 
naheliegende Verallgemeinerungen schon bekannter Tatsachen, die verschiedene 
Méglichkeiten des Verhaltens im Unendlichen betreffen; zu ihrem Beweise lassen 
sich hie und da modifizierte und vereinfachte Methoden von Pain.evé!) und 
Koese*) verwenden, insbesondere sind einige Punkte des §2 in den Korseschen 
Notizen, wenn auch versteckt, enthalten. Diese Sätze dienen dann dazu, die in der 
Literatur eingeführten Begriffe einer im Unendlichen sich ,;regulär“, , harmonisch“ 
usw. verhaltenden Potentialfunktion einer kritischen Diskussion zu unterwerfen ($ 4). 


In den Anwendungen auf die Randwertaufgaben fiir AuBengebiete (§ 5) liefert 
die angegebene allgemeine Darstellung einer dort regulären Potentialfunktion den 
geeigneten Lüsungsansatz, mit dessen Hilfe man insbesondere die einer bestimmten 
Forderung über das Unendlichkeitsverhalten entsprechende Anzahl der Lüsungs- 
scharen sofort bestimmen kann. 


$1. Allgemeinste Gestalt einer in allen endlichen Punkten des AuBSengebietes 
einer geschlossenen Fiiche regulären Patentialfunktion 

Es bezeichne S eine ganz im Endlichen gelegene geschlossene Fläche mit stetiger 

Normale, deren Richtungskosinus einer Lipscnitz-Bedingung mit dem Exponenten 

4(0 < 1 < 1) genügen (Fläche der Klasse Ah), K eine S ganz in ihrem Inneren 

enthaltende Kugel um den Ursprung O des kartesischen Koordinatensystems x, y, z. 


1) P. Painteve#, Leçons sur la résistance des fluides non visqueux. Paris 1930. 
3) P. Koese, Unverôffentlichte Notizen aus dem Jahre 1940. 
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In 7',, der Menge aller endlichen, auBerhalb von S gelegenen Punkte, sei eine reguläre 
Potentialfunktion u(x, y,z) gegeben, die sich bei Annäherung an S nebst ihrer 
Normalableitung noch stetig verhalten soll. Dann gilt in allen Punkten im Inneren 
des von S und K begrenzten Gebietes G die GreeNnsche Darstéllungsformel 


of. a(—~ 
“6 voi | ( pl ss) reef ( Ge) ss) ae 
S 


= u,(z, 7,2) +u(x, y, 2) 


(o’ = (£, n,f) der Integrationspunkt, r3,, = (x — &)? + (y — n)® + (2 — 6), 2’ 
die ins Innere von G gerichtete Normale in o’). Die Funktion u, ist in 7,, u, im 
Inneren von XK regular. Überdies hängt u, vom Radius Z der Kugel K nicht ab, 
ist also in allen endlichen Punkten regular und somit eine ganze Potentialfunk- 
tion®), die sich in der Gestalt 





u(x, 7,2) = C +2 (c® H® (z, y,z) +... +c ©) HY). (z, Ys z)) (2) 


(4®, ...., H®,, die allgemeinen, linear unabhängigen Kugelfunktionen #-ter 
Ordnung; C und die c’(u = 1,..,2& + 1) Konstante) schreiben läBt. Somit lautet 
die allgemeinste Gestalt der in 7, regulären Potentialfunktion 


co 2k+1 
“9,9 = Vus) +5 +0+ DD WEP), 0 


1 ou 
dr | Gn’ 


S 
läre Potentialfunktion mit V = O (æ): D,V =O (+2) (R3 = 23 + y? + 2%) var 
standen‘)5). Beachtet man noch, daB sich gem&B den klassischen Existent 
theoremen fiir die Randwertaufgaben unter unseren Annahmen V in genau eine 


Weise als Potential einer auf S ausgebreiteten Doppelschicht bzw. . + V ak 


Potential eincr einfachen Schicht schreiben 148t, so erhält man die zu (3) äquivalenten 
Darstellungen °) 


3) Eine solche Abspaltung ciner ganzen Funktion findet sich bereits bei Painvevé (L ¢.')) 
und Koese (1. c. ?)). 

4) D, V ist, wie üblich, cine Abkürzung für jede partielle Ableiturg #-ter Ordnurg von FV. 

5) Die Entwicklung (3) kônnte man als ein Analogon zur LAURENT-Entwicklung einer analyt- 
schen Funktion einer komplexe. Veränderlic en auffassen. 


5) WeiB man über das Verhalten von u und “ bei Annëherung an S nichts, so hat » trott- 


dem in allen Punkten P von 7, die Gestalt (3); man führe nämlich dieselben Überlegungen wit 
oben fir eine in 7, gelegene Fläche S* durch, die P in ihrem AuBengebiet enthalt. Verhält sich 
u überdies bei Annaherung an S stetig, so gilt auch die Darstellung (4). 


unter M = — do’ die ,, Masse“ von « und unter V(z, y, z) eine in 7, reg- 
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, Cos(r pot, n') M co 24+1 

H(z, 9,2) = i] xo) Eee do + Bot SS PHM e432) (0 
o =1l pol 


(n° die nach 7’, weisende Normale, r,,, in cos (rp,, %’) die Richtung von P = (x, y, z) 
nach o’) und 


co 24+1 
u(x, y,z) = | »(a’) —— do’ +C + 2 > OH (x, y, 2). (6) 
=1 u=1 


Po! 


Im zweidimensionalen Fall hat man entsprechend 


u(a:, y) = V(x, y) +M log 5 + 0 + px R'(c cos k p + cf sin kg), (3) : 
u(æ, y) = / x(ey ee) ds’ + M log 5 +C + À Re cos & og +c sink), 

| (4) 
“(x y) -/ y(s’) log ds’ +C + À R'(c cos & p +c sink g), (6°) 

=] 
[er Integrationspunkt auf der geschlossenen Kurve >), z= Reosg, y= R sin y, 
1 fde,, 1 1 

i = — 5x nds, V(z,y)=0(5), D,V=0(%)]- 


§ 2. Sätre über ganze Potentialfunktionen’) 
Satz 1. Eine ganze Potentialfunktion U(x, y,z) mit lim D,U = 0 (n = 1) 
° R-» co 
B® ganz rational vom Grade » — 1. 


Beweis: Mit U ist auch D, U eine Potentialfunktion. Da man nun um O eine 

Ka gel von so groBem Radius beschreiben kann, da8 auf ihr |D,U| < « ist (e > 0, 

Riebig klein), so folgt sogleich D,U =0 im ganzen Raum. JU ist daher ganz 
T&tional vom Grade n — 1. 


Satz 2. Eine ganze Potentialfunktion, deren negative Werte®) U- der Be- 
. Nehung lim = = 0 (n = 1, ganz) genügen, ist ganz rational vom Grade n — 1. 


Ro 


Das gleiche gilt unter der entsprechenden Annahme über die Positivwerte. 


Beweis: Es sei K eine Kugel um O vom beliebigen Radius L, und es bezeichne 
K~ brw. K+ die Menge derjenigen Punkte von K, in denen U =< 0 bzw. U > 0 gilt. 
Nach dem Gaussschen Mittelwertsatz ist dann 

*) Im sweidimensionalen Falle folgen diese Sâtze unmittelbar aus den Theoremen über ganze 


ktionen einer komplexen Veranderlichen. 
*) Allgemeiner: deren unterbalb einer festen Zahl gelegenen Werte. 
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(0,0, 0) = yx gal [ Ula, #)do + [ U(a y,2)do).. "  @ 


Ist wieder € eine beliebige positive Zahl, so kann man nach Voraussetzung L, >0 
so groB wählen, da8 für alle L > L, 


ONCE 
A 
ausfällt. Mit Rücksicht auf (6) ist daher 
UN D do<e @ 
und somit ° | 
im zi i [ U2 dy 20. g 


Auf Grund der Porssonsehen Integralformel 
UO (2, y,z) = 7 a aL NE U(S. 7,2) do’ ((x, y, z) ein fester Punkt mit R < L) (10) 
i rPo! 


ist nun 
ID, U(x, y,2)! < anis J |? (pe) [ITE a oders 


beachtet man noch, daB, wie man leicht nachprüft, D, (S 3 = = 0 ( 
ist und daB Z beliebig gro8 sein kann, so ergibt sich auf Grund von (9) seblieé 
lich D,U = 0, woraus sogleich die Behauptung folgt. 

Folgerungen aus Satz 2: 

1. Eine ganze Potentialfunktion, deren Negativwerte (bzw. Positivwerte)) 
schwächer als R gegen Unendlich gehen, ist konstant (Fall » — 1 des Satzes?} 
Insbesondere gilt dies z. B., wenn die Negativwerte (bzw. Positivwerte) von J 
durchweg beschränkt sind oder wenn gar U durchwreg positiv (bzw. negativ) it 


2. Eine ganze Potentialfunktion U mit lim - oe = ONE 1, ganz) ist ganz ratio 





T Po! 


R- -roo RR" 

vom Grade n — 1. 

Als Kombination der Sätze 1 und 2 ergibt sich noch der 

Satz 3. Kine ganze Potentialfunktion U, deren jede m-te Ableitung D,U - 

Dau 

(m = 0) hinsichtlich ihrer Negativwerte®) (D,U)- der Beziehung | lim = =I 
(x = 1, ganz) geniigt, ist ganz rational vom Grade m + x —1. Das | gleiche git 
unter der entsprechenden Voraussetzung für (D,U)t. 


9) Allee meiner: hinsichtlich ihrer unterhalb einer festen Zahl gelegenen Werte. 











Bemerkungen über das Verhalten von Potentialfunktionen im Unendlichen 257 


Satz 4. Eine nicht konstante ganze (rationale oder transzendente) Potential- 
funktion U(z, y, z) nimmt jeden vorgeschriebenen Wert an unendlich vielen Stellen 
an, die sich im Unendlichen häufen. 


Beweis: Es seic eine feste Zahl. Wir zeigen, daB U den Wert auBerhalb einer 
jeden Kugel K (Radius L) einmal (und also unendlich oft) annimmt. Ware dies 
nimlich nicht der Fall, so kénnte die ganze Potentialfunktion U — c aus Stetigkeits- 
grinden auSerhalb von X lediglich positiver (oder negativer) Werte fähig sein. 
Dies ware also auf jeder zu K konzentrischen Kugel, deren Radius L, grüBer als L 
ist, der Fall, in deren Innerem dann U —c nach dem Extremumsatz durchweg 
positiv (negativ) sein müBte. Da L, beliebig gro8 sein kann, ware demnach U —c 
im ganzen Raume positiv (negativ) und somit nach Folgerung 1 aus Satz 2 konstant. 


8 3. Sätze über Potentialfunktionen im AufBengebiet einer geschlossenen 
Fläche 1°) 


Betrachtet man die Darstellungen (3) und (3’) und berücksichtigt das Verhalten 
Von u, für À —> oo, so erkennt man, daB das Unendlichkeitsverhalten der in 7, 
regulären Potentialfunktion «=u, +“, im wesentlichen durch die ganze Funk- 
tion u, bestimmt wird. Auf Grund der in § 2 zusammengestellten Sätze, angewendct 
auf u,—u—u,, hat man insbesondere sofort: 


Satz 5. Eine in 7’, reguläre Potentialfunktionu mit lim D,u — 0 (n = 1) 


R—co 
hat die Gestalt 
M n—1 24+1 
u(x, y,2) = V(z,y,2) +3 + C + 2 > HP (x, y, 2) (12) 
° =1 pel 


bzw. 
n—1 
u(x, y) = V(zx, y) + M log ea + C + 2 Ri(c cos ko +c sink). (12) 
=1 


Satz 6. Eine in 7, reguläre Potentialfunktion u, deren negative Werte®) u- der 
Beziehung lim <= =0 (n Z 1, ganz) genügen, hat ebenfalls die Gestalt (12) baw. 


Roo 


(12’). Das gleiche gilt unter der entsprechenden Annahme iiber die Positivwerte. 


Folgerungen aus Satz 6. 


1. Eine in 7, reguläre Potentialfunktion u, deren Negativwerte®) (Positivwerte) 
Schwacher als R gegen Unendlich gehen, hat die Gestalt 
me ‘ 

18) Die Sätze 5 und 6 im Falle n — 1 sowie der Satz 8 finden sich, wenn auch etwas anders 


. = wiesen, I. c. 1) und 1. c.?). Die entsprechenden Satze 1, 2 (für n = 1) und 4 des § 2 sind dort 
lraplisite mit enthalten. 
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M 

u(z, LE 2) = V (2, y; 2) + R +C bzw. u(z, y) = V(z, y) + M log* +C, (13) 
verhält sich also im Unendlichen bestimmt. — Insbesondere gilt dies z. B., wem 
die Negativwerte (Positivwerte) durchweg beschränkt sind oder wenn gar w durch 
Weg positiv (negativ) ist. 

2. Eine in 7’, reguläre Potentialfunktion « mit lim > = 0 (n = 1, ganz) hat 

R->co 

die Gestalt (12) bzw. (12’). 

Satz 7. Eine in 7, reguläre Potentialfunktion u, deren jede m-te Ableitung D,s 
(m = 0) hinsichtlich ihrer Negativwerte*)(D_u)- der Bezichung lim 2=" —0 


R +02 


(x = 1, ganz) geniigt, hat die Gestalt (12) bzw. (12’), wenn dort » durch m +x 
ersetzt wird. Das gleiche gilt unter der entsprechenden Voraussetzung für (Du): 


Satz 8. Falls in der für die in 7, regulären Potentialfunktionen uw giiltigen 
Darstellung (3) bzw. (3’) mindestens eine der Konstanten «© (k = 1, 2,..; n= 
=1,2,.., 24 +1 bzw. u — 1,2) von Null verschieden ist, so nimmt w jodeu 
vorgeschriebenen Wertc an unendlich vielen Stellen an, die sich im Unendlichen 
häufen; wu verhält sich also dort unbestimmt. 


Beweis: Wiirde der Wertc auBerhalb einer jeden Kugel vom Radius Z nicht 
angenommen, so ware u — c aus Stetigkeitsgriinden in deren AuBenraum durchweg 


positiv oder durchweg negativ, also nach der Folgerung 1 aus Satz 6 von der Ge 


stalt (13). 


Bemerkung: Die Umkehrungen der Sätze 5 bis 8 sind ohne weiteres evident. 


§ 4. Potentialfunktionen mit bestimmtem Verhalten für R-> « 


Aus den Sätzen 5 (n — 1) und 6 (Folgerung 1) erkennt man sogleich mit Rück- 
sicht auf Satz 8, daB für bestimmtes Verhalten im Unendlichen einer in 7°, regu- 
lären Potentialfunktion z. B. lim D,u = 0 oder lim = = 0 notwendig und hin- 


R-rca R 00 


reichend ist; # hat dann die Gestalt (13). Solche bei E. R. Neumann) als ,,har- 
monisch‘ bezeichnete Funktionen geniigen bekanntlich der mit C modifiziertes 
GrEENschen Darstellungsformel. Wichtige, in der Literatur h&ufig auftretende 
Spezialfälle, deren Eigenschaften man aus (13) sofort ablesen kann, sind die fol 
genden: 


Typ A: &=0(d.h. [ 2% do’ =0 baw. | Ÿ'ids —0). Es sind dies die im 
J En J On 
S = 
11) Vel. KE. R. Neumann, Randwertaufgaben und Greensche Funktionen der Potentialtheori 
bei Aubrnsebieten und die Bezichungen zu den Inne. gebieten. Math. Ann. 116 (1939), 534—554, 


inshes. 536, 


eee 
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Sinne von Keccocc t?) (nur in der Ebene) oder PLEMELs 1) im Unendlichen ,,regu- 
lären“ Potentialfunktionen bzw. die ,,Fundamentalfunktionen“ nach C. NEUMANN 
und E. R. Neumann"). Diese Funktionen genügen bekanntlich auch in jedem 
den unendlichfernen Punkt enthaltenden AuBengebiet von S dem Gaussschen 
Mittelwertsatz und also auch dem Satz iiber die Lage der Extrema. Im 
ebenen Fall sind sie natiirlich als Real- bzw. Imaginärteil einer im Unendlichen 
regulären Funktion einer komplexen Veränderlichen aufzufassen und gehen durch 
Inversion in im Punkte O reguläre Potentialfunktionen über; durch diese letztere 
Eigenschaft sind sie bei PAINLEvE definiert. 


Notwendig und hinreichend dafiir, da8 eine in 7, reguläre Potentialfunktion u 
zu diesem Typ gehdrt, ist z. B., wie man aus (13) leicht erkennt, im Raum 
lim R? D, u = 0 (PLEMELJ) oder auch Jim n R(u—C)= 0 (E. R. Neumann), in der 


Æ—oo ’ 


Ebene die Existenz von im u (Puewens | und E. KR. Neumann) oder lim R Dj u =0 
Rco 


(PLEMELJ) oder die Beschranktheit von R? D, u (KELLoGG). — Hierzu bemerken 
wir noch: PLEMELJ (1. c. 4%) verlangt für die " Regularita ‘im Unendlichen, da8 
neben lim R3 D,u =0 im Raum (bzw. lim R D,u = 0 in der Ebene) noch lim 4 


R->0o R—-»0o0 R— 
existieren mu8. Aus der Darstellung (13) erkennt man im Fall der Ebene sogleich 
die schon bekannte Tatsache, da diese beiden Bedingungen nicht unabhängig 
voneinander sind: Die erste folgt aus der zweiten und umgekehrt auch die zweite 
aus der ersten 5). Darüber hinaus aber ersehen wir jetzt, wieder aus (13), daB im 
Raum ebenfalls die Existenz von lim uw aus der anderen Bedingung folgt; das Umge- 

R-»50 


kehrte gilt hier freilich nicht, wie z. B. die Funktion _ lehrt. Auch KELLOGG ver- 


langt (in der Ebene) mehr als nôtig, nämlich neben der Beschränktheit von R3D,u 
noch die Existenz von lim w. 


R—->0o 


Typ B: C=0. Hierher gehôren die ,,Potentialfunktionen“ nach E. R. Nev- 
MANN1) bzw. die im Unendlichen ,,regularen“* oder ,,harmonischen“ Potential- 
funktionen nach KeLLoGG!?), GUNTHER!*) und PAINLEVE”). 


13) QO. D. KELLOGG, Foundations of Potential Theory. Berlin 1929, insbes. S. 248. 

13) J. Premevs, Potentialtheoretische Untersuchungen. Leipzig 1911, insbes. S. 4. 

14) E. R. Neumann, Beiträge zu einzelnen Fragen der hôheren Potentialtheorie. Leipzig 1912, 
insbes. S. 6. 

18) Die zweite Bedingung in der Ebene: ,,Existenz von limu‘ kann, wie man gleichfalls aus 

Ro 

(13) abliest, durch die schwächere Forderung: lim ioe R = 0 ersetzt werden. 

16) Früher ,,harmonische‘ Funktionen. Vgl. 1. c. *) und 14). 

17) Vgl. 1. ec. 10), S. 217. 

18) N. M. Günter. La Théorie du Potentiel. Paris 1934, insbes. S. 27. 

19) Vel. lc. 4), S. 65. 
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Die räumlichen Potentialfunktionen dieses Typs zeichnen sich dadurch aus, 
da8 sie durch die THomson-Transformation in im Punkte O0 reguläre Potential- 
funktionen übergehen (Definition von PAINLEvE). Gaussscher Mittelwertsatz und 


Extremumsatz gelten hier, wie z. B. wieder die Funktion 5 zeigt, nicht; dagegen 
ist aber die unveränderte GreeNnsche Darstellungsformel in Kraft. 

Notwendig und hinreichend dafür, daB u zu diesem Typ gehürt, ist z. B., wie 
wieder aus (13) abzulesen ist, im Raum lim R(u—*p = 0 (E. R. Neumann) oder 


Ro 


auch Beschränktheit von R-u (KELLOGG, GUNTHER, PaiNLev£), in der Ebene 
lim (u— 2 log r)- = 0 (E. R. NEUMANN). — Es sei bemerkt, daB KeLLocc und 


R wo 


GUNTHER (im räumlichen Fall) neben der schon genannten Beschränktheit von 
ER -u noch die Beschränktheit von R?D,u verlangen; wie wir aus (13) erkennen, 
folgt diese letzte Bedingung aus der ersten. 


§ 56. Anwendungen auf die Randwertaufgaben 


Es seien, wie üblich, diejenigen in 7’, regulären Potentialfunktionen gesucht, 
die sich (falls nôtig samt ihrer Normalableitung) bei Annéherung an S noch atetig 


verhalten und fiir die dort lim u(z, y, z) = f(o) oder lim 5 Sa — f(c) oder lim 53 ~ + 
+h(o)h lim u = f(o) gilt, unter P = = (x, y, z) bzw. a Ravel in 7, bzw. aut 8. unter 


n die nach T, weisende Normale in o und unter /(o) und h(c) bekannte, auf S stetige 
Funktionen verstanden. Wird iiber das Verhalten im Unendlichen nichts weiter 
vorausgesetzt, so hat die gesuchte Funktion die Gestalt (3); zusätzliche Voraus- 
setzungen liefern dann statt der unendlichen Reihe die entsprechenden Polynome. 
Man erkennt so die Zwangsläufigkeit der im folgenden benutzten Lüsungsansätse. 

Wählt man bei der ersten Randwertaufgabe (räumlich) den mit (3) Aquivalenten 
Ansatz (4)), so erhält man für die unbekannte Funktion y(c) die Integralgleichung 

l 1 COS (roots 2 
100) gi, | 201) aa’ = 

1 M Co 244 1 @ 2) (14) 
= 344 ~~ R, —C— [ 2 2% A, (z, y,2)|pue + f(o) , 


(R, die Entfernung des Punktes o von O, n’ die nach 7, weisende Normale in a’). 
Man wird versuchen, die isbarkeltsbedingung 


[|= -c-( S'S Pave nae +0 fo 0 0 


%) Man beachte die Bemerkungen in der FuBnote®). 


| 
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(v(o) die Lüsung der zu (14) adjungierten homogenen Integralgleichung) durch ge- 
eignete Bestimmung einer der darin enthaltenen Konstanten zu befriedigen. Im 
räumlichen Fall gelingt dies gewiB für die KonstantenC und M, da dort stets 


#0) de + 0 und | oi do + 0 (in allen Punkten des Raumes ist ja das mit» 


Ss 
gebildete Potential der einfachen Schicht von Null verschieden) ist; ob es auch 
fiir einige oder alle «© müglich ist, kann erst eine eingehende Diskussion zeigen. 


Im ebenen Fall kann zwar / v(s) log a ds = 0 vorkommen, doch läBt sich dies 


durch eine geeignete Ahnlichkeitstransformation vermeiden?!). — Die Lôüsung der 
Randwertaufgabe enthalt also noch unendlich viele willkiirliche Konstanten. Ver- 


langt man aber etwa zusätzlich, daB für À —> œ D, u oder = gegen Null geht, da8 


also u die Gestalt (12) bzw. (12’) hat, so enthalt u noch, nach Festlegung von C 
oder M zur Befriedigung von (15), wie man leicht nachrechnet, n? willkiirliche 
Konstanten, z. B. bei der Forderung bestimmten Verhaltens (d. h. n = 1) noch eine 
einzige (M oder C), wobei speziell M — 0 oder C — 0 eine Lüsung des Typs A 
oder B liefert. 


Bei der zweiten Randwertaufgabe wird von der Darstellung (5) ausgegangen; 
man bekommt fiir »(c) die Integralgleichung 


v(o) +35, Jr) Eee ao = 
Ss 


LI [2 SS ÆHGs | +10), (9 
— x On 2 À Cu bs > Yo Peo + CO) i> 


die ebenfalls unendlich viele willkiirliche Parameter enthalt, nämlich C und die 


e, während M = — ,- {do durch die Randfunktion mitbestimmt ist. Die 
S 


Forderung: D, « — 0 bzw. = — 0 für Roo hat auch hier wieder das Auftreten 
von x? Parametern zur Folge; wird speziell bestimmtes Verhalten verlangt, so ist 
C die einzige willkürliche Konstante. Die Vorgabe eines bestimmten M (z. B. bei 
Typ A M = 0) zieht die zusätzliche Bedingung [ ae do = — 42M nach sich. 

$ 


Auch bei der dritten Randwertaufgabe geht man von der Darstellung (5) aus 
und erhält die Integralgleichung 
> 81) Vgl. L. LicHTENSTEIN, Über die zweite und dritte Randwertaufgabe in der Theorie der 
. ; NAT ui au Otu , Cru 
partiellen Differentialgleichungen ax + 


= 0 und — = px, y). S. Ber. d. Berliner 
Math. Ges. 9 (1909), 19—28, insbes. 22. 


oy batt ay 


We OT Moccrcrie Remergungen her dus oriaites con Jarennaiinnanones m Cnendlichen 


; . nt “9 4: . 3 = et a} #& | 
D wm — MOT =, 53 VSN e, Æ", (x, Y =) 
o 7. fue frs ot 3 = mt Pat 
- > = nn 
— 22: , 
— hr Cag NOON oP Be 9. sig, + TO) | (AT ; 
=, =. 


Wird mer 4, 7 GO angenammen. an hat (17 genau eine Lisung, die noch die will- Æ yy 
kiriichen Konstanten C and #7 (inter den obigen msätzlichen Bedingungen wieder-# 
maammen 27, enthait; Mo — 9»: dc ist auf diese Weise mithestimmt. Ist aber Jewry 


vargparhrehen (7. B. M =) bei Typ A. so wird man versuehen. eme der übriger -=cn 
Konatanten entaprechend mi bestimmen Ea zeigt sich®) daS dies bei der Korg. 
atanten € méglich ist; wie es bei den ¢” steht, miiSte von Fall zu Fall diskutienn-…, 
Wwarder. 

Prtaprerhendes gilt bei den drei Randwertaufgaben in der Ebene: dort ergebummanen 
sich anter den analogen zaaatzlichen Bedingungen 2% — 1 willkiirfiche Koustan®— te. 











'Eingezangen am 24.1. 1945) 


™) Vel. K. Marnunn, Kinige Remerkungen zu den Randwertaufgaben der Potentisith <0". 
Her. dl. Berliner Math. Gea, 40/81 (1943), 13-28, insbes. 19. | 





Beziehungen zwischen der Theorie der Flächenverbiegung und 
der Gasdynamik 


Von ROBERT SAUER in München 


Im folgenden wird gezeigt, daB die Theorie der stationären zweidimensionalen 
und der nichtstationären eindimensionalen isentropischen Gasstrémungen im wesent- 
lichen äquivalent ist mit der Theorie der infinitesimalen Verbiegung der Drehflächen 
und der Rückungsflächen von Parabeln. 


1. Vorbemerkungen aus der Theorie der Flächenverbiegung 


Wir erinnern zunächst an einige Grundtatsachen aus der Theorie der infinitesi- 
malen Flächenverbiegung!): 

Bei einer infinitesimalen Verbiegung einer Fläche (8) erfährt jedes Flachen 
element eine infinitesimale Drebung mit dem von Punkt zu Punkt variablen Dreh- 
vektor et(s—>0). Durch den Vektor r als Ortsvektor wird der ,,DrehriB“ (t) der 
in Frage stehenden Verbiegung definiert. Wir setzen voraus, daB (3) und (t) ein- 
ander punktweise umkehrbar eindeutig zugeordnet sind, daB also auch der Dreh- 
ri (x) eine Flache ist. 

Die punktweise Zuordnung der Flächen (3) und (r) ist in beliebigen Parametern &,7 
durch die Differentialgleichungen 


tT; = A3, +4 8, T, = ¥3.— pS, | (1) 
gekennzeichnet. Die Funktionen A(é, n), u(£, 7) und »(é, 7) müssen der Integrier- 
barkeitsbedingung 

Ô 0 
genügen und sind im übrigen willkürlich. 

1) G. Dansoux, Théorie des surfaces IV, Livre 8, Paris 1896. 

W. BLascaxe, Reziproke Kräftepläne zu den Spannungen in einer biegsamen Haut. Intern. 
Congress of Mathematicians, Cambridge 1912. 

M Lacaccy, Über Spannung und elastische Deformation von unebenen Membranen. Ztschr. 


angew. Math. Mech. 4, S. 377—383 (1924). 
R. Sauer, Projektive Liniengeometrie, S. 145—163. Berlin-Leipzig 1937. 
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Ist dic Flache (8) negativ gekriimmt, so liefern die Gleichungen (1) den be- 
kannten Satz: | 

Dem Netz der Asymptotenlinien der Fläche (3) entspricht auf dem Dreh- 
rif (t) ein parallel-reziprok bezogenes Netz mit zwei konjugierten Kurven- 
scharen; die ,,Längstangenten“ des einen Netzes sind parallel zu den ,,Quer- 
tangenten‘* des anderen Netzes und umgekehrt. Das konjugierte Kurvennetz 
ist ,wackelig‘, d.h. es bleibt bei gewissen infinitesimalen Verbiegungen der 
Drebriffläche (x) konjugiert. 


2. Darstellung der stationären zweidimensionalen isentropischen 
Gasstrôomungen 


Wir betrachten eine stationäre isentropische Gasstrémung in der x, y-Ebene und 
setzen voraus, da8 in dem in Frage kommenden Bereich die Zuordnung zwischen 
derx, y-Ebene und der «, v-Hodographenebene (uv, » = Komponenten der Gasge- 
schwindigkeit) punktweise umkehrbar eindeutig sei. Der Druck p und die Dichte o 
sind durch eine vorgegebene Adiabatengleichung 


e = o(p) (2) 
verknüpft, aus der sich die ürtlich veränderliche Schallgeschwindigkeit des Gases 
a = (dg/dp)-" (3) 


ergibt. o(p) ist eine monoton wachsende, im folgenden als zweimal stetig diffe- 
renzierbar vorausgesetzte, sonst aber beliebige Funktion. 


Man kann ein Potential g(u, v) und eine Stromfunktion (x, y) durch die Be- 
ziehungen 
LE Py, Y = Por CU=—Y,, CU Pr (4) 


definieren?). Die BeERNouLLische Gleichung 
“e + u du + v dv = 0 (5) 
liefert eine ,,Druckfläche‘*?) p = f(u? + v?) und führt mit 


Pp, — — QU, Pp, — — QU 
zu den weiteren Beziehungen 


cy Cx cy cy 
Vu — cx Gu + oy eu = OV Pun — OU Pus = — Pun Po + Pus Px 9 ( , 
6 
Cy Cx cy Cy 
Y= cx ae + cy ‘ov — 2? Pav — OU Poy = Poe Pau — Pur Po - 
2) Vel. z. B. R. Sauer, Theoretische Einführung in die Gasdynamik, S. 4, 9, 15, 16, 20, 96, 
101--105. Berlin 1943. 
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8. Darstellung der nichtstationären eindimensionalen isentropischen 
Gasstrémungen 


Wir betrachten ferner eine nichtstationäre eindimensionale isentropische Gas- 
strémung und beschreiben sie in der x, t-Weg-Zeit-Ebene. Es wird vorausgesetzt, 
daB in dem in Frage stehenden Bereich die Zuordnung zwischen der x, t-Ebene und 


der u, g-Zustandsebene (u= = Gasgeschwindigkeit, ¢ = JE — = Enthalpie, — q = 


=> +) punktweise umkehrbar eindeutig sei. AuBerdem gelten wieder die Adia- 
batengleichung (2) und die Gleichung (3) fiir die Schallgeschwindigkeit. 


Wir definieren analog Ziff. 2 ein Potential o(u, g) und eine Stromfunktion (z, ¢) 
durch die Beziehungen ®) 


LE Py, t= Fs; CU=—Yn 0 = Pre (7) 
Die Definitionsgleichung für g (BerNouiLcsche Gleichung) 


+ u du + dg = 0 (8) 
liefert eine ,,Druckfläche“ p — g (a + +) und führt mit 


Py = — QU Ps — — 0 


zu den weiteren Beziehungen 


0 Oy at 
Pa = = PEM Le ou 2 Pun QU Pug = — Pan Pe +Pug Pus 
‘ (9) 
0 Cy at . 
v= 3S +t eq = 0 Pug — OU Pog = Poe Pu Pug Pq - 
4. Infinitesimale Verbiegungen der Druckflaichen 
Setzt man in den Gleichungen (1) einmal 
=u, 7=0; 3 = (—v,u, p), t= (x, y, y) (10) 
und ein anderes Mal 
Eu, n=q; 3=(—g,4,p), t= (2,4, 9), (11) 


so ergibt sich im ersten Fall 


3) Vgl. z. B. R. Sauer, Theorie der nichtstationären Gasstrômung I, Forsch.-Ber. Nr. 167/1, 
S. 18—26, 30, 53—55 (1942). 
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t,=—A, y= 4, Y= AP, +H, 


(12) 
TL, = fb; Yo = V5 Po = YP, — EPL 
und im anderen Fall 
z, = — À, l, =H, ÿ, = À?, + UD) 
(13) 


=H, t=, Y= 7P,—EPD,- 


Die Gin. (12) werden in Ziff. 2 mit A= —9,,, » = 9,, und u = 9,,, die Gln. (13) 
in Ziff.3 mit A= — 9,,, 9 = Pin 4 = Pag ertült, und umgekehrt lassen sich alle 
infinitesimalen Deformationen der Flache p mit nicht entartetem Drehri8 auf dise 
Weise darstellen. Hieraus erhält man unmittelbar folgende Satze: 


a) Jede infinitesimale Verbiegung der Druckfläche p = f(u? + 0?) mit nicht 
entartetem Drehrif liefert eine stationäre zweidimensionale Gasstrümung in 
der z, y-GrundriBebene des Drehrisses. Der Drehri8 ist die Stromfunktion 
dieser Strémung, die Hühenlinien des Drehrisses projizieren sich also in der 
z, y-Ebene als die Bahnlinien der Strémung. Die Strémungsgeschwindig- 
keit wird durch die punktweise zugeordnete u, v-Ebene gegeben, 


b) Umgekehrt liefert jede stationäre zweidimensionale Gasstrémung der 2, y- 
Ebene mit nicht entartetem wu, v-Bild eine infinitesimale Verbiegung der Druck- 
flache p = f(u® + v?). Die Stromfunktionsfläche ist der Drehri8 dieser Ver 
biegung. 

€) Jede infinitesimale Verbiegung der Druckfläche p = g(e +3) mit nicht 
entartetem DrehriB liefert eine nichtstationäre eindimensionale Gasstrimug 
in der x, t-GrundriBebene des Drehrisses als Weg-Zeit-Ebene. Der Drehri 
ist die Stromfunktion dieser Strémung, die Hühenlinien des Drehrisses projt 
zieren sich also in der x, t-Ebene als die Bahnlinien der Strémung. Die Str 
mungsgeschwindigkeit und der Gaszustand (é, p, a usw.) sind durch die punkt- 
weise zugeordnete uw, g-Ebene gegeben. 


d) Umgekehrt liefert jede nichtstationäre eindimensionale Gasstrémung dx 
z, t-Ebene mit nicht entartetem wu, q-Bild eine infinitesimale Verbiegung df 


Druckfläche p = g (a + +) . Die Stromfunktionsfläche ist der DrehriB dieser 
Verbiegung. | 

Die Druckfläche p = f(u* +v?) bzw. p = a(q + >) ist durch die vorgegebet? 
Adiabatengleichung (2) im wesentlichen festgelegt und ist für alle Strémungen dé 
Gase mit dieser Adiabate die gleiche. Die Druckflächen p = f(u? +- v*) sind Drek- 
flachen, die Druckflächen p = g(a + 2.) Rückungsflächen, welche durch Parale- 
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verschiebung der Parabel q + = = const entstehen. Nach den Sätzen a) bis d) 
ist also das Problem der isentropischen Gasstrémungen mit beliebiger Adiabate (2) 
im wesentlichen äquivalent mit dem Problem der infinitesimalen Verbiegung be- 
Hiebiger Drehflächen und beliebiger Parabel-Rückungsflächen. Ein Hinweis auf die 
enge Beziehung zwischen dem Problem der stationären Gasstrémungen im Sonder- 
fall der idealen Gase und dem Problem der infinitesimalen Flächenverbiegung findet 
sich bereits in der Dissertation von H. BEnrsoum‘). 


Aus der Voraussetzung do/dp > C (— d. h. bei reeller Schallgeschwindigkeit —) 
2 
ergibt sich, da8 die Druckfläche p = g(e + +) stets negativ gekrümmt ist. Die 
Druckfläche p = f(u? +v?) dagegen kann positiv und negativ gekrümmte Bereiche 
enthalten. Die positiv gekriimmten Bereiche liegen über dem Unterschallbereich 
(6e ot <a), die negativ gekrümmten Bereiche über dem Uberschallbereich 
(@® + ot >a) der u, v-Ebene!). 


5. Folgerungen fiir negativ gekrümmte Druckflächen 


Die Asymptotenlinien des negativ gekrümmten Bereiches der Druckfläche 
P == f(u* + v*) genügen, wenn man in der Hodographenebene mit « — w cos 0, 
° == wsin Ÿ von rechtwinkeligen zu Polarkoordinaten übergeht, der Beziehung 


0 + / cotg adw/w = const, arc sin(a/w) = a(w). (14) 


Sie ist identisch mit der Gleichung der Charakteristiken der u, o-Ebene, d. h. der 
Bd dkurven der Macu-Linien dy/dz = tg(9 + a) der x, y-Ebene. Hiernach sind 
die Charakteristiken der u, »-Ebene die Grundrisse der Asymptotenlinien der Druck- 

2 
RE che p = f(u® + v?)5). Für die Asymptotenlinien der Druckfläche p = g(a + 5) 
ERR+ die analoge Aussage. Sie genügen der Gleichung 


u = | dp/a o = const. (15) 


Da re Grundrisse sind identisch mit den Charakteristiken der «, q-Ebene, d. h. den 
F8ildkurven der Macu-Linien dæ/dt = u + a der x, t-Ebene. 


Die im SchluBabsatz von Ziff. 1 erw&hnte parallel-reziproke Zuordnung zwischen 
Rem Asymptotenliniennetz der Flache (3) (= Druckfläche) und den entsprechenden 
= conjugierten Netzen der Drehrisse (x) (= Stromfunktionsflächen) führt nach Dre- 

Wang der Druckfliche um 2/2 um die p-Achse unmittelbar zu der bekannten ortho- 


‘ H. Benrsoum: Zur Theorie der kompressiblen Potentialstrémungen. Diss. Gôttingen 1944, 


5) A. Busemann, Handbuch der Experimentalphysik IV, 1, S. 341—460. Leipzig 1931. 
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gonal-reziproken Zuordnung zwischen dem Charakteristikennetz der «, Ebene uxxd 
den Macu-Netzen der x, y-Ebene®) bzw. zwischen dem Charakteristikennetz Gicr 
u, g-Ebene und den Macu-Netzen der x, t-Ebene®). Die Drehung um 2/2 entspric= ht 
der Tatsache, daB in den Gin. (10) und (11) den Komponenten x, y bzw. x, i v @n 
(t) als Komponenten von (8) nicht u,v und u,q sondern —v,« und —q,u z1- 
geordnet wurden. 


Aus dem SchluBabsatz von Ziff. 1 folgt auBerdem, da8 die Macn-Netze «ier 
x, y- bzw. z,t-Ebene die Grundrisse konjugierter ,,wackeliger‘“ Kurvennetze «ter 
Stromfunktionsflächen sind. 


6. Beispiele 


Wir erläutern die allgemeinen Ausführungen durch einige Beispiele. 
a) Stationäre Quellen, Wirbel und Wirbelquellen 

Die Druckfläche p = f(u? + v?) gestattet spezielle infinitesimale Verbiegung <= = 
bei denen die Biegungsflachen Schraubenflächen oder wieder Drehflächen sind. 4s #4 
Symmetriegründen entsprechen diesen Verbiegungen die stationären Quellstrômuz 2° 
gen, Wirbelstromungen und Wirbelquellstrémungen®): Die Stromlinien die €1 
Strômungen sind radiale Gerade, konzentrische Kreise oder kongruente, durch 
Drehung auseinander hervorgehende Kurven, die Stromfunktionsflächen (= Dre F1” 


risse der Druckfläche) sind Wendelflächen, Drehflächen oder allgemeinere Schraube 22° 
flachen. 


b) Stationäre und nichtstationäre Strémungen des bypothetisch < ™ 
TSCHAPLIGIN-Gases 


Wenn sich die Adiabatengleichung (2) zu der hypothetischen Tscaapuicæ **~ 
Bezichung*) p = A — BJo spezialisiert, ist der Druckberg p = f(u* + v*) ein nega t&2* 


oder positiv gekriimmtes Drehhyperboloid und der Druckberg p = g(a + 5) anit 


negativ gekrümmtes Paraboloid. In beiden Fallen handelt es sich also um em #2* 
Fläche zweiter Ordnung, d. h. um eine Fläche mit geraden (— reellen oder nic ni 
reellen —) Asymptotenlinien. 


Bekanntlich lassen sich alle infinitesimalen Verbiegungen der Flächen zweitt €? 
Ordnung explizit angeben*). Die explizite Darstellung der Verbiegungen der Dre” Dd 


hyperboloide p = f(u3 + v?) und der Paraboloide p = g (a +4) ist äquivale wat 
mit der bekannten expliziten Darstellung der stationären?) und nichtstationärers 7 
Stromungen der TscHAPLIGIN-Gase. Die geraden Asymptotenlinien des Druckber-23" 


+) C. A. TscHAPLIGIN, Wiss. Annalen der Univ. Moskau, Math. Phys. 21, S. 1—121 (1902 )- 
A. BusemMaAnn. Ztschr. angew. Math. Mech. 17, S. 73—79 (1937). 
SHUE-SHEN TSIEN, Journal Aeron. Sciences 6, S. 399—407 (1939). 
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rojizieren sich in der w, v- bzw. u, g-Ebene als geradlinige Charakteristiken. Wegen 
er orthogonal-reziproken Beziehung sind die Macu-Netze der x, y-Ebene bzw. 
; Ebene TscHEBYTSCHEFF-Netze, d. h. Netze mit krummlinigen Parallelogrammen 
Is Maschen. 


7. SchluSbemerkung 


Jede infinitesimale Verbiegung einer Fläche ist äquivalent mit einer Spannungs- 
erteilung in der Fläche, wobei der Drehri8 der Verbiegung als KraftriB der Span- 
ungsverteilung umzudeuten ist!). Infolgedessen ist das Problem der stationären 
nd nichtstationären isentropischen Gasstrémungen auch mit dem Problem der 
pannungsverteilungen in Drehflächen und in Rückungsflächen von Parabeln 
leichbedeutend. 


| (Eingegangen am 7. 6. 1948) 
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Lésung der Pranprischen Grenzschichtdifferentialgleichungen 
mit Hilfe von Potenzreihenentwicklungen’) 


Von FrrepricH-WILHELM SCHOLKEMEIER in Braunschweig 


Einleitung 


Die Lüsung der Pranptischen Grenzschichtdifferentialgleichungen fiir rotations- 
symmetrische Kérper wurde zuerst von Borrze in Angriff genommen. Bo.tz 
teilte die Strémungsgleichungen fiir den rotationssymmetrischen Fall mit und gab 
zur Lisung der gegenüber dem ebenen Fall anderslautenden Kontinuitatsgleichung 
eine Lésungsfunktion an. Frossiinc benutzte zur Lüsung der Kontinuitätsgleichung 
dagegen eine etwas anders aussehende Lisungsfunktion als Bottze, die den Vortei 
hat, daB die Gleichungen etwas einfacher werden und man das Geschwindigkeits- 
profil direkt erhält. Er wandte dabei das für den ebenen Fall entwickelte, mit 
Potenzreihenentwicklungen arbeitende Rechenverfahren von BLasius an und be- 
rechnete damit einige universelle Beiwertfunktionen fiir die ersten Glieder seiner 
Lüsungsfunktion. In der vorliegenden Arbeit sollen die universellen Beiwert- 
funktionen für ein weiteres Glied der zur Annäherung der Stromfunktion benutzten 
Potenzreihe ermittelt werden, um die Genauigkeit der Geschwindigkeitsprofile in 
der Reibungsschicht und der anderen interessierenden GréBen der laminaren Rei- 
bungsschicht in gréBerer Entfernung vom Staupunkt zu verbessern. 


Bezeichnungen 

zx; y Koordinaten in der Meridianebene (z= parallel zur Kôrperkontur, y = senk- 
recht zur Korperkontur) 

r(.c) Rotationsradius = Abstand von der Symmetrieachse des Kôrpers bis zur Kürper- 
kontur 

(2) Potentialzeschwindigkeit langs der Kôrperkontur 

us Geschwindigkeiten in der Grenzschicht parallel bzw. senkrecht zur Wand 

y kinematische Zähigkeit 


h:9,:h, usw. Grundfunktionen nach FRôsSsLING 
yr, 1) Stromfunktion. 


1) Wiederzabe eines Abschnittes aus der Dissertation der Technischen Hochschule Braun- 


schweie .,Die laminare Reibungsschieht an rotationssymmetrischen Kérpern". Berichter: Professor 
Dr. D Semences, Mitheriehter: Prof. Dr. HH. BLENxK. Der Verfasser môchte auch an dieser 
Stelle Hera Prof, Scnteurine und Herrn Prof. BLEXK für die Unterstitzung und die Anregungen 
wahrend der Abe seinen Dank aussprechen. — In eckigen Klammern angegebene Ziffern ver- 


weisen at dus aim SehluB dieser Arbeit angegebene Schrifttum. 


t 
a 


Lôsung der Pranptischen Grensschichtdifferentialgleichungen 271 


Lisung der PranpTischen Grenzschichtdifferentialgleichungen 
nach FROSSLING 
Die Pranptischen Grenzschichtdifferentialgleichungen nehmen fiir den axial 
— ns Kôrper nach BoLrze [2] die folgende Form an: 





to aU Ho) 2G + 200 — 0 Kontinuitätsgleichung 


man dbedincungen: y= 0:u=v=0 
y=o:u=U. 
Zur Lüsung der Kontinuitätsgleichung schlägt Frossiine eine Stromfunktion ® 
vor, die folgendermaBen definiert ist: 


ap _1 oP), OW OD dr _ 1 O(P-r) 
“Oy  r  Ôy 7 Ÿ Ox  r dx r @2 
Durch Einsetzen der durch die Stromfunktion ausgedrückten Geschwindigkeiten w 
und v in die Strémungsdifferentialgleichung a erhält man: 
ov gp ov ew 1 dr _ 
dy dzdy de Of r dz oF UG +? a (2) 
Zur Lôüsung der obigen Differentialgleichung werden die Stromfunktion %, der Ra- 
dius r und die Potentialgeschwindigkeit U in Potenzreihen nach + entwickelt: 
P—P,-249,-22 Lex LH ext +... 
r=rneertr as ra tra +... 
U—=u,-r+us2s Lu: +u,-a! +... 
Dabei sind die ®, nur von y abhängig: 
Randbedingungen: y= 0: PY, =P’ —0 
y=oo: YP =u, 

Die Potenzreihen werden in die Gleichung (2) eingesetzt. Durch Koeffizienten- 
vergleich erhält man die Differentialgleichungen für die einzelnen ?, der verschie- 
denen Potenzen von x. Nach Howartu [6] befreit man diese Differentialgleichungen 
von den Koeffizienten uw, durch Einführen der Funktionen f,, g,, 4, usw. und erhalt 
mit diesen Funktionen folgende Gleichungen fiir die einzelnen Werte von ® ;: 


P= V2. ‘thn; = us fal) = Yoh 209 (9 +1444] 


Ps — ye 3 Us” f5(n) = 


Vi 3 uy (95 + 1%. hs bist + ei 


mit 7 = DES 





s + rath, gs) 


nus 


19* 
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Fur v ist die neue Variable r, cingefabrt Die neuen Funktionen haben di 
Kandiedingungen : 
LA -- fy: h = 93 = 4, =-9, = 4, = 4, = 1; =-9;= 
y= Ja hs go ho Fi Ts ds 0 
= BD P= 1 y= i gg 5: 8H = F =F 5= 7 ;=— 0. 
Zur Betunmung der Funktionen f,.g, usw. erhält man die folgenden Different = 
gleichungen : 


os AR — Gt 
Js 2° — 393 —2/ 93 — 211 93 —1 
kh, = — fh,” —_— 24h 3 —2hy A, — ify i’ 


9, = — 198 — 3h 9, — 311 9, —1 
hy =: — hh,” 5h; —3hhs— Gh 
k, is ° —Sh ky — 3h ks —293*— 59393 —4 
Je hig — 3h95 — 3/1 5 — 193 By — 5 (gg hy +39") — 
— $C" 93 — figs) 
, = — ha" — 3h 9s — 5311 95 — 2h35? — 5 hgh,” + hf — 
— 2 (fy hg” — fy" As. 

Von Frossiisc wurden die Grundfunktionen /,.g, usw. bis zur Bestimmu —™ 
von Ÿ, errechnet und tabellenmaBig mit ihren Ableitungen /,’,g,’ usw. und he” 
usw. angegeben. Beim Versuch, die Geschwindigkeitsprofile der Kugel zu 
rechnen, wurde festgestellt, daB eine Annäherung der Potentialgeschwindigke—— 
und des Rotationsradius durch eine Potenzreihe, die nach der 5. Potenz abgeæ — 
brochen wurde, nur schlecht bis zum Ablüsungspunkt zu erreichen war. Ei 
be sere Annäherung bis zum Ablôsungspunkt war aber durch Hinzunahme de” 

7. Potenz müglich. Eine gute Wiedergabe der Geschwindigkeitsprofile in der Grens= - 
schicht ist nur gegeben, wenn die zur Berechnung erforderlichen Potenzreihen fin 
die Potentialgeschwindigkeit und den Rotationsradius diese bis zum gewiinschte <— 
Punkt der Kürperoberfläche zunächst einmal gut annähern. (Damit steht natin 4 
lich noch nicht die gute Annäherung der Geschwindigkeitsprofile durch die Re 
für die Stromfunktion 4 fest, die ebenfalls nach der 7. Potenz abgebrochen wircæ — 
denn in den hüheren Gliedern P,, ?,, usw. sind die Funktionen mit den Koeff 28 
zieniten u,,u, usw. und r,,r, usw. enthalten, die unberücksichtigt bleiben.) IX — 
FaosstinG nur die Grundfunktionen bis zur 5. Potenz zahlenmäBig angegeben has==* 
war ex erforderlich, die weiteren Funktionen g.,h, usw. und ihre Ableitungen z— ™ 
Bestimmung von “, zu ermitteln. Für diese ergeben sich mit 
D, Auch = du (a + 28 


. LOC LE — 
7, Us hy + ru, h + as k, 


uy 
4. Tuy. L +e P + uy g +? Ts, D, +- Ta Us + ty + fates ay) 


TU, r,? tl, 7, U, U, 1 Uy 
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bei den Randbedingungen : 
n=0: gg =h =) =k == = Hy = =%=90 
97 = hy = fy = k= 1 = p= 97 = 07 = b= 2'= 0 
7 — ®: 97 — bBh=h=k=lh=p=qg=v=t=2;= 0. 
die folgenden 10 linearen Differentialgleichungen dritter Ordnung: 
P= — hoy + 4h 97 — 4h97 —1 
Fe!" = — jh; +4p hi —4fy ky — Ph’ 
Dr = — ha” +A4hy iy — 4h 51 — 3 9395" — hais") + 6 (Gs 95 +h’ 7's) 
— $ (9595 +43"I5) — ahs” + 93"hs) — 3 ("Gs + hs") + 3 figs” + f19s) 
Hg = — fyky” +4 ik —4 fy" ky — 3 ggks” +698 hs — 3 95"ks - | 
Z7"=—f,L" +4f' —4f" li —3gshs" +695 hs — 3295" hs — (figs” + /1°93) 
2237" = — fp" + 4/17 — Ah" py — 39595" +6 93.95 — 393'95— 1 
a= — 1197 +4 97 — Af" 99 — 3h35 + 6h5'G5° — 3 hs gs —hshs" 
— 3 (fi 95" Hh" 95) — thay” + EGahs" +f1"hs) 
wa — fy vy” +4 fiv —A4 fy" v, — hgh,” + GRR — Ehshs 
— À (hs +11"h5) 
t"— — fi t,” + 4 fy,’ tr — 4f;” t, —3 (955° +hsks") + 6 (95' 95" + hg’k,’) 
— 9393" — $ (98° is +h3"ks)— 2 (hs +hks) 
y= — fy eq" +4 fy 27 — 4 fy” 27 — 3 h3gs +6h'95 —$h3''95 —3 ("Is +9s") 
Die obigen Differentialgleichungen wurden, nach dem Verfahren von RUNGE- 
U'rTA und ADAMS-STOERMER [4] gelôst. Die Schrittbreite bei der numerischen 
“Urchführung betrug normalerweise 7 = 0,2; zur Kontrolle der Genauigkeit wurde 
© Lésung der Differentialgleichung für g,, bei welcher die Funktionswerte am 
Stärksten anwachsen, mit der halben Schrittbreite n — 0,1 durchgefiihrt. Da sich 
an erhalb der gerechneten 4 Stellen nach dem Komma bei beiden Rechnungen gute 
ereinstimmung ergab, wurden alle iibrigen Differentialgleichungen mit der 
Schrittbreite 1 — 0,2 gelüst. 
. Da die 3. Randbedingung im Unendlichen zu erfüllen ist, wurde zunächst die 
1m allen 10 Differentialgleichungen steckende homogene Differentialgleichung 
Be _ f,-@" +4f,'a’—4f," a gelôst, wobei als 3. Randbedingung ein Wert 
Von a’ für n = 0 angenommen wurde. Desgleichen wurden die inhomogenen 
ifferentialgleichungen ebenfalls mit einer angenommenen Randbedingung a” für 
77 ==0 errechnet und ihnen die mit einem Faktor multiplizierte Lésung der homo- 
Senen Differentialgleichung überlagert, so daB die 3. vorgegebene Randbedingung 
On Unendlichen erfüllt wurde. Dies lä8t sich in diesem Falle leicht durchführen, 
‘Weil sich die 1. Ableitungen verhältnismäbig rasch bei 7 > 5 einem konstanten 
ert asymptotisch nähern. 


274 F. W. SCHOLKEMEIER 


FROSsLING hat seine Grundfunktionen auf vier Stellen hinter dem Komms 
angegeben und bemerkt zur Genauigkeit seiner Werte, daB diese um einige Einheiten 
der letzten Ziffer falsch sein kénnen, wobei er wohl nur die Grundfunktionen selbst 
und nicht deren Ableitungen meint. Der Verfasser hatte die in der untenstehenden 
Tabelle mitgeteilten Funktionswerte ursprünglich auch auf 4 Stellen nach dem 
Komma gerechnet. Da bei der Berechnung dieser Funktionen aber die Funktions- 
werte von FROSsLING benutzt wurden, sind die unten mitgeteilten Funktionswerte | 
nachträglich auf 3 Stellen nach dem Komma abgerundet worden’). 


Mit Hilfe der nunmebr vorliegenden Grundfunktionen werden alle interessieren- 
den GréBen der Reibungsschicht in Staupunktsnähe gut angendhert; die Genauig- 
keit hangt dabei nur von der Genavtigkeit der ersten Grundfunktionen f,, gs usw. 
ab, weil in diesem Falle die Korrektur der Ergebnisse durch die héheren Potenzen 
von 2 gering ist. Sobald in gréBerer Entfernung vom Staupunkt sich der Einflu8 
der héheren Potenzen von x stärker bemerkbar macht, lä8t die Güte der Approx- 
mation nach. 

Im weiteren Verlauf der oben angefiihrten Dissertation, welcher dieser Abschnitt 
entnommen wurde, sind deshalb die nach der Methode der Potenzreihenentwicklung 
erhaltenen Ergebnisse an dem Beispiel der Kugel mit den Ergebnissen einer Reel- 
nung nach dem PoHLHAUSEN-Verfahren verglichen. Mit Hilfe des letzten Verfahren 
wurden dann noch einige weitere Beispiele (runder Diffusor, rotationssymmetrisc® 
Halbkôürper, Rotationsellipsoide und FuxRMANN-Kôrper) durchgerechnet bzw. emt 
Stabilitätsrechnung nach der vereinfachten Methode von Scuuicatine [5] unter - 
zogen. Es ist beabsichtigt, diese Rechnungen in weiteren Veréffentlichungen bekann™— 
zugeben. 
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Tabelle 1. Zahlenwerte der Grundfunktionen und ihrer Ableitungen 
zur Ermittlung von %, 






0,050) 0 | 0 |-0,020 








| 











2 | 0,015| 0,144 0,010| 0,049| 0,000, -0,004 —0,019, 0,000 
7,4 | 0,053! 0,250| 0,441| 0,004] 0,019] 0,046 —0,002|—-0,008 0,015, 0,000 
6 | 0,113! 0,322| 0,282| 0,009! 0,028], 0,038 0,003; 0,010) 0,008 0,001 
8 | 0,182} 0,366| 0,152| 0,015} 0,034] 0,027 |—0,005.—0,011 +0,002 0,003 
“4,0 | 0,258] 0,385] 0,052! 0,022) 0,089] 0,014 —0,007| 0,009 0,012: 0,006 
1,2 | 0,335| 0,388|—0,020| 0,030| 0.040! 0,001 —0,009, —0,006 021 0,011 
1,4 | 0,412} 0,379!/-—0,066| 0,038| 0,039 |—0,011 |—0,010/--0,001 0,028, 0,019 
1,6 | 0,486| 0,363|—0,091| 0,045| 0,036 |—0,020 |—0,009! +0,005| 0,030: 0.031 
1,8 | 0,557] 0,343 |—0,099| 0,062| 0,032 '—0,025 |—0,008! 0,011! 0,029) 0,045 
2,0 | 0,623| 0,824/—0,095; 0,058| 0,027 !—0,027 |-0,005| 0,016] 0,024: 0,061 
22 | 0,686) 0,306|/—0,084) 0,063) 0,021 !-0,027 |—-0,001| 0,020) 0,017) 0,079 
24 | 0,746} 0,291 0,069] 0,066] 0,016 '—0,024|+0,003' 0,023 0,007 0,097 
26 | 0,803] 0,278 0,054 0,069| 0,012!-0,020} 0,008) 0,023 0,002! 0,114 
28 | 0,857 | 0,269 —0,040! 0,071] 0,008 |—-0,015 0,012 0,022.—0,010, 0,130 
3,0 | 0,910] 0,262 —0,028| 0,073] 0,005/-0,011| 0,016; 0,020:—0,016) 0,143 
3,2 | 0,962| 0,258/-0,019| 0,073} 0,004/—0,008/ 0,020! 0,016 —0,017| 0,154 
3,4 | 1,013| 0,255 /-0,012| 0,074! 0.002 '—0,005 0.023! 0,013;—0,017 0,162 
3,6 | 1,064! 0,253'-0,007/ 0,074| 0,001 |-0,004! 0,025 0,010,-0,015| 0,168 
3,8 | 1,114] 0,252'—0,004| 0,074! 0,001/-0,002| 0,027/ 0,007:-0,013| 0,172 
40 | 1,165! 0,251/—0,002| 0,074| 0.000 -0,001| 0,028] 0,005/—0,010; 0,175 
4&2 | 1,215) 0,251|—0,001/ 0,074] 0,000 0,001! 0,029] 0,003/—0,007| 0,177 
4.4 | 1,265] 0,250|—0,001| 0,074] 0,000} 0,000) 0,029! 0,002/—0,005| 0,178 
46 | 1,315] 0,250! 0,000 0,029! 0,001/—0,003' 0,179 
48 | 1,365. 0,250] 0,000 0,029! 0,001/--0,002) 0,179 
5.0 | 1,415! 0,250} 0,000 0,030} 0,000/—0,001) 0,179 
5,2 | 1,465] 0,250! 0,000 0,030! 0,000|—0,001| 0,179 
5,4 | 1,515] 0,250! 0,000 0,030} 0,000! 0,000! 0,179 
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7 k,’ k,” L,’ Ln” | py | py P: q: q; 
| 

0 O 0,004 O : 0 ; 0,041, 0 :0 ;, 02740 0 
0,2 0,001 0,005: 0,001, 0,008; 0,039 0,004; 0,035 0,080 0,000 0.03 
0,4 0,002: 0,011 0,003' 0,015: 0,029, 0,012: 0,034-0,083 0,001 0,006 
0,6 0,006 0,022: 0,007: 0,019| 0,011 0,016 0,005 -0,197 0,003 0,00 
0,8 0,012 0,038 0,011. 0,019 0,013 0,013 —0,041 -0,253, 0,005 0,011 
1,0 : 0,021 0,056 0,014, 0,014 —0,036 - 0,001 —0,092 -0,255, 0,007 0.013 
1,2 , 0,033 0,070 0,016! 0,005 —0,053 --0,024 —0,140.—0,220, 0,010 0,011 
1,4 : 0,048 0,077 0,016 0,006 —0,060 —0,056 0,178 -0,152 0,013. 0,015 
1,6 : 0,063! 0,073 0,013; —0,018 0,055 —0,094 —0,200.—0,072 0,016 0,016 
1,8 : 0,076 0,058: 0,009 0,028 ‘0,042 -0,135 —0,207 +0,007 0,019 0,016 
20 0,086 0,035 0,003 - 0,034 —0,024 —0,176 -0,199. 0,073 0,022 0,015 
2,2 : 0,090 0,008 —0,005 .—0,037 —0,005 --0,213 —0,179 0,119 0,025 0,014 
2,4 , 0,089 —0,020 —0,012 -0,036 +0,011 - 0,247: —0,152 0,143 0,027 0,012 
2,6 . 0,083 -0,042 -0,019 0,033: 0,023 -0,274'-0,193! 0,147: 0,030 0,010 
2,8 ‘ 0,073 —0,058 --0,025 0,028: 0,028 '—0,296 | 0,095 0,136, 0,032 0,00 
3,0 ! 0,061 ,--0,064 --0,030 --0,022, 0,029 0,312: 0,069. 0,117; 0,033 0,007 
3.2 | 0,048 0,063 0,0341-0,016 0,026 0,324 —0,048 0,093: 0,034! 0,005 
3,4 0,036 —0,056.--0,037 '- -0,012- 0,022 --0,332 0,032 0,069. 0,035: 0,004 
3,6 : 0,025 —0,046 0,039 —0,008' 0,017 --0,337:-0,021' 0,049 0,036 0,003 
3.8 0.017 0,036 --0,040'--0,005 0,012 - 0,340 |-0018 _ 0,082 0,036 0,002 
4,0 0,011 --0,026 0,041. - 0,003. 0,008 —0,342 ! 008 0,021! 0,037 0,001 
42 0,007 0,018 - 0,041 ,- 0,002 0,005: 0.343 |-0,004 0,012. 0,037! 0,001 
44 : 0,004 --0,011 0,041 .--0,001; 0,003 —0,344 |-0,002 0,007 0,037, 0,000 
46  0,002'—0,007' 0,041: 0,000! 0,002 ;-0,344 -0,001 0,004 0,037. 0,000 
48 0,001 -0,005 -0,041; 0,000 0,001 - 0,344} 0,000 0,002, 0,037! 0,000 
5,0 0,000 0,003 —0,0411 0,000: 0,001 --0,344 | 0,000 0,001; | 
5,2 0,000 0,001 - 0,041 0,000 0,000 - 344) 0,000 | 0000 

0 


:_ 0,000 


aaa 
| 


0,015 7 
0,015 
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0 


0,000 ; 
0,001 | 
0,001 : 


I | 
nol oan | | 

pi 
rt 
0,010, 0 


0,002 ; 0,008 ,—0,001 


0,003 : | 0:003/-0,004 


0 
0,009 
0,018 








0,002 |—-0,002 |-0.014 | 0.022 |-0,039 


0,001 _0:004 |0.006 —0,030 | 0,043 
0,000 |—0.004 : +0,008 | 0,039 | 0,044 


0,000 


0,002 | 
0,006 | 
0,011 
0,018 | 
0,025 | 
0,032 | 
0,039 | 
0,044. 
0,048 | 
0,052 | 


0,054 | 
0,055 | 
0,056 | 
0,057 | 
0,057 | 
0,057 | 
0,057 | 

0.057 
0,057 





0,000! 0,026 Io. 047 |0,044 


0,001 | +0,006; 0,039 4 056 | 0,042 
| 


0,015: 0,045 ones —0,038 
0,023 0,042 |-0,071 0 034 
0,031 0,030 |-0,077 | 0,029 
0.035 0.014 [0,083 0.093 | 
0,036 —0,003 -0, 087 —0,018 
0,034 ‘—0,017 '—0,090 [0,013 
0,030 —0,025 ‘0,092 | —0,009 
0,024 —0,029 0,094 0,006 
0,019 —0,028 —0,095 .—0,004 
0,014 —0,024 —0,095 —0,002 | 


0,009 0,019 —0,096 —0,002 | 
0,006 '—0,014. —0,096 |—0,001 | 
0,004 '|—0,010: 0,096 0,000 | 
0,002 '—0,006 0,096: 0,000 
0,001 '—0,004 ‘0,096; 0,000 | 
0,000 --0,003'--0'096! 0,000 
0,000 '—0,001 | ! 

0,000 —0,001 ! 

0,000. 0,000; 


(Eingegangen am 12. 9. 1948) 


, CS ’ 
Va | Va i aa ' ma 
! 
| 
| 


0,047 
0,046 
0,044 
0,003 ‘0,006 |-0,008 |-0,026 |-0,039 
0.002 | 0,001 0.013 |—-0,014 |-0,034 |--0,032 
_0.023| 0,063! —0,003 
0,013! 0001/0010! 
-0,004 

+0,006|—0,006 0,026 


| | 
0 | 0 | 
0,000 0,003. 
0,001| 0,005; 








0,003} 0,002 





—0,002 —0 ,019 


0,014 —0, 012 —0,032: 









| 
som-o01 019; —0,035 
0,026 —0, 026.—-0, 035 
0,028:—0,033, —0,033, 
0,027|0,039 0,098; 
0,025 0,044) -0, 024! 
0, 021 _0.049 0.018 
0,017'-9, 0520, nd 
0,013 —0,054 —0,010 
0,009 —0,056 —0,006 
0, 006 —O, 066 0, 004 


004 0,057 0,002 
0,003 —0,057/—0,001 
0,002 —0,057|-0,001 
0,001.-0,058) 0,000 
0,001 -0,058! 0,000, 
0,000 0,058 0,000 


0, 058 0,000 





0,012 
0,006 


0,002! 0 ‘005!-0; 006 
—0,020 
—0,033 
—0,041 
—0,041 
—0,035 
—0,023 


—0,008 


Verallgemeinerung eines Interpolationsproblems 


Von HERMANN WENDELIN in Graz 








Erklärungen: 
| aa t...aitlattl...aia 
sons osseuses für «= 1,2,...,, 
Ati. 2); = a> 
x" x"! gitt a a} x° | 
und 
mi at t...... x) 
meee ee eee eee x, fir s—0 
A (2,..+; to = , A(x), = 1 g=1 
oer ,..... a} 


IT (@u--+) %,) = das Differenzenprodukt [] (x, —z,) fir» 22, [J (x) =1. 


u,v= 1 
uv 
S,(x,,...,2%,) = die »-te symmetrische Grundfunktion Dit: .. 2, fiir y=1,2,...,n; 
Kombin. (A... 4,,) 
So. .., x) — 1. 


Bekanntlich gelten dann folgende zwei Interpolationssätze für z-Polynome, wobei 
hier bloB auf die Existenzfrage, nicht aber auf mügliche Darstellungsformen der 
z-Polynome Wert gelegt wird: 


Sind u,,...,u, n verschiedene und A,,...,A, n beliebige, jedoch nich 

durchwegs verschwindende Zahlen aus einem Korper K von der Charakteristik 0, 

(I) | so gibt es genau ein x-Polynom f(x) hôchstens n—1-ten Grades mit Koeffi- 
zienten aus K, welches f(u,) = A, für v = 1,2,...,n erpidlt. 


Unter denselben Voraussetzungen wie in (I) gibt es genau ein normiertes 
(II) { 2-Polynom n-ten Grades g(x) mit Koeffizienten aus K, welches g(u,) = A, 
für »y =1,2,...,n erfüllt. 


. Diese beiden Sätze erweisen sich als Spezialfälle des folgenden allgemeinen 
Satzes: 
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Seien U,, Us, ...,U, n verschiedene Elemente aus einem Kürper K der 
Charakteristik 0 und k eine beliebige Zahl aus der Rethe der Zahlen 0,1, 2,..., &, 
80 gilt: | 
,yVotwendig und hinreichend dafür, daB es zu n + 1 beliebig vorgegebenen 
Elementen A,, Ag, ...,A,, a aus K, die nur nicht simtlich = 0 sein sollen, 
(S) genau ein Polynom héchstens n-ten Grades h(x) = co 2" +c 27 + 
+... +e, ,2% +c, mit den Eigenschaften: 
1. h(u,) = A, für v= 1,2,...,n und 2. c,=a 
gibt, ist das Erfüllisein der Bedingung: 
SU Ua... U,) += 0.“ 
Die Richtigkeit von (S) sieht man leicht ein, wenn man die » linearen Gleichun- 
gen für die c, (mit c, =a) 
h(u,) = À, für » = 1,2,...,n 
ansetzt und die Determinantenformel 


(D) A (ayy. 2-5 2a) = [J (ayy. 0s Be) Sy s(By-- +s By) 
beachtet!). Es geniigt im wesentlichen daher (D) zu beweisen. 


Beweis von (D): 
Für n = 1 und à = 0 oder 1 ist (D) offenbar bereits richtig. Dasselbe läBt sich 

aber auch sofort fiir die Fallen — 2 und : = 0,1 oder 2 feststellen, denn es ist 

2 














1 
A (2, %)y = É as |. {| = CORTE) 
_ (a 1) [a ae Ol 
A(x, 2), = x2 1 | = | z 1| = HE 2) Sa-1 (21, Te) ; 
A(x, %), = ” 1 = [[(e X) + See (21, 2) - 








Nan mache ich die Induktionsvoraussetzung: (D) sei fiir ein beliebiges n => 2 be- 
reits richtig. Ich zeige, da8 (D) dann auch für » +1 zutrifft. Zunächst ergibt sich 


a) fir 1 — 0: 





a+1 ” ' 
att sa | x z 1| 
i 
A(2,. eo og 2,41) == esse = ty e ares | . | 0... = 
n+1 i os 
Guy Gn | Tn Th+1 1 








= [I a) Tn +41) ° S +12. oe T,+1) . 
1) A(z,,..., z,) stellt eine Verallgemeinerung der VaNDERMONDEsSchen Determinante dar, die 
hieraus für 5 — n entsteht. 


\ 
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b)s=an +1: 








zi re | 
cee eee eeeeeee = [][ (ay. +5 2,4): 
A(x,... » Ene vag = —_ | -g 
.......... (x+1)—(n+1) (z,,- ee9 Te41): 
a, si 1, 
Sei nun 
ce) O<tcn: 
in tt el nm 1| 
nnrncceencerecerce = (ay) (64) 
A(%,,. , lng) = | 
Lordi ce. Tata Sega ee Saga 1 
x” + gt) x x + yi) x zg? + x 3 zx 
1 1  T+1 1 1 Th+1 1 1  Tn+1 
; 9 900 By EAST 1 
+.. + Toy +.. + Fay + se + 2, 
an ae n+1 
+.... +204, 
ar ot) ait a tat lea, 217... dl 
ott af aim, dt 1 
EA a hi a ee A 7 
ES 
=}: | + 
at dti gt 22 x, 1 
a... att att... a l: 
ee 2 9 2 see | 
+h ti ‘i 
serre yee te cece ce ccees 
pen. at a a, 1 


H. WENDELIN 
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(tu... 2) th Ze, ° 4(%,---, Z,), Wegen der Induktionsvoraussetzung 
=f: IG». aa) z,) ° S,.-141(%y- 2) + 
+ nt *f- IT. °. Ty) ° S,—A(%).- 7°) 2.) = 
= [I] (aa. ms)" (Sas... Be) + ep Ss (en... 2,)] = 
= TT coy Tn41) ° Son+1-5 (2: …s Ty); 


A (2, eens Tati —= []@ sc.) Tee 1) ° Sx+0-5 (1 eres Tn+1) ° 
chtlich geht (S) für & = 0, a = 0 in (D, für & = 0, a = 1 in (ID) über. 


(Eingegangen am 11. 3. 1948) 


Sur une généralisation du groupe orthogonal à quatre variables 


Par JEAN Dieuponné à Nancy 


1. On sait que les groupes orthogonaux à quatre variables sur un corps con- 
mutatif quelconque K ont une structure tout à fait distincte de celle des groupes 
orthogonaux à » variables, pour n > 2 et n + 4 ([2], p. 18—26). On peut rattacher 
ce phénomène au fait que le groupe linéaire à 4 variables qui, dans l’espace vee- 
toriel K*, laisse invariant le cône d’équation &, &, — £, & = 0, est quotient par um 
groupe abélien du produit de deux groupes linéaires GL,(K) (loc. cit.). Nous nous 
proposons de montrer dans ce qui suit que ce résultat est un cas particulier d'un 
théoréme qui caractérise toute une famille de groupes linéaires, le groupe orthogonal 
précité apparaissant en quelque sorte comme l'intersection de cette famille et de 
la famille des groupes orthogonaux à n variables. 


De façon précise, soit n > 1 un entier quelconque, et considérons, dans l’espace 
vectoriel K”, que nous identifierons à l’ensemble des matrices carrées d'ordre », 
X = (x,;), à éléments dans K, le cône £, d'équation det(X) = 0; soit I’, le groupe 
de toutes les transformations linéaires à »? variables [sous-groupe de GL,~{X)] 
qui laissent invariant Z,. Nous nous proposons de montrer que I’, est identique 
au groupe des transformations de la forme 


X > PXQ (1) 
ou de la forme 
X-—P.'X.Q (2) 


où P et Q sont deux matrices inversibles quelconques d'ordre n, et où ‘X désigne 
la matrice transposée de X. 


2. Comme pour le cas classique n = 2, notre démonstration reposera, dans le 
cas général, sur l'étude des sous-espaces vectoriels de dimension maximale contenus 
dans le cône Z,. On aperçoit aussitôt dans x, des sous-espaces vectoriels de di- 
mension n?— 7, savoir l’ensemble des matrices ayant une ligne (ou une colonne) 
nulle. Plus généralement, considérons l’ensemble M, des matrices carrées d'ordre s 
sur À comme l'anneau des endomorphismes de l’espace vectoriel £ — K”. Il est 
bien connu que, dans J/,, un idéal maximal à gauche | est formé des endomorphis- 
mes u de E qui s’annulent dans un sous-espace donné à 1 dimension de Z, et un 
tdéal maximal à droite rt est formé des endomorphismes « tels que u(Æ) soit contenu 





rw, . 


su ° 
» « 
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dans un hyperplan donné de Æ (voir par exemple [1], p. 64—65); il est clair qu'il 
existe une matrice carrée inversible P telle que IP soit formé des matrices ayant 
leur première colonne nulle, et une matrice carrée inversible Q telle que Q tv soit 
formé des matrices ayant leur première ligne nulle. 


Théorème 1. — Tout sous-espace vectoriel contenu dans 5, a une dimension au 
plus égale à n—n, et les seuls sous-espaces de dimension n?—n sont les idéaux 
mazimaux (à gauche et à droite) de M. 

Nous déduirons le th. 1 d'un théorème plus précis: 


Théorème 2. — Toute variété linéaire contenue dans 5, a une dimension au plus 
égale à n?—n; en outre, sauf dans le cas où n = 2 et où K est un corps à 2 éléments, 
les seules variétés linéaires de dimension n?—n contenues dans 5, sont les idéaux 
manmauz de M. 


Soit X, + V une variété linéaire contenue dans 5,, V étant le sous-espace 
Vectoriel parallèle à cette variété linéaire. Désignons par £,, (1<5,5<n) la 
Matrice dont le seul élément non nul est dans la 5-ème ligne et la j-ème colonne 
et est égal à 1; les H,, forment la base canonique de l'espace M, = K”'; soit n°? — m 

dimension de V; d’après le théorème d'échange, il existe un ensemble / de m 
Couples (i, j) tels que les E;, correspondant à ces couples forment la base d’un sous- 
“Pace W supplémentaire de V; on peut en outre supposer prise dans V une base 
8 n?-__m matrices À,, correspondant aux couples (4,4) non dans J, et 

lelles que A,, se projette sur Æ,, parallèlement à W; en d’autres termes 
AZ = Eu +2 a, ;H,,. Les matrices X appartenant à X, + V peuvent donc être 


CNET 
CALractérisées de la façon suivante: ce sont les matrices X = (z,,), où les x,, cor- 
©8 pondant aux couples (4, £) non dans J sont arbitraires dans K, et où les x,, cor- 
&pondant aux couples (1, ;) J sont des fonctions linéaires non homogènes des 
a soit 2;,= E a, Es + By 


a) Montrons d'abord, par récurrence sur n, que l’on ne peut avoir m <n; la 
Proposition est évidente pour n= 1. Raisonnons par l'absurde et supposons que 
ait m <n éléments; il existe alors une ligne de X ne contenant aucun des 
% [6,79€ J]. Par une permutation des lignes et des colonnes [qui revient à 
Sfectuer sur les éléments de Z: une transformation (1)], on peut supposer que 
C’est la première ligne de X et que dans la première colonne de X il y a au moins 
wn z,; d'indices (i,)€J. Faisons alors zy = 1, 2, — 0 pour k > 1; il vient 
Get X = det X’, où X’ est la matrice carrée d'ordre n — 1 obtenue en supprimant la 
première ligne et la première colonne de X. Par hypothèse, on aurait det X’ = 0 
quand on donne aux z,, d'indices (4, £) non dans J et > 1 des valeurs arbitraires; 
or ceci est contraire à l'hypothèse de récurrence, puisqu’il y a au plus m — 1 des 
couples (i, 7)C J tels que 5 > 1 et j > 1. 
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b) Pour établir la seconde partie du th. 2, supposons d’abord que K ait av 
moins 3 éléments. Pour n = 2, les identités 


laxtby+te zx: laxztBy+y x | 

| = 0 | — 

la’x+b'y te’ y! | y ax t+ py ty’ 

ne sont possibles que si b — c — a’ =c’ = 0 et a= b' dans la première identitum= 

et B=y=a'=y'=0, af’=1, ou a=y=f'=y'=0, a’ B=1 dal < 

seconde (comme on le voit en faisant successivement x — 0 et y = 0); il est imss- 

médiat de voir que dans les deux cas, on définit de la sorte un idéal maximal de ¥— 

Procédons alors par récurrence sur n > 3; J ayant n éléments, il peut se faire d'abtræ ~ 

qu'il y ait exactement un élément de J dans chaque ligne et dans chaque colonne <= 

par une transformation (1) sur Z,, on peut supposer que J soit identique aux couple" 

d'indices (i,1) de la diagonale principale. Il peut alors se produire a priori pu 
sieurs Cas: 


1) il existe un couple (4, k) où A + & et un indice i tels que au, ,; + 0; on puke 
alors exprimer z,, en fonction linéaire (non homogène) de z,, et des autres ék- 
ments zyy (h’ + k’); les matrices de X, + V ont alors leurs éléments arbitrare: 
pour les couples d’indices distincts de ceux d’une partie J’ de n éléments qui cette 
fois n’a pas d’élément dans la ligne (ou la colonne) d’indice 5; nous sommes alon 
ramenés au cas qui sera examiné plus loin; 





2) tous les One ii sont nuls; donnons alors aux z,, des valeurs nulles, sauf pour 
1<h<n—1,k=h +1, eth=n,k =1; l'équation det X = 0 s'écrit 


ny Tye Te3-- Tyan + (CUT Bir Baa. + Ban = 9 
qui visiblement ne peut être une identité par rapport aux z,, qui y figurent. 


Nous sommes ramenés ainsi au cas où une ligne (ou une colonne) ne contient 
aucun élément de J; supposons par exemple que ce soit la première colonne; en 
outre, on peut toujours supposer que la première ligne contient au moins un ék- 
ment de J. Faisons alors x,, = 1, x,, — 0 pour 2<h<n; l'équation detX =0 
devient det Y, —0, où Y est la matrice d'ordre n — 1 obtenue en supprimant 
dans X la première ligne et la première colonne, et Y, la matrice obtenue en donnant 
dans Y aux 2, les valeurs précédentes. D'après a), la matrice Y, ne peut contenir 
plus de (n—1)* — (2 —1) termes arbitraires, ce qui montre d'abord que la première 
ligne de X contient exactement un seul élément de J (cela s'applique naturellement 
à toutes les lignes de X, par un raisonnement analogue fait à partir d'une ligne quel- 
conque, en remarquant que si une ligne ne contenait aucun élément de J, une autre 
ligne en contiendrait deux au moins). Appliquons maintenant l'hypothèse de 
récurrence à ¥,. qui contient exactement (n—1)?—(n—1) termes arbitraires, 
dont les autres termes sont fonctions linéaires: on voit alors qu'il existe une matrice 
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inversible P, d'ordre n — 1 telle que les matrices Y,P, soient les matrices ayant 
leur première colonne nulle, ou que les matrices P,Y, soient les matrices ayant 
leur première ligne nulle. Examinons d’abord la première hypothèse, et soit P la 
matrice (6 2): il est clair que les éléments de YP, se déduisent chacun de l’élément 
Correspondant de Y,P, par addition d'une fonction linéaire des z,, (1<h<n). 
Par suite, dans X’=XP les éléments x, (1<h<n) et 2, (2<h<n, 
3 LELn) sont arbitraires; les x, (2£LhkLn) sont fonctions linéaires des 
Æ 21 (1 <h<n), enfin, parmi les n — 1 éléments x}, (2 <k <n), n — 2 sont arbi- 
traires, et le dernier, soit x’, est fonction linéaire de tous les éléments arbitraires 
de zx, Zip = L Vs Tue + À, Remarquons d’abord qu’on a nécessairement y,, = 0 
Ak 


Pour h > 2; sans quoi, dans X’, les éléments de la première ligne et les éléments 
d’une colonne au moins seraient tous arbitraires, ce qu’on a vu plus haut être im- 
Possible. En second lieu, montrons qu’on ne peut avoir r > 2; faisons en effet 
32 —=1,z,,— 0 dans X’ pour k + 2 et k + r, et soit À la valeur que prend alors 
4.  retranchant dans X’ la 2° colonne multipliée par À de la r-ème colonne, [4 
relation det X’ — 0 devient detZ — 0, où Z est une matrice d'ordre n — 1 dont 
LOres les éléments sont arbitraires, ce qui est absurde. On a donc r = 2; si on avait 
Ya. +0 pour uns > 2 dans l'expression de z/,, on en déduirait que dans la première 
ligme de X’ tous les éléments à l'exception de x;, sont arbitraires, ce qu’on vient 
© voir impossible. On a donc xj, = 71; x}, +6,,; d'autre part, toutes les lignes 
ns ZX” jouent alors le même rôle, donc, pour h> 2, on à yo = Vax Li + pe. 
.~ Sci posé, donnons aux 2,, où k > 3 la valeur 0 sauf pour 7, =18<k<n); 
vient la relation 2}; (72. Tes + Seg) — Toi (711 Zi, + 442) = 9 qui doit être une 
entité en zx‘, et x{,; faisant successivement x!, = 0 et xj, = 0, on voit que 
Ce n'est possible que Si dep = 6, = 0 et Ya = Yu (on observera que ce raisonne- 
ent est valable méme si K a seulement deux éléments). 

Le méme raisonnement peut étre fait pour tout couple de lignes et prouve que 
Tous les 0,2 sont nuls, tous les y,, égaux à un même élément u (indépendant des ~,,). 
‘Retranchant alors de la 2° colonne la première multipliée par # [ce qui revient à 
Taire sur X’ une transformation (1)], on obtient l'ensemble de toutes les matrices 
ayant leur seconde colonne nulle. | 

Si au contraire les matrices P,Y, étaient les matrices ayant leur première ligne 

nulle, les matrices X’ — PX auraient leur première colonne arbitraire ainsi que 
Leurs lignes d'indice >> 2, et nous avons vu plus haut que c’est impossible. 
Reste enfin à examiner le cas où K n'a que 2 éléments; le cas n = 2 est alors 
exceptionnel, car on a identiquement en x et y 
| x yti 
—= 0. 
ly 0 
Archiv der Mathematik, Bd.I, Heft 4. 20 
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Mais, si le th. 2 est vrai pour n = 3, il l’est aussi pour n > 3, la récurrence pouvant 
procéder comme ci-dessus, ainsi qu'on l’a remarqué. Tout revient donc à traiter 
le cas n = 3. On commence par éliminer comme ci-dessus le cas où toute ligne 
et toute colonne contiendrait exactement un élément de J; on peut donc se ramener 
soit au cas où J est formé des indices de la première colonne (4, 1) (1 <A<3), 
soit au cas où il est formé des indices (1, 2), (2, 1) et (3, 1): on voit en effet comme 
précédemment qu'il n'est pas possible que tous les éléments d’une ligne et d'une 
colonne de X soient arbitraires. Cette même remarque montre que, dans le premier 
cas, la fonction linéaire à laquelle est égale z,, est nécessairement de la forme 
Que Tia + Aus Tis +8, (1 <4 <3); en retranchant de la première colonne des 
multiples des deux autres, on peut donc supposer que z,, = f, soit indépendant 
des z,,; mais alors, en faisant z,3 = 2g, = 0, 2, = 1, la relation det X — O devient 


By Ter — 213 (92 Tas + Pa) = 0 
ce qui ne peut être une identité en 7,, et zx que 81 P1 = a, = 8, — 0 comme on 
le voit en faisant successivement x, — 0 et 2,,—1. De la même manière, on 
prouve que tous les a4, a, et B, sont nuls, d’où la proposition dans ce cas. 

Si on est dans le second cas, la même remarque montre d'abord qu’on a né- 
cessairement 21, = «2,, + Bz13 + y, et en retranchant de la deuxième colonne 
un multiple convenable de la troisième colonne, on peut toujours supposer que 8 = 0; 
alors, si a + 0, on se ramène aussitôt au premier cas. Supposons donc que z, =} 
soit indépendant des x,,; toujours d’après la même remarque, on doit avoir 
Lu = A Lis +b Leo + Tes +d og +e; Bi ON fait 2,5 = Le — 0, x, = 1, la re- 
lation det X =0 devient x, Z9s — y(b %,_ +d +e) — 0, qui ne peut pas être 
une identité en 2,, et z5 le second cas considéré est donc impossible, et la dé- 
monstration du th. 2 est achevée. 

Pour démontrer complètement le th. 1, il reste à considérer le cas où n — 2 
et K a deux éléments, où la vérification est immédiate. 

3. Nous allons déduire le résultat annoncé au n° 1 du théorème plus général 
suivant : 


Théorème 3. — Toute transformation semi-linéaire biunivoque de K"° en lui- 
même, qui laisse invariant X,, a nécessairement l'une des formes 

X > PX°Q | (3) 

X—P.'X°.Q (4) 

où P et Q sont deux matrices inversibles d'ordre n, et o un automorphisme du corps K. 

En effet, soit œ une application semi-linéaire de K™ sur lui-même, laissant in- 

variant ©. D’après le th. 2, m transforme un idéal maximal à gauche ou à droite 


de M, en un idéal maximal à gauche ou à droite; en outre, g transforme deux idéaux 
maximaux de même espèce en deux idéaux maximaux de même espèce, car l’inter- 
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section de deux idéaux 4 gauche maximaux distincts est un sous-espace vectoriel 
de dimension »3— 22, tandis que l'intersection d'un idéal à droite maximal et 
d’un idéal à gauche maximal est un sous-espace vectoriel de dimension (n — 1)8, 
En remplaçant au besoin y(X) par ‘p(X), on peut donc supposer que transforme 
les idéaux maximaux à gauche (resp. à droite) en idéaux maximaux à gauche (resp. 
à droite). Or ([1], p. 65—66) les idéaux maximaux à gauche correspondent biuni- 
voquement aux sous-espaces à une dimension (droites) de £ = K”; et si trois droites 
D, D’, D” sont dans un même plan (sous-espace à 2 dimensions), les idéaux maxi- 
maux correspondants ont une intersection de dimension n?— 2 n, et réciproque- 
ment. La donnée de w détermine donc une application biunivoque y, de l’espace 
projectif à n — 1 dimensions P(£) sur lui-même, qui transforme 3 points en ligne 
_ droite en 3 points en ligne droite. D'après le théorème fondamental de la géométrie 
projective ([2], p. 9), y, provient, par passage à l’espace projectif, d'une trans- 
formation semi-linéaire v de E si n > 3. De même, les idéaux maximaux à droite 
correspondent biunivoquement aux hyperplans (sous-espaces de dimension n — 1) 
de £, ou encore aux droites de l’espace E* dual de Æ; m détermine donc une seconde 
application y, de P(#) sur lui-même, provenant encore d’une transformation semi- 
linéaire u de Æ. Soient o et + les automorphismes de X auxquels correspondent w 
et v, et solent A et B les matrices de u et » respectivement; il résulte alors de la 
définition de « et v que la transformation semi-linéaire 
| X—+A-Hp(X)Y B° =p(X) 

laisse invariant tout idéal maximal (à gauche ou à droite) de M,, et par suite aussi 
tout idéal, puisqu’un idéal est toujours intersection d’idéaux maximaux dans HM,. 
En particulier, l’ensemble des matrices AZ, intersection d'un idéal minimal à 
droite et d’un idéal minimal à gauche, est transformé en lui-même par 9’, d'où 
gy (4£,;) = 4,2, pour tout couple (¢, 7). Mais pour j + k, l'ensemble des matrices 
A(E,, + E;;) est aussi intersection d'un idéal minimal à droite et d’un idéal minimal 
© à gauche; le même raisonnement montre donc que 4 = Ba, et on prouve de même 
que y; — u,; pour À + 4, si bien que finalement, tous les u;; sont égaux à un même 
élément u € K, et on a g'(X) = u X° pour tout X € M,, o étant l’automorphisme 
de K qui correspond à l'application semi-linéaire 9’. 

Le théorème 3 est ainsi complètement démontré pour n > 3. Pour n — 2, 

il est démontré dans [2], p. 19—20, et par suite il est vrai dans tous les cas. 
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Uber eine Dysonsche Verschärfung des 
S1EGEL-THueschen Satzes 


Von THEODOR SCHNEIDER in Gottingen 





C. L. SiEGEL 1) zeigte das unter dem Namen Srece.-Tuuescher Satz bereits m | 
die Lehrbuchliteratur eingegangene Ergebnis iiber die Approximation algebraischer 
Zahlen durch rationale: 


Ist & eine algebraische Zahl vom Grade n = 2, 80 hat die Ungleichung 


Eo <q" (1) 


fiir 


hôchstens endlich viele Lésungen tn ganzen rationalen Zahlen p, q. 


Dieser Satz wurde kürzlich von F. J. Dyson*) in der Weise verschärft, da 
gezeigt wurde, daB (1) bereits fiir | 
uw >]2n (3) 


hochstens eine endliche Anzahl von Lüsungen besitzt. 


Ich mochte zu dieser Verschärfung eine von dem: Dysonschen Beweis abweï 
chesde egnindung geben, die sich an den Beweisgang der obengenannten StEcEL- 
schen Arbeit anlehnt und durch Spezialisierung und geringfügige Anderungen aus 
den Cherlegungen meiner Arbeit’) über die Approximation algebraischer Zahlen 
hervorgeht und die mir besonders durchsichtig erscheint. Die Arbeit *) werde kiinftig 
mit 7) bezeichnet- 

Bei dieser Gelegenheit will ich auf eine andere mégliche Verschärfung der bisher 
verôffentlichten Ergebnisse zur Approximation algebraischer Zahlen durch rationale 
hinweisen. 


1) COL. NILGEL, Approximation algcbraischer Zahlen, Math. Z. 16, 173—213 (1921). 

2) F. J. Dysox, The approximation to algebraic numbers by rationals, Acta Math. 79, 
225— 240 (1947). 

3) Tu. Scravempen. Cher die Approximation algebraischer Zablen, Journ. f. d. reine vu. ang. 
Math. 173. 1S2—102 (1036). 
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Es ist bekannt*), daB (1) für ~ > 2 entweder endlich viele Lüsungen in ganz- 
rationalen 7, q hat oder, falls (1) die unendlich vielen Lésungen 


i gf) > 0, gt) > g, i = 1,2, 3,... 
besitzt, mu8 | 
— log g@+1) _ 

im eg) — © ° 





Vein. 
Man kann nun durch analoge Schlüsse zu*) einsehen, daB (1) mit » = 6 für 


3 9 ~ 3 n 
. > Sn = 3 V2 
~ entweder endlich viele Lisungen besitzt oder unendlich viele Lôsungen vorliegen, 
.. wobei aber (3) durch die schärfere Behauptung 


‘ — log log g/+) 13 
(4) 
log log qt) 12 


ersetzt werden kann. H ist dabei nicht die beste Schranke. Ist & ganzzahlig > 2, 
so 148t sich für p >k Vel ; und n = k! an Stelle der Aussage (4) die Ungleichung 


-— log log g+1) 
log log q > e(k) 
mit einer geeigneten Schrankenfunktion c(k) > 1 setzen. Es ist für numerisches & 
nicht schwierig, Werte für c(k) anzugeben. Auf Ausfiihrung der Beweise dieser 
Behauptungen will ich hier verzichten, ich môchte aber noch einmal darauf hinweisen, 
da8 sich die obigen Aussagen in Analogie zu*) unschwer bestätigen lassen. 

Da auch der vorzutragende Beweis des Dysonschen Satzes in vielen wesent- 
lichen’ Punkten analog zu *) verläuft, môchte ich mir gestatten, auf diese Arbeit 
verweisen zu diirfen und hier nur auf diejenigen Stellen genauer einzugehen, die 
sich von den Ausfiihrungen in *) unterscheiden. Die Bezeichnungen sind weit- 
gehend in Ubereinstimmung mit *) gewählt. 

Hilfssatz 1. 1,, r, seien natürliche Zahlen, t,, t, ganze Zahlen und n > 1. Dann 
wird behauptet: Die Anzahl A der Gitterpunkte (t,, t,) mit 

















A 1 Ts 2 
it fi Beene ©) 
ist Kleiner ale (r, +1) (tg +1)-, =, wenn 
n(i+',) 
Min (71,72) > Yo 1 (6) 


tat und die natiirliche Zahl y, nur von n abhängt. 
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Beweis. Man schatzt die Anzahl der Gitterpunkte leicht durch 
Ac 4/2 ay te) +1 
tty) ris) 
ab. Nun rechne man nach, daB für Min (r,,1r,) > 18" 7 = y, 7 daraus die Be 


hauptung A <(r, +1) (ry +1) lis rm folgt. 
7 






Hilfssatz 2. Set & eine reelle algebraische Zahl vom Grade n > 2. Nem 
Max (r,, 72) = 1; 71,7, und n môgen die gleichen Bedeutungen wie in Hilfssat ! 
haben. Es gibt dann ein nicht identisch verschwindendes Polynom R(z,, z_) mit ganz- 
rationalen Koeffizienten und vom Grade r, (x = 1,2) in z, so, daB 
1. die Werte 


aaa. =0 (7 


4 Os, "1 ds, *s 8, = 5,5 
sind, falls für t,,t, die Bedingungen (5) erfüllt sind, 
2. die Ungleichung 
On + Os R(z,, Ze) 


magass| <7 A + lad" + al)" (8) 


gilt, wobei die ganzrationalen Zahlen 0, = 0 (x = 1, 2) sind. Die natürliche Zahl y, 
sowie die im Folgenden auftretenden natürlichen Zahlen yz, ys,... môgen nur vont 
Beweis. Die zunächst als Unbestimmte aufgefaBten Koeffizienten C,(@ = 1,..., 
(r, +1) (rg +1)) müssen nach (7) linearen homogenen Gleichungen, deren Anzahl 


nach Hilfssatz 1 kleiner ist als (r, +1) (r: +1) i ry genügen. Die Koeffi- 

n{1 + 27 
zienten dieser linearen Gleichungen sind algebraische Zahlen eines durch & be- 
stimmten Korpers n-ten Grades. £ werde durch Multiplikation mit y, ganzalgebraisch. 
Dann hat das mit y,”*” multiplizierte Gleichungssystem ganzalgebraische Koeffi- 
zienten, die absolut genommen samt ihrer Konjugierten kleiner als y,” sind. Jede 
Gleichung zerfallt in n lineare homogene Gleichungen mit ganzrationalen 
Koeffizienten, die abgolut genommen kleiner als y,” sind. Die Gesamtzahl der 
Bedingungen dieses Gleichungssystems mit ganzrationalen Koeffizienten ist dann 
(rt 1)(re +1) — und die Anzahl der Unbestimmten ist (r, + 1) (r, +1). 


2y 


Mittels des Schubfachschlusses erkennt man, daB dieses Gleichungssystem in 
nicht simtlich verschwindenden ganzrationalen Zahlen C, lésbar ist, wobei die 
Abschätzung 





gilt. Daraus folgt sofort die Behauptung (8). 


Über eine Dysonsche Verschärfung des S1EGEL-Tuueschen Satzes 291 


Hilfssatz 3. Seien Pis Par Aus Le ganzrational mit q, > 0, (p,,¢,) = 1, (« = 1, 2). 
R(z,, 23) bezeichne das in Hilfssatz 2 bestimmte Polynom. Ist dann mit0<éd6<1 


log 9, > Yen rte (x = 1,2), (10) 
ao gibt es zwei Zahlen 0, 0, mit | 
0<e,567,+7,,050, S67, (11) 
dap 
Ont ee RG 2) Pi Pa 
EE Q FA Os /,-* = — Re (? ’ 2 + 0 (12) 


Beweis. Wie beim Beweis von Hilfssatz 3 in *) verfahre man auch hier. Man 
gehe von | 


Rem) = De 8, 4) 


aus. Die linear unabhängigen Polynome unter den S,,(z,) seien mit U,(z,)(@=0,..., t 
O =t<r,) bezeichnet. Dann ist 


- S , (2s) =n U,(2) (vy =0,...,%)- 


Die b,, sind rational, Zähler und Hauptnenner nach (9) absolut genommen kleiner als 
| EU) yg? < yg | 
und mit der Bezeichnung 


9s(%) = > Poe Z; 


ast 
# 
R(%, %) = U . 
(as) = Yigal) Us) 
Dabei sind die Polynome g,(z,) voneinander linear unabhängig und die Wronsi- 
sche Determinante 


A() = ies ee 


Seien die Unterdeterminanten der Elemente der ersten Spalte : von A(z,) mit 4,(,) 
bezeichnet, so folgt 


+ 0 («=0,...,¢; B—0,...,t). 





YA) Fe = Ae): Te). (13) 


Zähler und Hauptnenner 7 der rationalen Zahlkoeffizienten von A(z,) sind absolut 
genommen kleiner als y,”""". Die gleiche Abschätzung gilt für die ganzrationalen 
Koeffizienten von H - A(z,) mit einem y, statt y.. 
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Wiirde H - A(z,) und dessen sämtliche Ableitungen bis zur o,-ten Ordnung mi 
= [0 r,] fir z, = * verschwinden, dann miiBte der Quotient 7 


rationale Koeffizienten haben, insbesondere müBte der ganzzahlige Koeffizient ds 
Gliedes mit dem hôchsten Exponenten von H A(z,) durch q¢,%*? teilbar sein, aw 
miiBte dieser absolut genommen grôBer sein als g,**1, d. h. 


yr > gt >¢,*" 
oder 
3 
log Gi < ÿ Fe ; 
was wegen (10) mit y, > y, unmüglich ist. 

U, (22) hat ganzrationale Koeffizienten, die nach (9) absolut genommen kleiner 
als y,” sind. Verschwände U,(z) mit sämtlichen Ableitungen bis zur o,-ten Ord- 
nung mit o, = [0 ra] für z3 = ie so miiSte der Koeffizient des héchsten Gliedes 

2 
von U,(z,) absolut genommen grôBer sein als g,**', also es ware 
Vs > 97) > gy” 
oder 


r 
log ga < Y10 bn 


das ist aber wegen (10) und r, = 1 mit y, > 74, ebenfalls unmôüglich. 
Es kénnen nach (13) also nicht sämtliche Zahlenwerte 


sein, wenn 0 <9, So, +t < [67,) +7, < Or, +172; 0 < 0, = (0 ra] <= Gr, ist. 
Beweis des pehaupteten Satzes. Angenommen (1) habe mit (2) unendlich 
viele Lüsungen À g 80 selen - 4, Pt und 7 zwei derselben, über deren Bestimmung noch 
einiges zu sagen ist. Man setze zunächst T1 los Ju 9g in Beziehung zueinander durch 
die Forderung 
n= oe Al (14) 
Sei ferner g, < g,, dann folgt r, <r, =r und Min(r,,rs) =rs Die Bedingungen 
(10) lauten nun 
a 2 
log gy > 5 | (15) 
und 
log ge > 


76017 
Ô L] 
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Die letzte Ungleichung folgt dann wegen (14) aus (15). Die Ungleichung (2) läBt 
sich in der Form y = Yan +e mit «> 0 schreiben. Setze 


1 
a Te (16) 
und bestimme 
d= ia" 
Ferner soll r, neben (6) die Bedingung 
. sigan ay 
erfüllen. Dann ist nach (11) 
Ox S gar, (x= 1,2). (18) 


Nach (12) ist die rationale Zahl 


Rao (pr 2) #0 


für geeignete 01, 0,, die (18) genügen. Da die Koeffizienten von R(2,2;) ganz- 
rational sind, muB die ganze rationale Zahl 


ng) Pi Pa 
aa gt | Bowes (So at) | = 2 as) 





sein. 


+ 
Nach (6) und (7) kommen in der Entwicklung von Gn * 0 Rey 2a) 


Oz O20 
von (2 — €), (2 — €) keine Glieder (2, — )* (2 — £)* vor, fiir deren Exponenten 


die Abschätzung 
m4 2a 
sens gts 


gilt, und diese Ungleichung kann wegen (16) und (18) durch 





nach Potenzen 








ersetzt werden. Daher ist in der genannten Entwicklung von ta 
jedem Gliede ein Faktor 
Pas 4) = — 8)" (a — 8" 
abspaltbar mit 
hike (20) 


nots 
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und nach Ungleichung (1) ergibt sich 


| in — 
: oe , *) ! <q," qo". (1 
Aus (14) folgt 
al Fe 
PT <4 =%".- 
Ersetzt man hierdurch gq, in der rechten Seite von (21) durch g,, so erhAlt man unter 
Beachtung von (20) 


| o(? , *) < qe ( + i) < gs . (23), 


Nach (8) und (22) schlie8t man unter Beriicksichtigung von (14) 





Ds ! 


P; Ps Td Fr," Pre u(r. 1) B 
Qi! ag! Ron (oa) <Y1 Yu BE < 


(ler) B—(u B—2 
<2 \ ! qa" TUE Em, 


(23) 


Man überzeuge sich, daB mit € < V3 fiir # B die Ungleichung 


€ 


16V2n 
erfüllt ist. Damit läBt sich die rechte Seite von (23) durch 


1>uB—2> 


F 


r lion _ ts 
sas ( € +1) Ge. 16Ÿ2» . 
abschätzen. Für r, gelte nun neben (6) 


3.32. 2n 
: a 


To > £ 


(24) 
dann folgt | 
Cri 


Ge. when Ge 321 


und die rechte Seite von (23) ist im Widerspruch zu (19) kleiner als 1, wenn 


( F2n E 
5. +1) F1 108 ¥12— soy'ag a 08% <9, 
und das ist unter Beachtung von (14) erfüllt, wenn 


32-20 (12 


€ € 


+ 1 | log yis < log g (25) 
ist. 
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Man wäble nun r, als kleinste ganze Zahl, die (6) und (24) befriedigt, dann q, 
ds kleinsten Nenner der Lisungen von:(1) mit (2), die im Einklang mit (15) und (25) 
tehen. Fixiere schlieBlich g, als kleinsten Nenner der Lisungen von (1) mit (2), 
tir den 

| 392n,. 

log Ga = — log (26) 
ilt, so ist nach (14) auch r, eindeutig festgelegt und aus (14) und (26) folgt, daB 
uch (17) seine Gültigkeit hat. Aus dem mit diesen GréBen 1,, ra, 21, Pas Qu da be- 
üglich FR, ., (2 , a) konstruierten Widerspruch folgt der behauptete Satz. 

1 2 


(Eingegangen am 8. 6. 1948) 


Die Grundzige einer mathematischen Theorie 
elektromagnetischer Schwingungen 


Von CLaus MULLER in Bonn 


Ausgehend von den MAxweLLschen Gleichungen für zeitlich periodisch veränder- 
liche Felder, die nach Einführung eines geeigneten MaBsystems die Gestalt 


Vx O+ttwacE=j; Vx E—ionp§=—j' (1) 
annehmen, wurde eine Theorie der Lüsung dieses Gleichungssystems für räumlich 
veränderliche ¢, # entwickelt+). In der physikalischen Literatur ist dieser Fragen- 
kreis unter der Bezeichnung ,,Allgemeines Beugungsproblem“ bekannt. Das Ziel 
der Arbeit ist die Durchführung der Existenz- und Eindeutigkeitsbeweise. 

Es ist bemerkenswert, daB die konsequente mathematische Begründung der 
Theorie nur unter solchen Voraussetzungen môglich ist, die durch die physikalische 


Bedeutung der Skalare w, e und u, der sogenannten ,,Konstanten‘ der MaxweELL- 
schen Gleichungen, gefordert werden. Diese sind 


Jm(w) >0 oder Jm(w)=0, Re(w)>0 (2) 
und 


| ° fo! 
=f +2 ; = bo + (3) 


@w 


mit den reellen GréBen €, > 0, u, > 0 undo =0, o’ >0. Es ist o’ eine aus 
Symmetriegriinden zugelassene fiktive magnetische Leitfahigkeit. Die Forderung (2) 
besagt, daB nur zeitlich anklingende bzw. periodisch veränderliche Felder unter- 
sucht werden. Die in Verbindung mit der Schwingungsgleichung wichtige GriBe 


k= Vue (4) 
wird so normiert, daB entweder ! 
Jm(k)>0O oder Jm(k)=0, Re(k)>0 (5) 


1) Eine ausführliche Darstellung erscheint demnachst, CL. MOtteER: Mathematische Theo- 
rie elektromagnetischer Schwingungen, Mathematische Forschungshefte, Wolfenbütteler Verlag 
anstalt. 
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jst. Die Verdnderlichkeit der e und » wird auf folgende vier charakteristische Falle 
beschränkt: 

Es sind die stetig differenzierbaren Strôme j und j’ so vorgegeben, daB beide 

nur in einem endlichen Raumteil von Null verschieden sind. 

1. Es ist im ganzen Raum e = const. und y = const. 

2. Es ist im AuBeren eines regulären Bereiches grad e — 0 und grad u = 0, 
wahrend « und y im ganzen Raum stetig differenzierbar sind?). 

3. Es ist im AuSeren eines regulären Bereiches s = €, = const. und n= y, = 
— const. Im Inneren dagegen & =e, —"'const. und uw = y; = const. Hier 
fordert die Maxwetsche Theorie, daB die Tangentialkomponenten von & 

- und § sich auf der Randfläche des regulären Bereiches stetig aneinander- 
schlieBen. . 

4. Es ist im AuBeren eines regulären Bereiches « = €, = const. und u = y, = 
== const. Im Inneren ist e = oo, u =, = const. Die MaxweLLsche Theorie 
fordert das Verschwinden der Tangentialkomponenten von € auf der Rand- 
fläche des regularen Bereiches. 

Diese vier Fille stellen jeweils eine charakteristische Schwierigkeit der Lüsung 

von (1) dar. Aus ihnen lassen sich alle praktisch vorkommenden Fille herleiten. 


I. Homogene Medien (Fall 1) 


Für stetig differenzierbare j und j’ ist bei konstantem e und y die Lésung von (1) 
schon bekannt*). Sie lautet mit den Definitionsgleichungen für die Ladungen 


Vittoe= Vi +iwp =—0 


E(2,y2)= f lioni-p—i xve+tevelav +2 ae ] GNVear 

1. 6 

O(a y= 7. / liwei-e+ixVe +1e'vel av tae oz | Veer 
v F 


wobei V der endliche Raumteil ist, in dem j und j’ von Null verschieden sind, und 
n die Flächennormale auf der Randflache F von V ist. Es stellt » eine Fundamental- 
1ôsung der Gleichung 

Ag +B p=0; p=pth r=VG@—Si ++ (7 


e*r e 


dar, die für r -> 0 wie -- singular wird; z. B. --—,---— usw. Die Eindeutigkeit 


der Lüsung von (1) wird i in Analogie zu den SOMMERFELD schen Betrachtungen tiber 
die Schwingungsgleichung durch sogenannte Ausstrahlungsbedingungen erzwungen. 


3) Vgl. O. D. Kettoce, Foundation of Potential Theory, Berlin 1929, S. 112, 113. 
3) STRATTON and Cuu, Phys. Rev. 99, 56 (1939). Dort auch Ang..be älterer Literatur. 
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skr 
Sie besagen, daB stets » = *— zu wählen ist und fiihren auf die asymptotische 
Gesetze 
R-€ und R : bleiben endlich für R — o 
lim R(w e(n Xx ©) —k H) =0 


R—5% 


in R(m p(n x 9) +kE) = 0. 


Dabei ist R der Abstand von einem beliebigen, aber fest gewählten endlicha 
Punkt P, und n die ins AuBere weisende Flächennormale auf der Kugel vom Re 
dius À um P. Diese asymptotischen Gesetze reichen aus, um die Eindeutigkeit dr 
Jüsung von (1) zu erzwingen. Der Beweis benutzt den Poynrincschen Sats und 
einen Satz von F, ReLcicut). 

Durch Anwendung eines Analogons zur GREENschen Formel i in Vektorform rege 
STRATTON und Cuvu, daB sich jede Lüsung von (1) — bei konstantem e¢ und p— 
in einem regulären Gebiet G, das von F berandet ist, durch 


Gen)=,), [ lioni-p—ixve++eve|ar— 
G 
g 
— à, [Boum x ee +c x €) x Ve +(En)Vy]dF 
é 


und 
{)(z, y,z) = mal lime i’. P+ixVeP +Le voler + 
(9) 
+ al [iw e(n x G+ p—(n x 6) x Vp— (6 V9] dF 


darstellen l46t. Definiert man 
jp=—nx und j, =nxE 
Vir = —Ee(E n) Vir = — #( 0) (10) 


ala l'iichonstrôme, so findet man 

i,ntz 1: Jedes Feld ©, $, das im Inneren eines reguldren Gebietes G mit der Ober- 
fluche K lei konstantem e und y den Gleichungen (1) gentigt, kann im Inneren von G 
duuryratelll werden durch die Volumenstréme j und j' und die Oberflachenstrome j ,-= — 1x ÿ 
unl j, -wA auf F. Das von diesen Strémen dargestellte Feld verschwinde im 
Aufisren von G identisch. 

Jou; letzte Aussage ist eine Folge der Sprungrelation für Flachenstréme’). 


1, & Messin, Jahresber. D. M. V. 58, 67 (1943). 
“ sation und CHU, L c. 





2 ~ . 


B-@&- ." 
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II. Inhomogene Medien 
Stetig differenzierbare ¢ und y (Fall 2). 
Mit den Konstanten «,, #, des AuBenraumes wird das einfallende Feld 


Sex | [Fo mei 9—i xXVe+ ,-eVe] al + *_ firn)vear 





DE 
(11) 
DS. — ax | [Fo al P+iXVy + e'Vo| a7 Ha oa (j' n) Vp dF 


| . kar 
eebildet, wobel o = = - und k= Vote, y, ist. 


_ Die Lésung der MaxwerLschen Gleichungen im inhomogenen Medium erfordert 
die Bestimmung zweier Felder €,, , auBerhalb @ (reflektiertes Feld) und G,, 9, 
IR @ (gebrochenes Feld). Die Lüsung von (1) wird dann auBerhalb G: €, +€,, 
Ou + 9, und innerhalb G: &,, §,. 


Für €,, 6, müssen in G die Gleichungen 
VX 9; +102,6,=1; Vx 6 —tou,§,=—j (12) 
€elten’). Das lä8t sich schreiben 
VX O; +80 6, €, =j +i o(e,—e)€,= QJ 
Vx €—ton,9,=—j' —to(u,—p)o,=— yy. 


Setze wir in (6) $ und %’ an Stelle von j bzw. j’ ein, so erhalten wir nach einigen 
xm formungen für ©; und 9, die Integralgleichungen 


(13) 


1 5 a 
Fs =O — 75 | pa, everday — 


_ x | [at u,(e,—c) Œ,-p +io(u,— pu) 9,X Vo — F (Ve) Vp) av 


Ge — 6,—ze | He o'-Vear — (14) 


— iz | [at E (Us — H;) 9;° p—io(e, — é,) GE, x Ve (0.7m) Ve| dv. 


Aur 


w dieses Integralgleichungssystem ist die FrEDHOLM-HILBERTsche Theorie an- 


SIN dbar. Die Existenz der Lisung ist also nachgewiesen, sobald gezeigt wurde, 
~ keine Eigonlüsungen von (14) existieren. Dieser Beweis wird, wie im Falle 
e *) Zum Unterschied zwischen den Konstanten e,, x, auBerhalb G, setzen wir innerhalb @ 
Es B= Hs: 
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des homogenen Mediums, mit Hilfe der Ausstrahlungsbedingungen über den Pow 
TINGschen Satz gefiihrt. 


Sprunghafte Anderung von ¢ und y (Fall 3). 

Durch mehrfache Anwendung von Satz1 erhält man im inhomogenen Fal 

Satz 2: Das reflektierte Feld ©,,5, und das gebrochene Feld ©;, Q; werden dud 
die in der Grenzfläche F der beiden Medien ,,flieBenden“ Stréme 

,=—nx$,:; 1 =nx &, Gi 
erzeugt, wobet ©,, $, das einfallende Feld im Medium der Konstanten e, und y, do 
stellt und n die auf F ins AuBere von G weisende Flächennormale ist. 

Da nach Vorgabe von j und j’ das Feld €,, , bekannt ist, wurde die Lisuy 
des Beugungsproblems damit auf die Bestimmung der von Grenzflachenstrima | 
{Strôme an der Grenze zweier Medien) erzeugten Felder zurückgeführt. 

Es gelten die Sprungrelationen 

n x(E,—E) =—j,; nxX(9,.—D) =L> (1) 
wobei ©,, 5, und &,, §, als Grenzwerte bei Annäherung an F von innen bzv. aia 
zu verstehen sind. Setzen wir nun 

nx 9§,=—I3 nx €,=j', (9) 
so ist auf Grund von Satz 1, solange der Aufpunkt im AuBeren von G Hegt, 


vien x Ve.1dF tiwag | PVR 


4a w 


=. [went pi +i x Veler iron | 6 V)Vy:dF 


hr 


mit g, = - - - und k; =] lo? e, u,. Die Umwandlung der Integrale rechter Had 
durch Einführung der Flächenladung, vgl. (10), wurde hier unterlassen. Es blebt 


(18) bestehen, wenn sich der Aufpunkt (x) auf der auBeren Flächennormale det | 
Randfläche F nähert. Ist n(x) die Normale im Punkte (x)°}, so ist demnach 


_ ivf É w (u(x) X j)g,— n(x) x j' X Vy, + ne) x GV) Ve, a 
P ag 
Jer. 





— ix i © €,(u(xz) X I’) g, + (xz) X 1X Ve, + 
Fa 


Durch das Symbol F, soll dabei angedeutet werden, daB die Integrale als Grent 


werte zu verstehen sind, die bei der Annäherung des Aufpunktes an den Rand ai 
der äubere n Flächennormalen erhalten werden. Es ist nach (16) und (17) 


Es “steht (x) als Abkurzung für (2, 9, =). 





mo Vu we —- 
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nx 9,=i.—i; ux @=j'—j.. (20) 
Werden durch F, die Grenzwerte der Integrale bei Annaherung auf der inneren 
Flachennormalen bezeichnet, so ergibt sich nach Satz 1, daB 

0 =—j,+ 

+3, | [out xi) 9. m2) xX ve, + 10) x GV)V9.] dF 
=i + (21) 
+.) af [i o> ex((2) xj’) pe +2) XIX VO. +), ma) x Ci V)Vp.| dF 


ist. Die nähere Diskussion zeigt, daB die Grenzwerte existieren, wenn j und j’ auf F 
stetig differenzierbar sind, und ihre ersten Ableitungen in jedem Punkte von F 
einer Hozner-Bedingung genügen®). Wird die erste Gleichung von (19) mit €, 
und die erste Gleichung von (21) mit e, multipliziert, so liefert die Differenz beider 
Gleichungen nach regen Grenzübergängen die Integralgleichung 


9 


op ~ E, ef mA OP _ ge, fe 
I~ te, LT, Le taf Fer D (ep — eo.) +i'(e op me ) an 


a on Î G NV; — Ma p)— {un X (VV — pl dF, 2 


Wobei n stets als Funktion der Aufpunktskoordinaten (x) aufzufassen ist. Für j 
erhält man durch Multiplikation der zweiten Gleichungen von (19) und (21) mit 
4; bzw. u, und ne Subtraktion 


2H , I Ve 
Pen te L— Hy + Ha or [[ooxine Pi— Ha Pa) — i(u — 7 Fa om) | a 


(23) 


tne 2 ‘£a | ( n)V(U; pi — Ha Po) — in x (j PV —p.)| GF . 


Die Gleichungen (22) und (23) bilden ein System von Integralgleichungen, auf das 


ie FrepHoLM-Hirpertsche Theorie anwendbar ist, da kein Bestandtcil der Kern- 


matrix stärker als } singular wird. 


Aus der wiederum mit Hilfe der Ausstrahlungsbedingungen bewiesenen Ein- 
Geutigkeit der Lüsung ergibt sich, daB keine Eigenlésung des Integralgleichungs- 
systems (22), (23) existiert. Daraus folgt die Existenz einer eindeutigen Lüsung, 
von der gezeigt werden kann, daB sie für analytische Randflachen F stetig diffe- 


8) O. D. Kettoce, (I. c.), S. 160 ff. 
Archiv der Mathematik, Bd.I, Heft 4. 21 
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renzierbar ist, und ihre ersten Ableitungen noch gleichmäBig einer HOtpER-Be- 
dingung geniigen. Durch weitere Überlegungen ergibt sich, da8 die durch Lüsung 
von (22) und (23) gefundenen j und j’ auch die Gleichungen (19) und (21) befriedigen. 
Es ist damit die Bestimmung der von Grenzflachenstrémen erzeugten Felder auf 
die Lüsung des Systems (22), (23) zurückgeführt, wobei sich die Existenz der Lisung 
aus den FREDHOLM-HiLBERTschen Sätzen ergibt. 

€, — 00 (Fall 4). 

Es 148t sich der Grenzübergang €, — co nicht in einfacher Weise in den Integral- 
gleichungen (22), (23) durchfiihren, so da8 es fiir diesen auch praktisch sehr wich- 
tigen Fall giinstiger ist, eine neue Lüsungsmethode zu benutzen. 

Sind n x ©, die Tangentialkomponenten des einfallenden Feldes auf F, so lä8t 
sich das reflektierte Feld durch magnetische Flichenstréme j’ darstellen, die die 
Integralgleichung | 


nx €=—ti—¢ | (i 2% +(mi)ve)ar (24) 


lésen. Hier ist n eine Funktion der Koordinaten des Aufpunktes. Die Frage nach 
den Eigenlésungen von (24) fiihrt in diesem Falle auf das Problem der Eigenschwin- 
gungen des von F berandeten GebietesG*). Jede Lüsung j’ von 

om — ata [te + ivelar (25) 
fiihrt nämlich zu einer magnetischen Eigenschwingung von G, wobei sich j’ = n x &, 
durch die Tangentialkomponenten des elektrischen Vektors einer magnetischen 
Eigenschwingung ausdriicken la8t. Die Eigenlüsung j, des transponierten Kernes 
(n wird eine Funktion der Koordinaten des Quellpunktes, und Vp geht in —V7 9 
über) lassen sich ebenfalls durch die Tangentialkomponenten des elektrischen Ve=\- 
tors einer magnetischen Eigenschwingung darstellen. Es ist dann j,=@,. Für - d® 
Existenz der Lüsung von (24) ist notwendig und hinreichend, da8 


Jin x €) G dr =0 a 


ist. Diese Bedingung ist stets erfüllt, solange das Feld €,, $, durch Stréme erze ===u8 
wird, die ganz im AuBeren von G liegen. 

AbschlicBend sei bemerkt, da8 die Ergebnisse nicht mehr gelten, wenn die 
Bedingung (2) fallengelassen wird. 


(Eingegangen am 24. 12. 1947) 


—, —_—— —— 


*) L. DE  BROGLIE, Problèmes de Propagations Guidées des Ondes Electromagnétiques, Paris 
1911, S. 42ff. 


Anwendung moderner mathematischer Methoden 
auf Probleme des optischen Rechnens!) 


Von Hetmut Wacner, Optische Werke M. Hensoldt & Sühne, Wetzlar 


Es ist wenig befriedigend, da8 eines der wichtigsten Probleme der praktischen 
Optik, nämlich das Problem der Feinkorrektion eines optischen Systems von zen- 
trierten brechenden Kugelflächen, letzten Endes nur durch Probieren gelist wird, 
das allerdings durch langjährige Erfahrung wesentlich unterstützt werden kann. 
Die Anwendung anderer Methoden scheint daran zu scheitern, daB die Funktionen, 
die den Strahlenverlauf im Bildraum eines optischen Systems beschreiben, von 
allzu vielen Veränderlichen abhängen, und daB diese Veränderlichen in mehr oder 
weniger vielfacher Einschachtelung ziemlich uniibersichtlich in die Funktionen 
eingehen. 

Um die Problemstellung und diese Sachlage noch etwas deutlicher zu schildern, 
führe ich hier eine halbe Seite aus dem Buch von M. Berek über die ,,Grundlagen 
der praktischen Optik?) wértlich an. BEREK schreibt auf Seite 37, nachdem er eine 
graphische Darstellung des Korrektionszustandes besprochen hat: 

,,Jede solche Darstellung der resultierenden Aberrationen gibt noch keinen Ein- 
blick in die Wirkung der einzelnen Elemente des Systems. Man weiB weder, wo die 
einzelnen Aberrationen zustande kommen, noch wo der Hebel angesetzt werden 
.muB, um etwa das System zu vervollkommnen; man kann hôchstens probieren, 
indem man ein Konstruktionselement (Kriimmungsradius, Abstand, Glasart) andert 
und mittels nochmaliger trigonometrischer Durchrechnung die eingetretenen Ver- 
. Anderungen im Korrektionszustand untersucht. Man wird dann finden, da8 manche 
Abweichungen sich gebessert haben, andere dafiir gréBer geworden sind. Dieses 
, trigonometrische Tatonnement“ ist in der Praxis der Berechnung optischer Sy- 
steme sehr verbreitet. Wenn auch hierbei eine oft jahrzehntelange Erfahrung des 
einzelnen unterstiitzend mitwirkt, so ist dieses Verfahren doch sehr miihevoll, 
langweilig und wenig befriedigend. Es mu8 immer das Ziel sein, von solchen Er- 
fahrungen môglichst unabhängig zu werden und solche Methoden zu bevorzugen, 
die aus der Art der Methode heraus cinen weitreichenden Einblick in die spezifische 
Wirkung der Elemente vermitteln. Es ist selbstverständlich, daB eine solche Arbeits- 
weise, auch wissenschaftlich betrachtet, befriedigender und interessanter ist.“ 


| 2) Erweiterte Fassung eines Vortrags auf der Tagung der Deutschen Mathematiker-Vereinigung 
in Tübingen am 1. 10. 1948. 
2) Verlag Walter de Gruyter & Co.. Berlin u. Leipzig, 1930. 
21* 
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Berek behandelt dann, um dieses Ziel fiir die Vorkorrektion zu erreichen, die 
weiter ausgcbildeten Methoden der SE1petschen Theorie. Diese bereits 1853—185% 
von J.. Serpe begriindete Theorie entwickelt alle Funktionen in Potenzreihen, 
heriicksichtigt aber immer nur die (lieder bis zur dritten Ordnung einschiieBlich. 
Auf diese Weise gewinnt man Näherungsformeln, die die Bildfehler bei nicht m 
groBen Offnungs- und Bildwinkeln recht gut darstellen. Eine Vorrechnung al 
Grund der Sempecschen Theorie kann also in vielen Fallen die ungefähren hon- 
struktionselemente eines optischen Systems schon mit guter Annäherung liefern. 
Die Feinkorrektion wird aber meistens wieder in der Weise gelist, daB man einige 
passend ausgewahlte Strahlen trigonometrisch durchrechnet und so lange an den 
Konstruktionselementen kleine Anderungen anbringt, bis man einen gewiinschten 


— 


Korrektionszustand erreicht hat. Und hierbei setzt dann wieder das Herumtasten | 


bzw. die jahrelange Erfahrung cin. Bei Svstemen mit sehr groBem Offnungswinkel 
(z. B. bei starken Mikroskopobjektiven) und bei Systemen mit sehr groBem Bild- 
winkel (Weitwinkelobjektiven) niitzt auch eine V Vorrechnung mit SEIDELScher 
Theorie nicht mehr viel. 


Ich will hier jedoch nicht weiter auf die klassischen Methoden der SEIpEt- 
schen Theorie eingchen, sondern die Grundgedanken eines ganz anderen Verfahrens 
mitteilen, zu dessen Ausarbeitung mich die praktische Arbeit in der wissenschaît- 
lichen Abteilung der Hensoldt-Werke angeregt hat. Ich glaube, daB dieses Ver- 
fahren, obwohl es sich eng an die trigonometrische Durchrechnung anlehnt, doch 
ebenso wie die Semetsche Theorie die Wünsche von BEREK erfiillt. Die Ergebnisce. 
die im Gegensatz zur Semnetschen Theorie für beliebig groBe Offnungswinkel und 
für beliebig groBe Bildwinkel gelten, sich aber nur bei kleinen Anderungen det 
Konstruktionselemente anwenden lassen, ergänzen daher die Semetsche Vor- 
rechnung in vorteilhafter Weise. 

Bei dem üblichen Verfahren wird zunächst der Ausgangszustand des Systems 
trigonometrisch durchgerechnet. Dann greift man auf Grund früherer Rechen- 
erfahrung cin Konstruktionselement heraus, ändert es etwas ab und macht eine 
neue trigonometrische Durchrechnung, um festzustellen, wie sich der Strahlen- 
verlauf im Bildraum geändert hat. Man bestimmt also die zu einer kleinen Anderang 
des Konstruktionselementes gehérenden partiellen Differenzenquotienten der he- 
treffenden Funktionen im Bildraum des Systems. Wenn man Gliick hat, sind die 
Anderungen so, wie man es wünseht. Meistens ist es aber anders, so daB man die 
Anderung des Konstruktionselementes in anderer GrôBe oder gar mit entgegen- 
gesctztem Vorzeichen ansetzen oder, was weitere Rechenarbeit erfordert, ein anderes 
Konstruktionselement heranzichen muB. Das letztere ist sogar die Regel, denn 
man hat auf die Erfüllung von mehreren Bedingungen gleichzeitig zu achten. Will 
man alle Freiheitsgrade eines optischen Systems auch wirklich ausnutzen, so mud 
man, um die Wirkung aller Konstruktionselemente auf den Strahlenverlauf im Bild 
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raum kennenzulernen, nach diesem Verfahren nacheinander ebenso viele Einzel- 
änderungen trigonometrisch durchrechnen. Der hierzu erforderliche Rechen- 
aufwand ist sehr gro8 und wächst ungefähr proportional zu dem Quadrat der An- 
zahl der brechenden Flächen des Systems. 

Nun liegt es sehr nahe, statt nach den partiellen Differenzenquotienten, die zu 
den kleinen Anderungen der Konstruktionselemente gehôren, nach den entsprechen- 
den partiellen Differentialquotienten zu fragen. Diese partiellen Differential- 
quotienten, die sich nur wenig von den Differenzenquotienten unterscheiden, lassen 
namlich die Wirkung von kleinen Konstruktionsänderungen qualitativ und quan- 
titativ ebensogut erkennen. Diesen sehr cinfachen Gedanken werden sicherlich 
viele rechnende Optiker der Industrie versucht, aber wohl nicht weiter verfolgt 
haben, weil der erforderliche Rechenaufwand kaum geringer zu sein scheint als 
bei der Bestimmung der Differenzenquotienten durch eine entsprechende Anzahl 
von trigonometrischen Durchrechnungen. 

Ich werde jetzt zeigen, daB sich der Rechenaufwand zur Bestimmung aller partiellen 
Differentialquotienten erster Ordnung erheblich verringern läBt, wenn man zwei 
ebenso einfache neue Gedanken in Anwendung bringt, die allerdings aus der mo- 
dernen Algebra stammen und mit nichtkommutativen Produktbildungen arbeiten. 


An sich ist die Bestimmung der partiellen Differentialquotienten erster Ordnung 
kein Problem. Denn man hat nur die einfachsten Regeln der Differentialrechnung 
sebr oft auf gewisse elementare Funktionen anzuwenden. Das wird deshalb so 
langweilig, weil man erstens eine groBe Zahl von nicht weiter interessierenden 
Zwischenfunktionen zu differenzieren hat, und zwar an jeder brechenden Fhäche 
den Einfalls- und Brechungswinkel sowie einige andere geometrische Bestimmungs- 
stiicke, die zur Festlegung des Strahles vor und nach jeder Brechung dienen. Zweitens 
treten aber auch zahlreiche unabhängige Veränderliche auf, und zwar alle Kon- 
struktionselemente des Systems, also alle Linsendicken und Luftabstände, alle 
Flachenkriimmungen und die Brechungszahlen aller Glaser und daneben noch die 
Anfangskoordinaten des Strahls im Dingraum. Durch die vielen Zwischenfunktionen 
und durch die vielen unabhängigen Veränderlichen wird man schon bei ganz nor- 
malen optischen Systemen auf einige hundert oder gar auf tausend oder noch mehr 
verschiedene partielle Differentialquotienten erster Ordnung geführt, die bei der 
vollständigen Lisung des Differentiationsproblems fiir cinen einzigen Strahl fast 
alle als nicht weiter interessierende Zwischenwerte auftreten. So etwa bictet sich 
die Lisung des Problems vom Standpunkt der elementaren Differentialrechnung 
aus dar. Für den optischen Rechner der Praxis ist diese mühevolle und wenig 
befriedigende Lüsung jedoch wegen der allzu groBen Rechenarbeit nur von geringem 
Wert, denn zu jeder neuen unabhängigen Veranderlichen würde eine neue Durch- 
rechnung mit neuen Zwischenwerten erforderlich sein, genau so wie bei dem alten 
‘Verfahren, das von vornherein kleine endliche Differenzen in Ansatz bringt. 
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Die ganze Durchrechnung läBt sich aber durch Anwendung neuer Gedankea 
in eine wunderbar iibersichtliche und erheblich einfachere Form bringen. Dem 
man hat es gar nicht nétig, die oben erwähnten sehr zahlreichen partiellen Diffe- 
rentialquotienten, die als Zwischenwerte nicht weiter interessieren, alle zu berechnen. 
Die meisten lassen sich vielmehr in einfachster Weise eliminieren. Das Haupthilfs- 
mittel zu dieser Elimination sind die Matrizen, wie immer, wenn die Uberginge 
durch Linearformen vermittelt werden. In unserem Fall sind es sogenannte Funk- 
tionalmatrizen, also Matrizen, deren Elemente partielle Differentialquotienten sind 

Um zur Einführung dieser Matrizen zu gelangen, denke ich mir nach der Brechung | 
durch jede »-te Flache (» = 1, 2,..., ) ein System von voneinander unabhangigen 
Funktionen ausgewahit, das zur eindeutigen Festlegung des Strahls geeignet ist. 
Ich fasse diese Funktionen als Strahlkoordinaten nach der Brechung durch die 
v-te Flache zu einer einspaltigen Matrix zusammen, die ich die »-te StrahIspaltej, 
nenne. Bei einem beliebigen Strahl in einer Meridianebene z. B. hat die Strahlspalte 
zwei Elemente. Als Elemente der Strahlspalte künnen dienen: die Schnittweite 
(d.i. der Abstand des Schnittpunktes des Strahls mit der optischen Achse von 
dem zugchorigen Flächenscheitel) und der Schnittwinkel (so nenne ich den Neigungs- 
winkel des Strahls gegen die optische Achse) oder auch die DurchstoBhôühe durch 
die »-te Fläche und der Schnittwinkel nach der Brechung durch die »-te Flache. 

Ich führe ferner den Begriff der an der »-ten Fläche eingreifenden unabhangi- 
gen Veränderlichen ein. Darunter verstehe ich folgende Konstruktionselemente: 
für vy = 2,3,...,x die »-te Dicked, (den Abstand des »-ten Flachenscheitels vom 
(> — 1)-ten Feet für » = 1,2,...,x die »-te Flachenkriimmung K, = 


Tr 





und das Verhältnis N, = a , der Brechungszahlen vor und nach der »-ten Fläche 


und auBerdem für » = 1 die Anfangskoordinaten des Strahls im Dingraum. 

Dann hängt die »-te Strahlspalte{,’ unmittelbar von der (> —1)-ten Strahi- 
spalte {,_,’ und von den an der »-ten Fläche eingreifenden unabhangigen Veränder- 
lichen ab. Diese Aussage gilt nicht nur für » = 2, 3, ..,, x, sondern auch für » = 1, 
wenn ich unter der Strahlspalte |,’ die Anfangsstrahlspalte {, im Dingraum verstehe, 
deren Elemente gleich den Anfangskoordinaten des Strahls sind. Bei Verwendung 
der DurchstoBhühe als Strahlkoordinate hangt j,’ auBerdem noch unmittelbar von 
K,_, ab. Dies hat zur Folge, da8 dann einiges von dem, was folgt, in leicht ersicht- 
licher Weise abzuändern ist. Auf solche Besonderheiten näher einzugehen, würde 
hier jedoch zu weit führen. 

Wenn ich bei x > » das Funktionensystem j,’ partiell nach einer beliebigen an 
der »-ten Fläche eingreifenden unabhängigen Veränderlichen v, differenziere, so 
erhalte ich mit Verwendung der Matrizensymbolik 


ci, , ( \,_1 
; ee a (u = v +1, vy +2, y H)- 
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Die auf der rechten Seite als erster Faktor erscheinende quadratische Funktional- 
matrix %,, nenne ich die u-te Flachenmatrix. Für u = 1 erhalte ich %,’ dadurch, 
da8 ich v, mit den Anfangskoordinaten v, des Strahls identifiziere. Beim Übergang 
zu einer anderen unabhängigen Veränderlichen, gleichgültig ob diese an derselben 
y-ten oder an einer anderen vor der u-ten Fläche liegenden Fläche eingreift, bleibt 
die Flächenmatrix %,,’ unverändert. Für ihre Elemente gelten einfache, numerisch 
leicht auswertbare Formeln. Durch wiederholte Anwendung dieser Matrizen- 
gleichung eliminiere ich die partiellen Differentialquotienten von |,,,’, Î,1e --+> 
j.._; und erhalte 


ai,! ’ ’ , ’ oi, e 
OY = Ÿ, Dx—1 ere Orv+2 Srt1 Ou, (> = 1, 2, x — 1). 


Zur bequemen Auswertung dieser Beziehung führe ich für das Produkt %,' %,_1'... 
Du+1 8. die Abkürzung $, ein und nenne dieses Produkt von Flächenmatrizen 
die p-te Produktmatrix. Für §,’ gilt also die Rekursionsformel 


84,’ = Einheitsmatrix, 
PB =Bii'S,. (= x, x —1,...,2,1). 
Hiermit erhalte ich schlieBlich 


dj, , 0! 
ov, Bost av, (» = 1,2, ...,%). 
Für die Elemente von: ce gelten ebenfalls einfache, numerisch leicht auswertbare 


Formeln, die ich finde, wenn ich auf die verschiedene Bedeutung von v, näher 
eingehe. 


Die Berechnung sämtlicher partiellen Differentialquotienten erster Ordnung von 
$.”, d. h. also der Strahlkoordinaten des Bildraums, beginnt am besten an der letzten 
(x-ten) Fläche des Systems. Denn diese zur trigonometrischen Durchrechnungs- 
richtung entgegengesetzte Matrizen-Durchrechnungsrichtung bietet gewaltige Vor- 
teile, weil sie die Festlegung auf eine bestimmte unabhängige Veränderliche so lange 
wie miglich vermeidet und infolgedessen die Zwischenrechnung für alle unabhängigen 
Veränderlichen gleichzeitig verwertbar macht. Dieser weitere für die Vereinfachung 
wichtige Gedanke wird durch die Giiltigkeit des assoziativen Gesetzes bei der Ma- 
trizenmultiplikation ermôglicht und ist deswegen auch bereits in die Definition der 
Produktmatrizen hincingelegt worden. Das Schema für die Matrizendurchrechnung 
zur Bestimmung der sämtlichen partiellen Differentialquotienten erster Ordnung 
sieht also in gro8en Zügen so aus: 
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Zu jeder Fläche gehôrten eine Flachenmatrix %,', für deren Elemente gewisse 
Formeln gelten, und eine Produktmatrix },’, die, beginnend an der letzten Kläche, 
durch Produktbildung aus den Flächenmatrizen wie angegeben zu berechnen ist. 
Ferner gehéren zu jeder Fläche (abgesehen von der ersten, an der nur zwei Kon- 
struktionselemente eingreifen) noch drei einspaltige Matrizen, und zwar 

| of, oO, o,! | 
ad,’ OK, und yy» 
die wie die Flächenmatrizen nach cinfachen Formeln sich berechnen lassen. 
Die Multiplikation der (y + 1)-ten Produktmatrix $,,.,’ mit diesen drei cinspaltigen 
Matrizen licfert dic gesuchten partiellen Differentialquotienten von j,’ nach v, = d,, 


. 0 y . ° ° 
v, = K, und v, = N,,. Da die Elemente von ak - gewisse vereinfachende Eigen- 


. 0 x! 7) y! . 
schaften haben, ist es méglich, die Berechnung von 3 s = Bia’ - A noch weiter 


abzukürzen, was aber in dem Schema nicht zum Ausdruck gebracht ist. Ferner 
sind die partiellen Differentialquotienten von j,’ nach den Anfangskoordinaten des 
Strahls unmittelbar in den entsprechenden Spalten der durch alle Flachen des 
Systems durchgerechneten Produktmatrix $,’ enthalten. 

~ Damit ist das Differentiationsproblem übersichtlich und einfach gelôst. Für 
den praktisch wichtigsten Fall cines belicbigen Strahls in einer Meridianebene 
erhalt man lauter zweireihige Matrizen, so daB der Rechenaufwand bei der Matrizen- 
multiplikation erträglich ist. Wendet man das Matrizenverfahren auf die auf einem 
beliebigen Strahl in einer Meridianebene gemessene meridionale und sagittale 
Schnittweite an, so ergeben sich dreireihige Matrizen, die durch Ränderung mit je 
drei Elementen in einer dritten Zeile aus den zu dem Strahl in der Meridianebene 
gehorigen zweireihigen Matrizen entstehen, wobei die dritte Spalte durch zwei 
‘Nullelemente zu ergänzen ist. Die Anwendung des Matrizenverfahrens auf einen 
allgemeinen zur optischen Achse windschiefen Strahl führt auf vierreihige Matrizen. 


Auch die Determinanten der hier verwendeten Funkfionalmatrizen sind von 
Bedeutung sowohl für das praktische Rechnen wie auch für theorctische Erkennt- 
nisse. 

Von den vielscitigen Anwendungsméglichkeiten des hier geschilderten Matrizen- 
Durehrechnungsverfahrens erwähne ich auBer dem Feinkorrektionsproblem noch 
folgende: Wenn die Matrizendurchrechnung fiir eine Hauptfarbe (z. B. die Spektral- 
linie d oder e) vorliegt, so liefern die particllen Differentialquotienten nach den 
Brechungszahlen n,, die sich in einfacher Weise aus denjenigen nach den Verhält- 


nissen N, = + ergeben, als fast müheloses Nebenergebnis Naherungswerte für die 


chromatischen Aberrationen für belicbig viele Nebenfarben des sichtbaren Spektral- 
gebietes. Diese Nahcrungswerte sind, wie Vergleichsrechnungen ergeben haben, 
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so genau, daB man die Farbfehler nur noch in seltenen Fallen trigonometrisch m 
berechnen braucht. In ähnlicher Weise kénnen die partiellen Differential quotientea 
nach den Brechungszahlen auch dazu benutzt werden, um bei der laufenden Ferti- 
gung von Linsensystemen, die nur fiir bestimmte n-Werte (z. B. fiir Katalogwerte) 
berechnet und korrigiert sind, schnell den Korrektionszustand bei Verwendung 
von Gläsern mit etwas abweichenden -Werten (z. B. neuen Schmelzen) festzu- 
stellen. Ergibt diese Rechnung eine unzulässige Verschlechterung des Korrektions- 
zustandes, so kénnen die übrigen partiellen Differentialquotienten dazu dienen, um 
durch passende Radien- oder Dickenänderung diese Verschlechterung wieder aus- 
zugleichen. Die partiellen Differentialquotienten nach den Dicken und Kriimmungen 
kénnen ferner dazu herangezogen werden, um für die Werkstatt die zulässigen 
Fertigungstoleranzen so festzulegen, daB ein bestimmter Korrektionszustand inner- 
halb gewisser Grenzen garantiert werden kann. Die partiellen Differential quotienten 
nach den Anfangskoordinaten des Strahls ermüglichen eine Beurteilung der Ande- 
rung des Korrektionszustandes einerseits bei einer kleinen Steigerung der wirksamen 
Offnung des Systems sowie bei einer kleinen VergréBerung des Bildwinkels und 
andererseits auch bei Verschiebung des Objektes lings der optischen Achse. Schlief- 
lich erhält man fiir jeden durchgerechneten Strahl noch die Tangente an die ge 
wohnlich nur punktweise berechnete Aberrationskurve, wodurch die Kenntnis des 
Korrektionszustandes erweitert wird. 


Zum SchluB gebe ich noch meine Erfahrungen iiber den Arbeitsaufwand bekannt. 
Eine vollständige Matrizendurchrechnung erfordert eine Rechenarbeit, die nur zur 
ersten Potenz der Anzahl der brechenden Flachen proportional ist. Sie dauert bei 
einem beliecbigen Strahl in einer Meridianebene etwa sechsmal so lange wie die 
trigonometrische Durchrechnung dieses Strahls fiir einen einzigen Zustand, also 
eine Rechnung, die unabhängig von der Flächenzah]l nur einen einzigen Funktions- 
wert ergibt. Dafür liefert aber die Matrizendurchrechnung alle partiellen Diffe- 
rentialquotienten erster Ordnung, also um so mehr Ergebnisse, je mehr Flachen 
das System aufweist. Daher lohnt sich die Matrizendurchrechnung um so mebr, 
je mehr Freiheitsgrade das optische System hat, besonders mit Berücksichtigung 
des Nebenerfolges, da8 man fiir jeden für die Hauptfarbe mit Matrizen durch- 
gerechneten Strahl ohne neue trigonometrische oder sonstige Durchrechnung die 
Farbfehler fiir alle Nebenfarben in ausreichender Näherung erhält. 


Ein von mir für einen beliebigen Strahl in einer Meridianebene in allen Einzel- 
heiten ausgearbeitetes Rechenschema bewährt sich gut und kann jedem optischen 
Rechner auch ohne Vorkenntnisse aus der Differentialrechnung und Matrizen- 
theorie zugemutet werden. Je nachdem ob man die Auswertung mit dem Rechen- 
schieber oder mit der Rechenmaschine vornimmt und alle sich bietenden Kontroll- 
méglichkeiten ausnutzt oder darauf verzichtet, sind etwa 10 bis 20% von allen 
Zahlen, die man auf das Rechenblatt aufschreiben muB, Ergebniszahlen, d. h. 
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artielle Differentialquotienten der Strahlkoordinaten des Bildraums nach irgend- 
relchen unabhängigen Veränderlichen. Ein entsprechendes Schema für die Be- 
echnung aller partiellen Differentialquotienten der paraxialen GrôBen ist mit etwa 
© bis 40% Ergebniszahlen nur halb so umfangreich. 

Ich glaube hiermit an einem praktisch wichtigen Beispiel gezeigt zu haben, da8 
lie abstrakten Begriffsbildungen der modernen Mathematik nicht nur für den 
‘ortschritt der reinen Wissenschaft, sondern auch für die Vereinfachung miihsamer 
‘ahlenrechnungen von Bedeutung sein kénnen. Die Einzelheiten der geschilderten 
fethoden und Anwendungsbeispiele werde ich in Kiirze unter dem Titel ,,Neue 
mfassende Durchrechnungsverfahren der praktischen Strahlenoptik’’ verüffent- 
chen: 


(Eingegangen am 1. 10. 1948) 


Zur Theorie der ersten Randwertaufgabe 


Von Georc TaurTz in Braunschweig 


Die vorliegende Arbeit knüpft an cine Methode an, die ich gelegentlich der 
Behandlung des DiricHLetschen Problems bei elliptischen Differentialgleichungen!) 
angewandt habe. Es wurde dort dic erste Randwertaufgabe unabhangig von der 
Bezugnahme auf einen speziellen Funktionaloperator formuliert. An Stelle einer 
strukturmaBigen Angabe eines solchen wurde ein System von Postulaten aaf- 
gestellt, so daB eine axiomatische Behandlung des ersten Randwertproblems 2- 
stande kam. 

Es läuft dies darauf hinaus, aus der Lüsbarkeit der Aufgabe im Kleinen für 
gewisse Gebiete einfachen Typs die Lésung fiir beliebige Gebiete zu gewinnen, 
also die Aufgabe der Erwcitcrung eines für spezielle Gebiete axiomatisch defi- 
nierten Funktionaloperators für beliebige Gebicte. 


Im folgenden wird dies erneut in Angriff genommen, wobei die Postulate wesent- 
lich vereinfacht und allgemeinere Räume zugrundegelegt werden. So wird das 
frühere System von acht Postulaten auf sechs reduziert. Insbesondere das frühere, 
achte stellte eine nicht naturgemafe, ersichtlich ,,ad hoc“ aufgestellte Forderung 
dar. Das jetzige Postulat VI (früher VIT) enthalt das frühere sechste. In ED wurde 
durchweg im RÀ, operiert. Der Beweis von Satz 2 in ED, welcher ein wichtiges 
Kriterium für die Regularität von Randpunkten enthält, ist wesentlich auf den 2, 
zugeschnitten. Demgegeniiber wird jetzt im ersten Teile, welcher in der Haupt- 
sache den klassischen Fall betrifft, ein metrischer, lokal kompakter Raum zugrunde- 
gelegt, während sich der zweite Teil, in welchem das verallgemeinerte DrricHLet- 
sche Problem entwickelt wird, auf den RÀ, beschränkt. Es wird hier das DrricHtet- 
sche Problem bei beliebigen Operatoren auf das Problem bei speziellen Operatoren 
zurückgeführt, nämlich solchen, die eine Lisung des sogenannten ,,Gleichgewichts- 
problems” gestatten, d.i. die Aufgabe, eine Gleichgewichtsladung auf einer vor- 
gegebenen Menge zu bestimmen, deren Potential also auf der Menge konstant ist. 

Dem entspricht bei Differentialoperatoren die Zurückführung nichtselbst- 
adjungierter auf selbstadjungierte Probleme. Wahrscheinlich wird es aber méglich 
sein, auch auf eine solche Zurückführung zu verzichten und das Wrenersche Kri- 
terium direkt zu heweisen. (Vgl. hieriiber die SchluBbemerkung.) 


1) Vel. M. Ann. 118, Zur Theorie der elliptischen Differentialgleichungen IT, im folgenden 
kurz zitiert durch ED. 
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Auch bei diesen speziellen Operatoren werden keine genaueren Strukturvoraus- 
setzungen gemacht, sondern im wesentlichen nur die Lüsung des Gleichgewichts- 
problems verlangt. Es kommen also z. B. auch die von M. Rresz und FROSTMANN 
betrachteten verallgemeinerten Potentiale in Frage. Es zeigt sich, da8 die regulären 
Punkte beim allgemeinen und speziellen Problem die gleichen sind, da8 also für die 
Regularität lediglich die Singularität einer gewissen Funktion (der ,,Grundlôsung“) 
mafgebend ist, und sonst keine weiteren Struktureigenschaften des Operators. 
Das im ersten Teile angegebene Kriterium fiir die Regularität ist auch noch von 
der Starke der Singularitét unabhängig, und fordert überhaupt nur das Vorhanden- 
sein einer Grundlésung. Die Frage nach allgemeinsten solchen Bedingungen, die 
von der Ordnung der Singularität unabhangig sind, bleibt noch offen, ebenso die 
Frage, inwieweit überhaupt das Vorhandensein singulärer Funktionen fiir eine 
verniinftige Problemstellung notwendig ist. 

Erwäbnt sei noch, da8 an dieser Stelle nicht das ,,inhomogene‘t Problem und 
das Eigenwertproblem behandelt werden, obwohl dies gleichwohl in dem hier be- 
nutzten Rahmen môglich ist, und Gegenstand weiterer Untersuchungen sein wird. 

Das Folgende stellt einen Auszug aus einer Abhandlung dar, die in ungekiirzter 
Form vermutlich in den Mathematischen Annalen erscheinen wird. 

1. Sei Q, ein vollständiger perfekter lokal kompakter metrischer Raum. Als 
Kugel x vom Radiusr um Q werde die Menge aller Punkte P, deren Abstand von 
Q kleiner als r ist, bezeichnet. © sei nun ein System von Kugeln x von der Be- 
schaffenheit, daB aus x’ ( x,x € © auch x’ € © folgt, und daB jeder Punkt von Q, 
Mittelpunkt von mindestens einem ~ ist. 

Nun sei jedem x und jeder auf dem Randes, von x definierten und daselbst 
stetigen Funktion f eine Funktion L,,(P) im Innern von x zugeordnet. Sie wird 
folgenden Postulaten unterworfen: | 


L Definiert man in x = x +4, eine Funktion Z,;(P) durch die Vorschrift 
Ly3(P) = L,,(P)(P € x), Ly (P) =1(P) (P €4,), 
so sei L,;(P) stetig in x. 
IL Für jede mit ihrem Rande in x gelegene Kugel x* genügt u(P) = L,,(P) 
der Funktionalgleichung 
u(P) = L, ,.(P). (1) 
TIT. Bei festem x ist L,,(P) ein lineares Funktional von f: 
Li trig = AL, +4, Ly,” 
IV. Aus Max f(P) = m > 0 folgt 
L,,(P) < m, bei nichtkonstantem f sogar L,,(P) <m. 


?) Bei festem x und P vereinfachen wir gelegentlich die Bezeichnung in der obigen Weise. 
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' V. Für jede Menge M von auf s, stetigen, gleichm&Big beschrankten Funktionen { 
sind die L,,(P) in jedem (also inneren!) Punkte von x gleichgradig stetig. 

In Anlehnung an die entsprechende Bezeichnungsweise bei Differentialgleichungen 
heiBe eine Funktion, die in der Umgebung eines Punktes P der Gleichung (1) ge- 
nügt, ,,regular in P“. 

Unter diesen Bedingungen läft sich wie in ED ii in Anlehnung an PErRron?) die 
folgende Theorie aufziehen: 

€ sei eine belicbige offene Punktmenge. Auf ihrem Rande sei eine beschrankte 
Funktion /(R) erklärt. Gesucht wird eine Funktion u(P), die im Innern von Q 
der Funktionalgleichung (1) und auf dem Rande der Bedingung 


f(R) < u(R) <u(R) Sf(R) (F(R) = lim F(P)) (2) 


geniigt. Mit Hilfe von Unter- und Oberfunktionen wird ähnlich wie bei Perron 
eine Funktion bestimmt, die in 2 die Funktionalgleichung (1) und unter gewissen 
Voraussetzungen auch die Bedingung (2) erfiillt. Solche Voraussetzungen sind 
z. B. die folgenden: 
a) Für einen hinreichend kleinen Kreis x, um R sei L,,(P) >0. 
b) Es soll in & für jeden hinreichend kleinen Kreis x um FR ein sogenanntes 
Barrier existieren. 
Unter Barrier wird eine im Durchschnitt 2 x definierte nichtnegative Funktion w(P) 
verstanden, die in {2 stetig ist, der Ungleichung w(P) = L,, ,(P) (x’ C Qx) ge 
nügt, auf dem Rande von x über einer positiven Schranke verbleibt, und für P + R 
den Limes Null besitzt. Nennen wir einen Randpunkt R regular in bezug auf ©, 
wenn für jede beschrankte Randfunktion f in R die Bedingung (2) erfüllt ist. Um 
eine anschaulichere hinreichende Bedingung für die Regularität zu bekommen, 
unterwerfen wir den Operator Z noch dem folgenden Postulat 
VI. Es existiere in jedem x eine Funktion 
F(P,Q) =a(P,Q) (PQ) + w(P,Q) (PQ = Abstand von P und Q) 
von folgender Beschaffenheit: 
Bei festem Q = P ist F regular in P. Alle vier Funktionen sind für P +Q 
stetig in der einen Variablen bei Festhaltung der anderen. Es sei 


0<a, <a(P,Q) <a, a(P,Q) symmetrisch (3) 
D(r) > 0, im &(r) =o. (4) 
r-»0 


Ist w eine beliebige in x gelegene abgeschlossene Punktmenge, so sei w(P, Q) 
für P E o und PQ =r unter einer nur von r abhängigen Schranke. Weiter- 


3) M.Z.18. Kine neue Behandlung der ersten Randwertaufgabe für Au = 0. 
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hin konvergiere für Q Eo no mit PQ gleichm&Sig gegen Null, d. h. es 


gebe eine Funktion (r), fiir welche 
0, Fs »Q)}| Pa 
lim o(r) = <= p(PQ),Q € 5 
im p() = 0, "Se" € P(PO),Q Eo oO 
gilt. F(P,Q) heiBe ,,Grundlésung“. 
Unter Benutzung dieses Postulates lä8t sich nun folgende hinreichende Be- 
dingung fiir die Regularität eines Randpunktes R beweisen. 


Satz: Sei R ein Randpunkt von © von folgender Beschaffenheit: es gebe eine 
unbeschränkt wachsende Folge positiver Zahlen p,, und zu jedem 7, einen 
PunktQ, derart, daB folgendes gilt: 


a) &(R,Q,) =p, b) die Menge +, = E[®(P,Q,) > p,] liegt auBerhalb Q 
P 


74 


für jedes ». 
(Dabei ist a(P,Q) (PQ) = P(P,Q) gesetzt worden). 
Z. B. kann im R, 


of) 56 |" ¢=V SEH 
s,4=1 
gesetzt werden. In diesem Falle genügt es offenbar, anzunehmen, daB nur eine 
Kugel existiert, die R auf ihrem Rande enthält und ganz auBerhalb 2 liegt. 

Der Beweis verläuft ganz anders wie in dem in ED behandelten Spezialfall. 
Man kann namiich in folgender Weise cin Barrier gewinnen. 

Es sei in einer Kugel x um R u(P,Q,) = [m(Q,) — F(P,@,)]/P(2,.,.2,); mQ,) = 

Max F(P,Q,)*) und P, ein Punkt, in welchem das Maximum angenommen wird. 
PE x—xt, 
Dann 1&8t sich zeigen, daB die Funktionen, die in jedem Punkte von ~ gleich der 
unteren Grenze aller w, für alle hinreichend groBen » ist, ein Barrier ist. Man kann 
nun für reguläre Gebiete Greensche Funktionen bilden durch Addition passender 
Lésungen. Sie werden mit G(P,Q) bezeichnet. 

2. Zur Behandlung des verallgemeinerten DinicHLeTschen Problems beschränken 
wir uns auf den R, als Operationsraum. Zwecks Vereinfachung der Darstellung 
setzen wir a(P,Q) = 1. AuBerdem werde angenommen, daB sich beim Potential (r) 
oder etwas allgemeiner bei einem Potential G*(P,Q) = (PQ) + w*(P,Q) das 
Gleichgewichtsproblem lüsen lasse. Das bedeutet insbesondere die Existenz von 
Funktionen u*(P) = /G*(P,Q) duo, die auf der beliebigen abgeschlossenen Punkt- 


menge w gleich 1 sind, mit môüglicher Ausnahme einer Menge der Kapazität Null. 
w* (P,Q) erfiille die Bedingung (5) und sei für P +. Q stetig in jeder Variablen bei 


4) x— xt, bedeutet die abgeschlossene Hiille von x — x 1,. 
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Festhaltung der anderen. Die Gesamtmasse p(w) der Gleichgewichtsvertellung 
heiBe die Kapazität von w. Die mit derselben Belegung uw gebildete Funktion, die 
als Kapazitätspotential bezcichnet werde, ist zwar im allgemeinen nicht konstant 
auf w, aber es gibt zwei positive, von ey unabhangige Konstanten c, und c, derart. 
daB, wenn v,,(2’) eine in x stetige und in x — © regulare Funktion ist, die auf dem 
Rande von w gleich 1 und auf s, gleich 0 ist, die Ungleichung 


av?) TT 1@(P,Q) dug = ¢,,(P) (6) 


gilt. Die Ungleichung (6) reicht fiir die Durchfiihrung der weiteren Theorie voll- 
kommen aus, wenn man noch die Bedingungen über #(r) wie folgt verscharft: (r) 
sci monoton fallend. Sodann existicre cine von r unabhängige positive und monotone . 
Schrankenfunktion y(e), die den Bedingungen 


a) lim y(e)=0, D) ho < x0 (1 


geniigt. Dann gilt folgende Verallgemeinerung des Wienerschen Kriteriums: 


Satz: {r,} sci eine Folge von Radien derart, daB für zwei passende positive echte 
Brüche 9, und # 


Tr +1 


0 << <0,<1 


gelte, {x,} seien Kugeln mit den Radienr, um R, w, die Durchschnitte der 

Kugelschalen x, +s,,— x,,., mit dem Komplement von ©, y, die zuge- 

hôrigen Kapazitäten. Dann ist der Randpunkt R dann und nur dam 

regulär, wenn dic Reihe 

Vy, 66) @ 
divergiert. 

Die Relation (6) legt den Gedanken nahe, ob sich nicht die Existenz von Be- 
legungen «, die der Relation geniigen, bereits aus den Postulaten folgern und der 
Beweis des letzten Satzes ausschlieSlich auf (6) gründen lasse. Wahrscheinlich 
treffen beide Vermutungen das Richtige. Dann kann man auf die Voraussetzung 
der Lisbarkeit des Gleichgewichtsproblems verzichten. 


(Eingegangen am 20. 4. 1948) 


~ TM 
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Rekursionsformel fiir Volumina sphirischer Polyeder 


Von Ernst Witt in Hamburg 


Auf einer N-dimensionalen Kugel vom Volumen Î dv = 1 seien » Halbkugeln H, gegeben. 
&,, sei die charaktoristische Funktion von H,, also h, = 1 auf H, und h,, = 0 auBerhalb H,. Zwi- 


achen den GréBen 


(7) 8 = D fan. do 


SIL Po 


ergibt sich durch Spiegelung am Kugelmittelpunkt die allgemeine Relation 
8, = [ hy... hy dv = [a-a)...d-1,)do= xe 1y(*)s,. (1) 


Thr entnimmt man, da8 für ungerades x das Volumen des Durchschnittes der Halbkugeln 
H,...H, durch analoge Volumina von Durchschnitten von weniger Halbkugeln ausgedriickt 
werden kann. Speziell kann so das Volumen eines sphärischen Simplexes ungerader Seitenanzahl 
reduziert werden auf Volumina niederdimensionaler Simplexe. 


Die nach (1) zu erwartende allgemeine Reduktionsformel 


S,= 2, Gui 8; (2) 


” 8 ger 


môge explizit bestimmt werden. Hierbei ist 
für gerades n: Gy; = Ô,; (3) 


an = > (19 (7 an. (4) 


f(z) = > On; = y mit geradom i 


gedacht. Wegen (1) ist 


Fir die Potenzreihen 


besagt (3) und (4): | 
| (+0 = 2% 


fi(z) = e* - f;(— x), 
also ist 
2 x? 1 


WOOD eT 


re 
tc 


Archiv der Mathematik, Bd.I, Heft 4. 
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Die a,,; (mit geradem +) kônnen vermége 


1 . xr xr 22 a 

ial—ifi(— ae ne = = ) 1— 2") Bi 

9 fi(— 2) ft e&-1 &?-1 ( 9B-x 
à 





durch BErNouLLische Zahlen ausgedrückt werden. Bezeichnet man noch kurzerhand mit 
Ha H8...H, das Volumen des entsprechenden Durchschnittes von Halbkugeln, so kommt man 
schlieBlich zur Reduktionsformel 


B 
H,...H, = >». 2.(24 — 1) re 


& ger 
Mc let] 


für ungerades n. 


(Eingegangen am 26. 10. 1948) 


Über den Beweis des Caucuyschen Integralsatzes bei streckbarer Randkurve 


Von HELLMUTH KNESER in Tübingen 


" Für die Verwendung des Caucuysehen Integralsatzes in der Funktionentheorie geniigt fast 
‘immer eine recht bescheidene Form des Satzes, bei der mit Voraussetzungen nicht gespart ist. 
Trotzdem hat es seinen Reiz, ihn unter môglichst schwachen Voraussetzungen abzuleiten. Das 
Auberste in dieser Hinsicht hat neuerdings G. NôBELING!) geleistet, der Integrationswege mit 
beliebigen Selbstüberschneidungen zulaBt und von der zu integrierenden Funktion das analytische 
Verhalten nur da voraussetzt. wo es allem Anschein nach unentbehrlich ist. Wesentlich leichter 
ist der Beweis, wenn man den Satz nur in der Form nimmt, in der er meistens ausgesprochen wird, 
aber nicht ausgesprochen werden mu, nämlich so, daB er das Verschwinden des Integrals um den 
Rand eines Gebietes herum aussagt. Da hat I. H. Loomis*) einen einfachen und elementaren 
Beweis gegeben. Ich stelle hier eine Beweisanordnung dar, die auf denselben Grundgedanken be- 
ruht, zeige aber dabei, daB man nicht mit Loomis den Jorpanschen Kurvensatz heranzuziehen 
braucht - der überhaupt in der Funktionentheorie weit seltener wirklich gebraucht wird, als man 
gewohnlich annimmt -- sondern nur sein elementargeometrisches Seitenstück, den Satz von der 
Zerlecung der Ebene durch einen einfach geschlossenen Streckenzug. Da ich alle Hilfsbetrach- 
tungen genau durchfiihre, wird meine Darstellung etwas linger. 


$1. Geometrische Hilfssitze 


Satz 1. Ein einfach geschlossener Streekenzug M :erlegt die Ebene in ein Innengebiet M, und 
ein AuBengebiet My. In jedem Dreteck um einen Punkt von M liegen Punkte von M, und Punkte 
von M,. 


1) Erseheint in der Math. Ztsehr. S. auch FIAT Review of German Science 1939— 1946. 
Pure Mathematics, Part 1 (194$), 8. 191— 192. 

7) Bull. Amer, Math. See. 90 (19H, S.831—533. Dort ist auch auf einige frühere Arbeiten 
hinzewiesen, sowie darauf, dab dieselben Hiifsmittel auch zum Beweise der Gaussschen Integral- 
Umformuns unter entsprechenden Veraussetzungen sowie zu anderen Zwecken brauchbar sind. 
Den ersten Beweis des Eau cu sehen Intezralsatzes in der hier besprochenen Form gab S. PoLLanp, 
Proc. London Math. Soc, (2) 2b (lees, S, 450 — 482. 
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Der mit elementaren Mitteln zu führende Beweis ist bekannt; ich übergehe ihn. 


Von n Punkten q,,...,q, einer einfach geschlossenen Kurve J sagen wir, sie liegen zyklisch 
auf J, wenn J die Vereinigung von Bogen q, Qs2,...,u—1 In, In G1 ist und diese Bogen hôchstens | 
Endpunkte miteinander gemein haben. Dabei lassen wir auch zu, daB einige der Bôgen nur Punkte 
sind; die Endpunkte eines solchen Bogens fallen zusammen. Auch wenn alle Punkte zusammen- 
fallen, sagen wir, sie licgen zyklisch. LäBt man einen Teil der zyklisch liegenden Punkte q,,..., q, 
weg, so liegen die übrigen, in der alten Reihenfolge aufgefiihrt, auch zyklisch. 


Satz 2. Ist K ein einfach geschlossener Streckenzug und J eine in K, gelegene einfach ge- 
schlossene Kurve, liegen die voneinander verschiedenen Punkte p,,..., Py zyklisch auf K und ist jeder 
Punkt p, mit einem Punkt q, von J durch eine Strecke verbunden, die mit K und J nur ihre Endpunkte 
und mit den anderen Strecken p, q, hôchstens den Endpunkt q, gemeinsam hat, so liegen die Punkte 
Qis---> In zyklisch auf J. 

Für n < 4 ist nichts zu beweisen, da weniger als vier Punkte auf J immer zyklisch liegen; sei 
zunächst n = 4. Die Behauptung ware nur dann falsch, wenn es punktfremde Teilbégen q,g, und 
Ga Von J gabe. Dann ersetzen wir g,g, durch einen Streckenzug q,93, der auch in K, verläuft 
und den Bogen q,q, sowie die Strecken p,q, und p,q, nicht trifft. Lassen wir nach bekanntem 
Verfahren von dem Streckenzug p,q,9,p, Schleifen und mehrfach durchlaufene Teile weg, so ent- 
steht ein einfacher Streckenzug p,sp,, der bis auf die Endpunkte in K, liegt und den Bogen p,q.q,p, 
nicht trifft. Der. einfach geschlossene Streckenzug p,sp,p,p, heiBe L. Er enthalt keinen Punkt 
von K,; also gehôürt K,; ganz zu einem der Gebiete L; und D,, etwa zu L;. Zu L,; gehôrt danach 
auch p, und damit der Weg 7,9,9,p, bis auf seinen Endpunkt p,. Ein kleines Dreieck um p, wird 
von K und L in gleicher Weise in zwei Gebiete zerlegt. Das eine gehôrt zu K; und damit zu L,; © 
das andere enthält eine Teilstrecke von p,q, und gehért deshalb auch zu L,. Das widerspricht dem 
Satz 1; damit ist Satz 2 fiir n = 4 bewiesen. 


Sei jetzt » > 4 und Satz 2 für kleinere n gültig. Wenn jeder der Punkte q,,...,9,—2 mit q, 
oder mit g,-1 zusammenfällt und g,,...,q,—1 zyklisch liegen, so liegen g,,...,g, allemal zyklisch 
auf J. Sei also 1 <a < n — 1 und q, verschieden von q, und von g,_1. Die vier Punkte q,, gg, 
Qe—) und q, müssen nach dem oben bewiesenen zyklisch liegen, d. h. g, muB dem q, nicht ent- 
haltenden Bogen g,_19, von J angehéren. Da aber nach der Annahme die Punkte q,,...,q,—1 
zyklisch liegen, so folgt daraus leicht, daB auch q,,...,q, auf J zyklisch liegen. 


Im folgenden wird in der Ebene eine einfach geschlossene KurveJ der endlichen Lange l 
betrachtet. Sei 8 > 0 fest; Teilbôgen von J, deren Linge hôchstens / — f beträgt, sollen kurze 
Teilbôgen heiBen. 


Satz 3. Die Lange eines kurzen Teilbogens strebt mit der Lange seiner Sehne gleichmaBig gegen 
Null. 

Legen wir einen Teilbogen von J fest durch seine Lange À und die von einem bestimmten Null- 
punkt in bestimmtem Sinne langs J gemessene Lange s bis zu seinem Anfangspunkt, so ist die 
Lange o(s, À) der Sehne eine stetige Funktion in dem Rechteck O< 8 </,0SASI-— B, gleich 
Null für A= 0 und sonst positiv. Für À = «> 0 hat sie cin positives Minimum 6. Ist o < 6, 
so muB À < € sein. 


Satz 4. SeiG ein beschranktes Gebiet in der Ebene, dessen Rand eine einfach geschlossene Kurve J 
der endlichen Léngel ist. Zu jedem e > 0 gibt es 


1. ein Teilgebiet H von G (das sich aus endlich vielen Dreiecken zusammensetzt), dessen Rand 
ein einfach geschlossener Streckenzug K ist und ebenfalls in G liegt, 


2. Punkte p,,..., Py, die voneinander verschieden sind und auf K zyklisch liegen, 


te 
to 
* 


320 Kleine wissenschaftliche Mitteilungen 


3. Punkte g,,...,q,. die auf J zyklisch liegen, und zwar so, daB die Strecken pq, milenede 
Aôchstens Endpunkte q,, mit K nur die Endpunkte p, und mit J nur die Endpunkte q, gemeaun 
haben, und daB 


5. die aus den Teilbdgen pyp,+ 1 von K und q,q,4 1 von J und den Strecken p,q, und p.414: 
gebildeten einfach geschlossenen Kurven L, (vy = 1,... ) sämtlich Durchmesser <= e haben und de 
Summe threr Längen l, kleiner als 37 1 ust. Dabei ist natirlich p,411— 15.9 n+2= 9: und die Teil. 
bôgen pypy+1 und Q4,+1 im Sinne der zyklischen Lage gemeint. 

Zum Beweise wählen wir in G eine feste Strecke C der Länge c und bedecken die Ebene mit 
einem Netz regelmaBiger Sechsecke der Seitenlänge h; Sechsecke statt der üblichen Quadrate 
nehme ich zur Abwechslung und weil sie eine kleine Überlegung ersparen. Ist À kleiner als der 
halbe Abstand von C und J, so liegen alle Sechsecke, die Punkte von C enthalten, mit ihrem Rand 
in G. Alle die endlich vielen Sechsecke, die mit Rand in G liegen, bilden einen Bereich H,; die an 
sie anstoBenden anderen Sechsecke môgen Randsechsecke heiBen. Jedes Randsechseck enthilt 
Punkte ven G und nicht zu G gehérige Punkte und daher Randpunkte von G, d. h. Punkte von J. 
Schreiten wir, bei C beginnend, von Sechseck zu Nachbarsechseck gehend, auf alle môglichen 
Weisen in H, fort, so gelangen wir zu einem zusammenhangenden Teilbereich von H,; das ist der 
Bereich H der Behauptung 1. Sein Rand besteht aus endlich vielen einfach geschlossenen Strecker- 
zügen. Einer davon grenzt H gegen das Unendliche ab; er heiBe K. Dann gehért H xu seinem 
Innengebiet K; und enthalt alle an K liegenden Sechsecke aus K;. Die an K liegenden Sechsecks 
aus K, sind daher Randsechsecke und enthalten Punkte von J. Ware H von K, verschieden, # 
gäbe es Randsechsecke in K,; das kann nicht sein, weil ja schon K, Punkte von J und daher die 
ganze KurveJ enthält. Damit ist die Behauptung 1. bewiesen. 


Wir zerlegen K in gré8te zusammenhängende Teile, die an demselben Randsechseck liegen; 
in zyklischer Folge numeriert sollen sie 7',,..., 7',, heiBen. Da mehr als ein Randsechseck vor- 
handen ist, umfaBt jeder Teil hôchstens fünf Sechseckseiten. Der Mittelpunkt von T7,,, lings K 
gemessen, sei p,. Damit ist die Behauptung 2. erfüllt. 


In jedem an K liegenden Randsechseck wählen wir einen Punktg von J. Jeden Punkt p, ver- 
binden wir mit dem Punkt q des an 7, anliegenden Randsechsecks; der erste Schnitt der Strecke p,q 
mit J sei der Punkt g, der Behauptung 3. Ein Randsechseck kann an einem, zwei oder drei Teilen 
T., liegen; die zugehôrigen Strecken p,q verbinden verschiedene Randpunkte des Sechsecks mit dem 
Punkt q, der mit keinem von ihnen auf derselben Seite liegt, und haben daher nur den Punktgq 
gemeinsam. Damit ist die Behauptung 3. bewiesen bis auf die zyklische Lage; diese folgt aber 
aus Satz 2. 


Nun trifft jede der beiden Verlingerungen der Strecke C ein an K liegendes Randsechseck, 
und jedes von diesen enthalt einen Punkt qg,. Diese beiden haben mindestens den Abstand c — 44, 
und mindestens so lang ist jeder der beiden sie verbindenden Teilbôgen von J, und erst recht jeder 
Teilbogen, der aus J durch Weglassen eines einzigen Teilbogens ¢,q,+ entsteht. Nehmen wir also 
h <c/8 und setzen wir B = c/2, so ist jeder Bogen q,g,4 ein kurzer Teilbogen von J im Sinne 
des Satzes 3. Da aber q, und q,+, zwei Nachbarsechsecken angehéren, ist die Sehne nicht langer 
als 4h. ‘Also ist nach Satz 3 die Linge jedes Bogens q,q,41 hôchstens e, wenn À klein genug gt 
wahlt wird. Die drei übrigen Teile von L, haben hôchstens die Längen 2h, 5h, 2h, so daB bei 
hinreichend kleinem A die Gesamtlinge von L, hôchstens 2 e, der Durchmesser héchstens e betragt. 
Das ist der erste Teil der Behauptung 4. 

Für den letzten Teil der Behauptung 4 schätzen wir nh nach oben ab. An zwei benachbarten 
Randsechsecken kénnen hüchstens drei, an drei paarweise benachbarten Randsechsecken hôchstens 
vier unmittelbar aufeinander folgende Teile 7, liegen. Von fünf unmittelbar aufeinander folgenden 
Punkten q,,...,q,+4 liegen also mindestens zwei in nicht benachbarten Sechsecken und haben 
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1 


daher mindestens den Abstandh. Von den Längen À, der Teilbôgen g,4,+1 gilt daher 
Ay + Ayer + de + ds zh. 


Summieren wir von y= 1 bis y= n, so bekommen wir 4! =>nh. Daher ist 


dL SYA + 9h) H14 Onh S871. 
v= 1 


yal 


Damit ist Satz 4 vollständig bewiesen. 


§ 2. Der Integralsatz 
Ist G ein beschränktes Gebiet in der z-Ebene, sein Rand eine einfach geschlossene Kurve J der end- 
lichen Langel, ist die Funktion {(z) in G + J erklart und stetig, in G analytisch, so ist | {(z) dz = 0. 


Auf Grund von Satz 4 verliuft der Beweis in bekannter Weise. Da f(z) in der beschränkten 
abgeschlossenen Menge G + J stetig, also gleichmäBig stetig ist, kônnen wir zu gegebenem ¢ > 0 
ein & > 0 so bestimmen, daB aus |z—y| S « immer |f(z) — f(y)| = ¢ folgt. Mit diesem e führen 
wir die Konstruktion des Satzes 4 durch. Für alle z auf L, ist dann |/(z) — /(p,)| < ¢. Bei ge- 
eiyneter Wahl der Umläufe ist das Integral über J gleich der Summe der Integrale über L,,..., Ly 
und K. Nach dem einfachen Caucny-Goursatschen Integralsatz ist das letzte gleich Null, und 


so wird 


Jade 15) fol < FI 1 del = DI [UO —fonee| s Dh Es 3710. 
v=1L, yale, yo ll, ve} 


Da £ beliebig klein sein kann, ist } f(z) dz = 0. 


eo 


(Eingegangen am 12. 11. 1948) 


Eine Bemerkung zum Caucuyschen Integralsatz 
Von Max Deurine in Hamburg 


1. Der Caucuysche Integralsatz wird heute meist in der folgenden Form ausgesprochen: 
Das Integral J f(z) dz ist gleich Null, wenn der geschlossene Weg W in einem einfach zusammen- 


h&ngenden Gebiete verläuft, in dem die Funktion /(z) regular ist. Es macht dann aber einige 
Mübhe, zu solchen Folgerungen, wie etwa der folgenden überzugehen: 
J f(z) dz = 0 gilt sicher dann, wenn W eine einfache geschlossene Kurve bedeutet, auf der 


und in derem Inneren f(z) regular ist. Man mu8 dann nämlich zeigen, daB sich die Kurve W und 
ihr Inneres in ein einfach zusammenhängendes Regularitätsgebiet von f(z) einbetten lassen!). 


2. Es erscheint mir darum vorteilhafter, den Caucnyschen Integralsatz folgendermaBen zu 
formulieren: /(z) sei eine in dem GebieteG reguläre Funktion von z. Es ist | f(z) dz = 0, wenn W 


3) Vgl. etwa die Darstellung bei Manco.pt-Knopp, Einführung in die hôhere Mathematik, 
III, 8. Aufl., S. 284 — 285. 
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ein in G rerlaufender geschlossener Weg ist, der um jeden nicht zu G gehôrigen Punki die Umlexe 
zahlQ hat. (Man sieht sofort ein, daB es genügt, von W zu fordern, seme Umlaufszahl um jeda 
Randpunkt von G sei 0.) Diese Fassung ist fibrigens die von Caucxy selbst angegebene*). 

Die Umlaufszahl kann man etwa so definieren, wie es E. Scumipt in einer Arbeit über dea 
Jorpaxschen Kurvensatz getan hat*). Man zeigt sehr leicht, daB die Umlaufszah! von W un 
einen einzelnen, nicht auf WW gelegenen Punkt, oder allgemeiner um alle Punkte einer zu W fremden, 
abgeschlussenen Menge die gleiche ist wie die Umlaufszahl eines W hinreichend fein einbesehriebe. 
nen Polygons. Daraus folgt, daB der Caucnysche Integralsatz in der obigen Fassung nur für Poly- 
gone bewiesen zu werden braucht. Es sei also jetzt W ein Polygon. Man kann eine Einteilung 
der Ebene in Dreiecke angeben, so daB W aus Seiten dieser Teilung besteht. D,, D,, D,.... 
seien die einzelnen Dreiecke dieser Einteilung und es bedeute Rd (D,) den positiv orientierten 
Rand von D, . Die Umlaufszahl von W um alle Punkte im Innern von D, ist die gleiche, sie werde 
mit U(W.D,) bezeichnet. Es gilt dann, wie man leicht zeigt, die kombinatorische Forme! 


W = > T(W,D,) Rd(D,). 


Die Summe rechts ist endlich, da nur endlich viele der Zahlen © (W, D,) nicht Null sind. Da nan 

nach der Voraussetzung über W die Umlaufszahl ((W’. D,) für alle Dreiecke D, , die nicht gans 

im Innern von @ liegen. gleich Null ist, so folgt //(=)dz= 0 sofort, wenn man_benutst. 
PE 


daB / {(z)dz = 0 ist für jedes Dreieck D, in dem und auf dessen Rande f(z) regular ist, was mau 
D 


etwa nach Goursat beweist. Diese Beweisanordnung benutzt den Jorpanschen Kurvensats für 
Polygone nicht, der ja auch mit der Aussage des CaucHyschen Integralsatzes nichts zu tun hat. 


3. Ist jetzt W eine einfache geschlossene Kurve, auf der und in derem Innern f(z) regular ist, 
so folgt | {(z)dz = 0 ohne weiteres, denn /(=) ist sogar regular in einem GebieteG, das W und 
H” 


das Innere von W enthalt, und W hat eine von 0 verschiedene Umlaufszahl nur um die Punkte 
im Innern von W,, die alle in G liegen. 

4. Man kann unter W von vornherein auch gleich eine aus endlich vielen geschlossenen Wegen 
bestehende Kette verstehen, Formulierung und Beweis des Caucayschen Integralsatzes bleiben 
unverändert. (Die Umlaufszahi einer Kette um einen Punkt ist die Summe der Umlaufszahlen 
ihrer einzelnen Bestandteile.) Ist G ein n-fach zusammenhangendes Gebiet, dessen Rand aus einer 
einfachen geschlossenen positiv orientierten Kurve C, und n — 1 weiteren einfachen, geschlossenen, 
positiv orientierten Kurven C,,....,C, im Innern von C, besteht, und ist f(z) in G und auf seinem 
Rande regular, so folgt die Gleichung /f(:)dz = S' ffi:)dz wie unter 3., es ist nur zu beachten, 


1 r= 2C,, 


dat die Unilaufszahl der Kette C, — SC, nur um die Punkte von G von Null verschieden ist. 
r= 2 


5. Auch der Beweis der CaucHyschen Integralformeln läBt sich mit der hier gegebenen Fassung 
des Catcuyschen Intesralsatzes übersichtlicher darstellen als gewôhnlich, wie man sofort sieht. 
Das Wesentliche in Vorstehendem ist, daB die wirklich sachgemäBen topologischen Überlegungen 
benutzt wurden, die man bei weitergehenden Untersuchungen ohnehin heranziehen mul. 


(Eingegangen am 29. 10. 1948) 
2) A. L. Catcuy, Exerc. d‘analyse 1 (1840), 274 oder Oeuvres (2) 11, 337. 
3) E. ScumipT. Sitzber. PreuB. Akad. Wiss. 1923. 8. 318, insbesondere § 1. 


Mitteilungen 


jünliches 


Rat Prof. Dr. ROBERT HAUSSNER starb 
4. 1948 in Stockholm (Schweden). 


tudienrat a. D. Prof. Dr. ALVIN 
am 4. 2. 1947 in Plauen. 


KORSELT 


THAR KoscHM1EDER, früher ordentlicher 
‘sor an der Technischen Hochschule Graz, 
t Rufe an die Universität Greifswald, die 
ieurfakultät Aleppo der Syrischen Staats- 
‘sitat und die Universität Tucumän (Ar- 
lien). Er ist zunächst dem Rufe nach 


1 gefolgt. 


Dr. Max PiNL erhielt einen Ruf an die 
rsitat Dacca in Bengalen (Pakistan). 


Dr. O. G. TreTsENs, früher ordentlicher 
‘sor an der Technischen Hochschule Wien, 
nem Rufe an das Indian Institute of 
‘e in Bangalore, Südindien, gefolgt. Er 
dort zum Leiter des Department of 
autical Engineering ernannt. 


2lischaften, Tagungen 


matiker-Tagung in Wien. Das September- 
der im zweiten Jahrgang erscheinenden 
wichten der Mathematischen Gesellschaft in 
‘ enthalt Mitteilungen über die erfolg- 
verlaufene 1. Usterreichische Mathema- 
igung in Wien in der Zeit vom 19. bis 
i 1948 unter Beifiigung kurzer Vortrags- 
te. Die Tagung, welche der Sammlung 
terreichischen Mathematiker dienen sollte, 
inter der Leitung des Vorsitzenden der 
r Mathematischen Gesellschaft, Prof. Dr. 
INGER, Statt. Es wurden 17 wissenschaft- 
und 7 pädagogische Vorträge gehalten. 
ächste Tagung soll im Herbst 1949 in 
uck stattfinden. 


. sur Fôrderung des Mathematischen und 
viasenschaftlichen Unterrichts. Der Ver- 
ir Férderung des Mathematischen und 


Naturwissenschaftlichen Unterrichts hat seine 
Tatigkeit in der britischen und der amerikani- 
schen Zone wieder aufgenommen, eine Aus- 
dehnung auf die franzôsische Zone wird ange- 
strebt. In einem im November 1948 an hôhere 
Schulen, Hochschulinstitute und Lehrerakade- 
mien versandten Werbeaufrof zeichnen Prof. Dr. 
L. Dorrmer (Lich) als kommissarischer Vor- 
sitzender und Studienrat Dr. H. REeINHOLD 
(Hamburg) als Geschäftsführer für die britische 
Zone, Oberstud.-Dir. Dr. W. FLÔRKE (Giefen) 
als kommissarischer Vorsitzender und Studien- 
rat Dr. A. STEINHAUSER (GieBen) als Geschäfts- 
führer für die amerikanische Zone. In diesem 
Aufruf heiBt es u. a.: ,,Zu keiner Zeit aber war 
das Bestehen des Férderungsvereins notwendiger 
als jetzt nach dem Verluste von so vielen er- 
fabrenen Lehrern der Mathematik und Natur- 
wissenschaften durch den unseligen Krieg, nach 
der grenzenlosen Zerstérung und Verwüstung 
von Laboratorien, von Schulsammlungen, Lehr- 
und Lernmitteln aller Art. Hier wieder helfend 
und férdernd einzuspringen und namentlich den 
Anfängern im Lehramt Anregungen und Vor- 
schlage zur Anfertigung von behelfsmäBigen 
wie von dauerhaften Anschauungsmitteln, Ap- 
paraten, Geräten und Präparaten zu geben, soll 
zu den zahlreichen Aufgaben des neu erstande- 
nen Vereins zur Férderung des Mathematischen 
und ‘Naturwissenschaftlichen Unterrichts ge- 
hôren. Durch Vorträge in den Ortsgruppen und 
Verôffentlichungen in der Vereinszeitschrift 
soll ein reger Erfahrungsaustausch angeregt 
und dem einzelnen viel Arbeit erspart werden.‘ 
Uber das Erscheinen der vom Nachfolgeverlag 
der Zeitschrift des Férderungsvereins heraus- 
gebrachten, didaktischen Fragen gewidmeten 
Zweimonatsschrift ,.Der Mathematische und 
Naturwissenschaftliche Unterricht“ wurde in 
diesem Archiv 1 (1948/19), S. 245, bereits be- 
richtet. Für die Probleme der Schulreforn will 
der Verein ,,eine von den Schulverwaltungen 
unabhängige beratende Instanz sein, welche 
die aus der unmittelbaren Praxis gesammelte 
Erfahrung aus der Schule zur rechten Zeit und 
am rechten Ort zur Geltung bringen kann“. 
Die 1. Hauptversammlung ist für Ostern 1949 
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in Gôttingen in Aussicht genommen und soll 
im Zeichen des 100jährigen Geburtstags von 
FELIX KLEIN stehen. 


Deutsche Gesellschaft für Versicherungemathema - 
tsk, e. V. Am 18.10.1948 wurde nach Vor- 
besprechung in Koln auf einer Zusammenkunft 
von 14 Vertretern der Versicherungsmathematik 
in Rothenburg o. d. Tauber die Griindung einer 
» Deutschen Gesellschaft fiir Versicherungsma- 
thematik‘* beschlossen. Sie bezweckt die Fér- 
derung der Versicherungsmathematik und -tech- 
nik sowie verwandter Gebiete. Ferner stellt 
sie sich in Zusammenarbeit mit den Hochschu- 
len die Férderung und Vereinheitlichung der 
wissenschaftlichen und beruflichen Ausbildung 
der Versicherungsmathematiker entsprechend 
den Bestrebungen der internationalen Aktuar- 
kongresse zum Ziel. Der Sitz der Gesellschaft 
ist Kéln, von-Werthstr. 10—14. Zum 1. Vor- 
sitzenden wurde Prof. Dr. RiEBESELL gewahlt, 
als seine Stellvertreter die Direktoren PARTHIER 
(Stuttgart) und Dr. Sacus (Düsseldorf). (Nach 
Mitteilung von W. Lorry, Frankfurt a. M.) 


Deutsche Statistische Gesellechaft. Die ,,.Deutsche 
Statistische Gesellschaft" (abgekürzt: DStG) ist 
in einer Versammilung festlichen Charakters am 
22. 9. 1948 in München wiedergegriindet worden. 
Der Zweck der DStG ist die Fôrderung der 
wissenschaftlichen und praktischen Statistik. 
Ihr Sitz ist Miinchen. Vorsitzender der DStG 
ist Dr. Kant Wacner, Prüsident des Baye- 
rischen Statistischen Landesamtes, Miinchen; 
1. stellvertretender Vorsitzender: Dr. GERHARD 
First, Wiesbaden; 2. stellvertretender Vor- 
sitzender: Dr. Fischer, Koln; Leiter des Aus- 
schusses der DStG fiir das Ausbildungs- und 
Prüfungswesen: Prof. Dr. FLaskAMPER, Frank- 
furta. M. Das wissenschaftliche Organ der 
DStG ist das ,,Allgemeine Statistische Archiv’ 
(Herausgeber Dr. K. Wacner). Die DStG hat 
ihre korporative Mitglicdschaft beim Internati- 
onalen Statistischen Institut angemeldet. 


VDI-Hauptversammlung 1949. Die nächste 
Hauptversammlung des Vereins Deutscher In- 
genieure wird in der Zeit vom 5. bis 10. Sep- 
tember 1949 in Düsseldorf stattfinden. 


Mitteilungen 


Zeitschriften 


Archimedes. Anregungen und Aufgabe fir 
Lehrer, Schüler und Freunde der Mathemeht. 


Eine Zweimonatsschrift, hrsg. von Oberstudies- 
direktor Dr. H. Cramer, Ministerialbeauftragter 
für das hôhere Schulwesen von Ober- und Mitte: 
franken. Schriftleiter: Studienrat F. Desx 
Verlag Josef Habbel, Regensburg. Preis je Heft 
DM —,96. Heft 1 erschien im Dezember 1948. 


Canadian Journal of Mathematics. Published for 
the Canadian Mathematical Congress by the 
University of Toronto Press. Editorial Board: 
H. S. M. Coxeter, A. GAUTHIER, L. INrELD, 
R. D. James, R.L. Jerrrey, G. De B. Ro 
BINSON (Managing Editor). Diese neue Zeit 
schrift erscheint vierteljährlich zum Preise von 
$6.00 pro Jahresband. Als Sprachen sind ia 
erster Linie Englisch und Franzésisch vorge- 
sehen. Das erste Heft ist kürzlich erschienen 


Neue Fachliteratur 


Bei der Redaktion liegen folgende neue Fach- 
schriften vor, deren Besprechung vorbehalten 
bleibt: 


BEUTEL, E.: Mathematische Aujgalen aus der 
analytischen Geometrie, der Differential- und 
der Integralrechnung mit Lüsungen. W. Kobk 
hammer Verlag, Stuttgart 1947. 1205S. mit 
53 Figuren. DM 3.90. 


BEtTEL, E.: Mathematische Formelsammlung. 6. 
Aufl. W. Kohlhammer Verlag, Stuttgart 1948. 
245. mit 10 Figuren. DM —.60. 

CREMER, L.: Die wissenschaftlichen Grundlagen 
der Raumakustik, Band 1: Geometrische Raww- 
akustik. (Physik und Technik der Gegenwart, 
Abteilung Akustik. Hrsg. von E. Meyen) 
S. Hirzel Verlag, Stuttgart 1948. VI u. 1708. 
mit 70 Abb. DM 8.40. 

Danzer, H.: Einfithrung in die theoreliahe 
Kernphysik. Vorlesungen und Vortrage. (Wis- 
senschaftliche Bücherei, Gruppe Bibliothecs 
Biophysica. Hrsg. von B. Rasewsny.) Ver- 
lag G. Braun, Karlsruhe 1948. VIII uv. 1875. 
mit 40 Bildern. DM 10.—. 


Mitteilungen 


Dasves, K., und A. Becke.: GroBzahl-Forschung 
und Haufigkeiteanalyse. Kin Leitfaden. Ver- 
lag Chemie, Weinheim a. d. Bergstr. u. Ber- 
lin 1948. 66 S. mit 17 Abb. DM 3.20. 


Deckert, A.: Die Logarithmen der natürlichen 
Zahlen und der Kreisfunktionen. (Neudruck) 
W. de Gruyter, Berlin 1948. 70S. DM 5.—. 


Duscuex, A. und A. Hocurainer: Grundzüge 
der Tensorrechnung in analytischer Dar- 
stellung. (In drei Teilen.) Teil: Tensor- 
algebra. 2. Aufl. Springer-Verlag, Wien 1948. 
VI n. 1298S. mit 26Abb. DM 9.—. 

Fiscuer, P. B.: Arithmelik. (Sammlung Gü- 
schen, Bd. 47.) 2. Aufl. W. de Gruyter, Ber- 
lin 1948. 152 S. mit 19 Abb. DM 2.40. 

Gauss, F. G.: Fünfstellige logarithmisch-trigono- 
metrische Tajeln neuer Teilung für Hundert- 
teilung des Rechien (dezimal unterteilter Neu- 
grad). 21.—26. Aufl. (Plattendruck). Ver- 
lag Konrad Wittwer, Stuttgart 1947. 189 S. 
und XXIV S. Erläuterungen. DM 4.50. 

Herrter, L.: Kurvenintegrale und Begriindung 
der Funktionentheorie. Springer-Verlag, Ber- 
lin, Gôttingen und Heidelberg 1948. IV u. 
48 S. mit 7 Textfig. DM 3.60. 

Horn, J. ¢: Gewühnliche Differentialgleichungen. 
(Géschens Lehrbiicherei, Bd. 10.) 5. erwei- 
terte Aufl. W. de Gruyter, Berlin 1948. 
VIII u. 2378. mit 4 Fig. DM 16.—. 

JAHNKE-EMDE: Tafeln hôherer Funktionen | Ta- 
bles of higher functions. Bearb. von F. Empe. 
4. neubearb. Aufl. B. G.Teubner, Leipzig 
1948. XII u. 3008S. mit 177 Textfig. DM 
11.80. 

JORDAN, W.: Handbuch der Vermessungskunde, 
III. Bd., 2.Halbband: Sphäroidische Be- 
rechnungen, konforme Abbildung des Erd- 
ellipsoids und Aujgaben der Erdmessung. Be- 
arbeitet von Q.Eccert. 9. Aufl. (unver- 
and. Abdruck der erweiterten 8. Aufl.). J. B. 
Metzlersche Verlagsbuchhandlung, Stuttgart 
1948. VIII u. 55558. mit sahlreichen Abb. 
DM 37.50. 

Linpow, M.: Gewôhnliche Differentialgleichun- 
gen unter Berücksichtigung der physikalisch- 
technischen Anwendungen mit zahlreichen Bei- 
sprelen und Aufgaben. (Mathematisch-physi- 
kalische Bibliothek, Reihe II, Bd. 4.) 3. Aufl. 
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B. G. Teubner, Leipzig 1948. 1205S. mit 
38 Fig. DM 3.30. 

LocHEr-Ernst, L.: Differential. und Integral- 

rechnung im Hinblick auf thre Anwendungen. 
* Birkhauser, Basel 1948. 6594 S. mit 406 Fig. 
48.— sfr. 

Perron, O.: Irrationalzahlen. (Güschens Lehr- 
bücherei, Bd.1.) 3. fast unveränd. Aufl. 
W. de Gruyter, Berlin 1947. VIII u. 199S. 
DM 10.—. 

Peters, J.: Dreistellige Tajeln für logarithmi- 
eches und numerisches Rechnen. 2. Aufl. Ferd. 
Dimmlers Verlag, Bonn 1948. 36 S. DM 2.40. 


REUTTER, F.: Darstellende Geometrie, Bd. II: 
Kotierte Projektion, Orthogonale Axonometrie, 
Zentralperspektive. (Wissenschaftliche Biiche- 
rei, Gruppe Mathematik.) Verlag G. Braun, 
Karlsruhe 1949. 216 S. mit 210 Abb. DM 
12.50. 

RoTHE, KR. +: Hôhere Mathematik für Mathema- 
tiker, Physiker und Ingentieure, Teil I: Diffe- 
rentialrechnung und Grundformeln der Integral- 
rechnung nebst Anwendungen. (Teubners Ma- 
thematische Leitfäiden Bd. 21.) 8. Aufl. B. G. 
Teubner, Leipzig 1948. 208 S. mit 161 Abb. 
DM 6.20. 

ScHONHARDT, E.: Vektor-Rechnung mit je einem 
Anhang über Tensoren und über komplexe 
Zahlen und Zeiger. (Auf Grund von Vor- 
lesungen und Ubungen von E. ScHONHARDT 
als Vervielfältigung herausgegeben von W. 
PAveL.) 2. Aufl. Stuttgart 1948. 295 S. mit 
160 Fig. DM 12.—. 

SOMMERFELD, À.: Vorlesungen über theoretische 
Physik, Bd. III: Elektrodynamik. Dicterich- 
sche Verlagsbuchhandlung, Wiesbaden 1948. 
XVI u. 367 S. mit 48 Fig. DM 15.—. 


STRUIK, D. J.: A concise history of mathematics. 
2 Bande. Dover Publications, Inc., New York 
1948. XVIII u. 3008S. mit 49 Portraits, Ab- 
bildungen und Textreproduktionen. Beide 
Bande zusammen $ 3.00. 

VALIRON, G.: Cours d'analyse mathématiques I: 
Théorie des fonctions. 3. Aufl. Masson et Cie, 
Paris 1948. II u. 522 S. 1000 fr. 

WITTENBERGER, W.: Rechnen in der Chemie. 
Kine Eïinführung. Mit 273 entwickelten 
Ubungebeispielen, über 1400 Übungsaufgaben 
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samt Lésungen. Springer-Verlag, Wien 1947. 
IV u. 324 S. mit 43 Abb. DM 11.70. 


Ferner sei auf folgende Schriftenreihen hinge- 
wiesen: 


Mathematische Forschung. Hrsg. von WILnELM 
BiascHKE. Wolfenbütteler Verlagsanstalt, Wol- 
fenbiittel-Hannover. Jedes Heft dieser neuen 
Schriftenreihe soll je eine in sich geschlossene 
Darstellung eines Fachgebietes der reinen oder 
angewandten Mathematik, an deren jiingster 
Entwicklung die Verfasser mitgearbeitet haben, 
enthalten. Die Hefte erscheinen zwanglos mit 
einem Umfang von etwa 120 Seiten DIN A 5 zu 
einem durchschnittlichen Preis von DM 8.—. 
Je 5 Hefte werden zu einem Bande zusammen- 
gefaBt, Band I wird folgende Hefte enthalten: 
1. H. Hasse: Klassenzahl Apetscher Korper; 
2. F. Severt: Die Grundlagen der abzählenden 
Geometrie (bereits ausgeliefert); 3. W. Burau: 
Grundmannigfaltigkeiten der projektiven Geo- 
metrie; 4. N. BEHRENS: Funktionen auf der 
Drehgruppe und Kugelfunktionen; 6. G. 
N&éBELING: Topologische Verbande und Vereine 
(Selbstreferat hierzu vgl. dieses Archiv 1 
(1948/49), 154— 159). 


Physikalische Forschung. Hrsg. von Pascuat. 
JORDAN. Wolfenbiitteler Verlagsanstalt, Wol- 
fenbiittel-Hannover. Erscheinungsweise wie die 
Schriftenreihe ,,Mathematische Forschung“ (s. 
oben) und mit analoger Zielsetzung auf dem Ge- 
biete der Physik. Auch Selbstreferate einiger 
Schriften der ,,Physikalischen Forschung‘ er- 
scheinen in diesem Archiv. 


Berichte des Mathematischen Instituts der T.H. 

Braunschweig. Das Mathematische Institut der 

T. H. Braunschweig liefert z. Z. folgende im 

Lichtpausverfahren vervielfältigte Berichte des 

Instituts: 

4/45 R. Icuiscu: Rechnerische Verfahren zur Be- 
stimmung theoretischer Bodenzahlen bei 
Rektifizierkolonnen. DM 3.80. 

2/47 W. Tuium: Uber eine Klasse von Integral- 
gleichungen, die in der Wahrscheinlich- 
keitsrechnung eine Rolle spielt. 

3/47 Tu. Kazuza jr.: Struktur- und Mächtig- 
kettsuntersuchungen an gewissen unendli- 


Mitteilungen 


chen Graphen mit einigen Anwendungen auf 
lineare Punkimengen. DM 6.10. 

4/47 P. Môxnic: Die praktische Aufldeung der 
FREDHOLMSschen Integralgleichung mit sym- 
metrischem Produktkern. DM 6.90. 


6/47 P.M6nnic: Theorte des symmetrischen 
Doppelintegralkerns. DM 5.60. 


Folgende Institutsberichte kônnen neu ange- 

fertigt werden (Minimal- und Maximalpreis in 

Klammern): 

1/46 J. Laus: Uber Punkigitter (DM 14.— bis 
20.80.). 


2/46 Tu. KaLuza jr.: Ober einige asym plotiache 


und exakte Formeln fiir die Anzahlen von 
diskordanten Permutationen (DM 6.25 bis 
7.60). 

3/46 K. LacHMANN: Hin neues Verfahren zur 
Lésung von Randwertaufgalen bet gewakn- 
lichen Differentialgleichungen zwetter Ord- 
nung (DM 10.80 bis 15.90). 


4/46 D. GRouNE: Kechenrerfahren zur Auf- 
lüsung von Gleichungssystemen (DM 8.25 
bis 12.10). 

7/47 J. Laus: Bemerkung zu einer Dreieckaauf- 
gabe, die in der Geodäsie eine Rolle spielt : 
(DM 4.75 bis 6.70). 

8/47 K. JaEcKEL: Vereinjfachte Herleitung der—~ 
WEIssINGERSchen Zirkulationsgleichung firm 
den schiebenden Tragflügel (DM 2.60 bis 
3.30). 


Kurze Buchbesprechungen 


D. J. Struix: A concise history of mathematic—— 
(Dover Publications.) New York 1948. XVIIT a= 
300 S. in 2 Teilen, 49 Tafeln, Textproben usæ= 
In Leinen § 3.00. 


Verf. ist als Mathematik-Professor am Mass=== 
chusetts-Institut für Technologie tatig und E—— 
treibt die Mathematikgeschichte nebenher as 
Liebhaberei. Seine Kurzgeschichte der Mathai 
matik will keineswegs mit den einschlägie==" 
Fachwerken in Konkurrenz treten, vielmehr r=1 
aufzeigen, wie das mathematische Denken dut 
das Zusammenwirken äuferer und innerer C—¥ m 


Mitteilungen 


[Bt wird und wie sich in ihm die 
1 Zustände der Zeit spiegeln. Das 
it liegt auf der Mathematik des 
nderts und ihren Hauptvertretern 
n); hier wird nicht etwa nach Pro- 
sondern nach Schulen angeordnet. 
n des Verf. sind interessant und 
er Wissen um die ideengeschicht- 
emgeschichtlichen und biogra- 
immenhänge wesentlich bereichern, 
», wenn die Einzelheiten hinläng- 
d behandelt würden. Leider stand 
r wenig Raum zur Verfügung, und 
as, Was Wir 80 gern genauer ausge- 
legt gesehen hatten, allzu kurz an- 
id wenn, wie hier, der gedankliche 
die Ergebnisse der Mathematik 
r gestreift werden, dann entsteht 
laB dem Leser die tiefere Einsicht 
robleme verschlossen bleibt. Die 
n Einzelheiten sind allzu flüchtig 
Jei eingehender Nachpriifung habe 
e Ungenauigkeiten gefunden. Sté- 
> vielen Druckfehler und das un- 
Register. Druck und äufere Aus- 

Werkes sind gut gelungen; die 
wirken allerdings etwas matt. 
resehen verdient der Versuch des 
such noch nicht voll gelungen, um 
1z Willen héchste Beachtung. Hof- 
die vorliegende Skizze bald naher 
usgefiihrt. 


J. E. Hormann (Ichenhausen). 


differential- und Integralrechnung. 
über die Grundbegriffe und Haupt- 
: Elemente der Differential- und 
ung einer Verdnderlichen, unend- 
nd Reihen mit konstanten Gliedern. 
rbeit von KL. Wacner. Ferd. 
erlag, Bonn 1948. 2725. mit 117 
. Preis br. DM 11.80. 


it durch seinen Titel die Beschrän- 
für den Anfänger logisch und syste- 
2ntliche erkennen. Auf die Praxis 
und Anwendungen in den Natur- 
n wird verzichtet. Es nimmt unter 
Jer schulmaBigen Kenntnis der 
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reellen Zahlen seinen Weg von dem Begriff 
der oberen und unteren Grenze iiber Grenz- 
wert und Stetigkeit von Funktionen ,,ohne 
Umweg zu dem Hauptbegriff der Infinitesimal- 
rechnung, der Tangente“. Es folgt das We- 
sentlichste über den TayLorschen Satz, Ap- 
proximation durch Polynome, Schmiegpoly- 
nome, das Riemannsche Integral, unendliche 
Folgen und Reihen mit konstanten Gliedern. 
Für den zweiten Band bleibt der hier noch feh- 
lende wesentliche Stoff. Die Darstellung geht 
z. B. in der Heranziehung anschaulicher Hilfs- 
begriffe, ohne Verzicht auf Strenge, methodisch 
selbstindige Wege, die auch in modernen Ge- 
bieten der héheren Analysis, entsprechend ver- 
allgemeinert, erfolgversprechend sind. So ist 
das Buch ein guter und niitslicher Fiihrer neben 
der Vorlesung. 


W. Soss (Freiburg-Oberwolfach). 


HERMANN WeyL: The classical groups, their 
invariants and representations. (Princeton Ma- 
thematical Series No.1.) Princeton University 
Press. Princeton N. J.1939. Neudruck 1946 
mit geringen Hinzufügungen. 3098S. $ 5.—. 


Es wird einem Mathematiker erlaubt sein, dieses 
Buch des berühmten Verfassers sein schônstes zu 
nennen, weil es einerseits einem rein mathe- 
matischen Gegenstand gewidmet ist, sogar einem 
ganz speziellen, und weil andererseits trotzdem 
des Verfassers Leben wahrend dreier Jahrfiinfte 
und sein weit über die Gebiete der Mathematik 
und Physik schauender Blick darin enthalten 
sind und mitschwingen. Handelt es sich dach 
im wesentlichen um denselben Gegenstand — 
die Darstellungen der halbeinfachen kontinuter- 
lichen Gruppen — dem schon die groBen Ar- 
beiten von 1925 in der Math. Zeitschrift ge- 
widmet waren; und der wichtigste Teil davon — 
die Darstellungen der allgemeinen linearen 
Gruppe GL — hat seinen Ursprung in der Ten- 
sorrechnung (man denkt an ,.Raum, Zeit, 
Materie‘*) und bildet einen wichtigen Bestand- 
teil von ,,Gruppentheorie und Quantenme- 
chanik‘*, in deren sukzessiven Auflagen man die 
immer bessere Meisterung des Gegenstands be- 
reits verfolgen kann. Auber der GL wird die 
orthogonale Grujrpe behandelt und die Komplezx- 


i ‘fs 4 o ° gee 
4 t LA . »* .” toe tne * 
oa o 
3 . . t 7 + n bd 7. 

+ . e De » «ee *° 
° en * 

. Aa A + Le wet? 

° , ‘ 7 ° « tes s °° 
os - 

LE >” 
. CS an “4 ." ~.*, 

s = art “yp » se ° "2° * 
s L 1 LA oo , 24° ‘ v ri - 
f? ry 64 ZY ° ° Le at ° 2 
À oo , e # ° e > 7 + .° > T° 
* . At ws? er, Te 
vs . 7 oe 4°2 . “7 he 

oe [2 e e » » 

” off wi * “¢ ° . RE 2% 
. - a +e 
in st cer get. Cut ie 

1 24 
‘ °° . , rf .! : LE Sr! 4 D *, oer 
neg ef tt fee Wen ng tent ale 
, , a e Pa a ed Md md or. . 
ore are «: d . ° ms: of, eo” ds. ste 
‘eu. ae oe “1 j eos Hes af ( e- 
pt ""s ee /. 10 J. Fee Gea, ef Us: +) Fe 


Cru rer Gripiers 22 fe 
aed (sf. this fis af, ha 6. rate ifu!- 


Jensarranie idinerten 


ee sr 
und 4 5 be 

fe nn Corne Osh tn 
Jratclortnetosen gar ubearen Bude der Grip- 
qu fer nee, Pestuntationen daleo einer Dar- 
Coruppentine: der avinmetrschen 
Csnppey in des Benehuny steht, dab jede ge- 
Cpr cnmathert aller rut der anderen ver- 
‘Transformationen it. Man findet 
deber die ‘Theane der Matnx-Algebren (wo- 
bet che | Bonunutator Alpebra! eine wichtige 
VCeolls agnelty, pesiedes die Theorne der Gruppen. 
noue ood noch apemeller die des Grappenrings 
der oymunctonchen Greppe weitpehend susge- 
fubirt aber mitemander verschrankt 
nod oem Eabheh auf die spezielle Auf. 
one Darstellungaweise, die 
wnen praften Reis besdat, wenn sie auch mane 
Chen maodernen Leser befremden mag, weil er 
die hente tbhehen. wtreng svatematischen und 
abattahies Darmtellungen algebraischer Theo- 
Thingy Kkomant cine nusfhhr- 
Jaraniantentheoric der 
pennnuten Caoppes cm CGevenstand, der aufs 
enpate oud der Darstellungstheotie zusammen. 
a den ulterun Pubbhationen des 


eheffrinses ole - 


suede odie 


tutisehhare a 


ables 


tthe es Bucher: 


tien pewohul tel. 


Fae mur 
ciate Se see eee 
- 
“a 
- 


ee lee to MZ hte Lili aT De Wligtdige Tote 
ee See tee feel Dole eee sey LUN CT 
Fern Tete OTe  Orées PARA  Spe 


Ses. Vi Te lel Seber! Las 
Se? CLT Beg 2d wiegurer S rer 
mt Ub RTS TT 

TEE TA STWR SR 


nie Laser 


lbp te. LL-CLr EIÂTE per re 
LAIT fegriie. ll Vesturawarsctes 
So vmL.eTisr ier LTD. Cartes 
1e at 222 Nacraauretcen are Crus 
rare. lV. ise ad (Tepe! End de 
2--£9T 42+ Loue sctzpoe. Vv. Lut erthogcra 


~ + Srpeguscze Grover. VIL 


‘epragcere =? Vers-récce der Scaceschea 
Jrosrratstinesttiée . Vill Azemsire In- 


FATAL er nine. LI xweiten Jeu ieses Ka- 
putes frdet set ¢.nges Cher Grippenkeime, 


Litwie RLge, Snsurer und die Topelogie 
kor. pakter Lizseher Grspper.r IX. Noeh ein- 
ra. de Matrzaicebren. Am Sehio3 findet sich 


die in Waves Buctem cewohnte Bibliographie. 


— => fe, 


Der Weyische Stil hat anscheinend auch im ag,» _, 
Ercglisch-n nichts von seinem Glanz und seiner me ,, 
Pilderfulle eingebüBt. Der nieht-englische Leserar 2 », 
maz 3 daran erkennen, da ihm auf Schritt unŒÆ ef 
Tritt Worter begegnen, die er sonst in der mathe-—>% à 
matischen Literatur nicht anzutreffen gewohn™ "ne 
ist. Von besonderem Reiz das Vorwort und alle Æ je 


Partien, die einen groBeren Cherblick oder Zum y.  : 


sammenhang vermitteln, wie 64 der Ei—m. 


leitung über KLrixs Erlanger Programm. 
H. Boerner (z. Z. Gôttingen 


L. PONTRJAGIN: 


Topological groupe. Tranmms:. 


2), 


~~ me, 


lated from the Russian by Emma LEHNE—— k, 


(Princeton Mathematical Series No.2.) Prim n- 
ceton University Press. Princeton 1939. Ne==u- 


druck 1946. Xu. 2998. $ 6.—. 





Wenn die Tatsache einen Ehrentitel für << 


Lehrbuch darstellt, daB es im Schriftenw er- 


zeichnis zahireicher Abhandlungen der Folgze- 
zvit erscheint, so kommt er gewiB diesem Buch 
des blinden Russen, von Emma LERMER me? 
sterlich ins Englische übersetzt, in besonderem 
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“Male zu. Ein Buch, das wie dieses in der vor- 
dersten Linie der seitgendssischen Forschung 
steht, vereinigt wie ein Brennspiegel die Strah- 

lenbahnen der Einzelforschungen seines Ge- 
biets und strahlt sie gesammelt wieder aus, 
eine ganze Schule von Forschern befruchtend. 
Die Ehe zwischen Gruppentheorie und Analysis, 
von Lie gestiftet, findet in diesem Buch ihren 
vollendeten Ausdruck in ihrer modernen Form 
alg Kombination zweier grundlegenden mathe- 

Matischen ,,Strukturen“, der einfachen Kom- 

Position und der Stetigkeit, wie sie in den 

Gruppenpostulaten und in den topologischen 

Axiomen verwirklicht sind. Es liegt dabei im 

Wesen der Sache, daB die abstrakte Spekula- 

tion tiber die Struktur nur einen kleinen Teil 
es Ganzen ausmacht: das III. Kapitel, die 
Zusammenstellung der Axiome, Definitionen 
und Sätze über allgemeine topologische Grup- 
Pen, umfaBt nur 35 Seiten, dio allerdings für 
«lie Wirkung des Buches wohl den wichtigsten 
“Feil ausmachen. Aber dann folgt eine reiche 

Fülle der schônsten Ergebnisse, die während 

æweier Jahrzehnte für die verschiedensten spe- 

wiellen Klassen topologischer Gruppen ge- 

#Æunden worden sind. Dabei kommen auch die 
durch Parameter beschreibbaren Gruppen nicht 
zu kurz, und so füllt das Buch eine vielfach 
empfundene Liicke — in deutscher Sprache 
gibt es überhaupt kein modernes Buch über 
topologische Gruppen — auf das schônste aus. 
Eine meisterhafte Darstellung, immer konzis, 
aber ganz vollstandig und übersichtlich ge- 
gliedert, macht die Lektiire für den Kenner zum 
Genu8 und ermôglicht sie auch dem Anfanger, 
zumal so gut wie nichts als bekannt voraus- 
gesetzt wird. (An zwei Stellen werden Satze 
der hôheren Analysis benutzt, die nicht bewiesen, 
aber genau formuliert werden: Integralglei- 
chungen im IV., Systeme von totalen Differen- 
tialgleichungen im IX. Kapitel.) Vom I. Ka- 
pitel an werden Beispiele gebracht, die so aus- 
gewahit sind, daB sie auch fiir das folgende 
wichtig sind und so fortdauernd die Darstellung 
vorbereiten und ergänzen. 


Schon das I. Kapitel über abstrakte Gruppen 
und das JI. über topologische Räume (aus dem 
Axiomensystem von Kuratowsk! entwickelt, 
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das den Begriff der abgeschlossenen Hülle an 
die Spitze stellt) sind so vollendet, daB man 
ihre Lektüre auch solchen Lesern, die sich nur 
für Gruppen oder nur für Topologie inter- 
essieren, wärmstens empfehlen kann. Vom III. 
Kapitel wurde schon gesprochen. Das IV. ent- 
halt die von Neumannsche Theorie und das Er- 
gebnis von Peter und WEYyL: Funktionen auf 
der Gruppe, invariante Integration, Vollstan- 
digkeit des Systems der irreduziblen Darstel- 
lungen fiir kompakte Gruppen mit einem ab- 
zählbaren vollständigen Umgebungssystem. Das 
V. Kapitel ist den kommutativen Gruppen ge- 
widmet, die dank der Arbeit des Verf. schon sehr 
weitgehend erforscht sind: Reziprozität zwi- 
schen einer Gruppe und ihrer Charakteren- 
gruppe, zwischen kompakten und diskreten 
Gruppen usw., schlieBlich ein Abschnitt über 
topologische Zahlkérper mit dem Satz, daB es 
nur drei im Kieinen kompakte, zusammen- 
hängende Zahlkôrper mit einem abzahibaren, 
vollständigen Umgebungssystem gibt: die re- 
ellen Zahien, die komplexen Zahlen und die 
Quaternionen. Das VI. Kapitel enthält das 
Grundlegende über Lresche Gruppen. Das 
VII. ist Hitperts fünftem Problem gewidmet, 
dessen Lésung man von NEUMANN und dem 
Verf. verdankt: unter gewissen Voraussetzungen 
ist jede in der Umgebung der Eins durch Para- 
meter beschreibbare Gruppe eine Lie-Gruppe. 
Das VIII. Kapitel enthält Scnrerers Re- 
sultate über den Zusammenhang zwischen 
Gruppenkeim und Gruppe: universelle Uber- 
lagerungsgruppe usw. Im IX. endlich wird die 
Theorie der Lre-Gruppen fortgesetzt: Infinite- 
simalring, Konstruktion des Gruppenkeims aus 
den Strukturkonstanten, Klassifikation der ein- 
fachen Lie-Gruppen, Konstruktion einer gan- 
zen Lig-Gruppe aus dem Gruppenkeim, Auf- 
bau aller kompakten Liz-Gruppen usw., diese 
Dinge z. T. ohne Beweis, da ihre vollstandige 
Herleitung ein Buch für sich füllen würde. — 
Ein wunderbares Werk! 


H. Boerner (2. Z. Gôttingen). 


BENJAMINO SEGRE: Lezioni di geometria mo- 
derna, Volume I, Fondamenti di geometria sopra 
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po qualsiasi. Zanichelli, Bologna 1948. 
195 S. 


Jahrhunderten bestehen Wechselwirkun- 
zwischen Geometrie und Algebra. So war 
‘rwarten, daB die Fortschritte der Algebra 
den letzten Jahrzchnten auf die Geometrie 

ückwirken würden. Diese Hoffnung be- 

ant sich in zwei Büchern zu verwirklichen, 
e etwa gleichzeitig mit verwandten Zielen 
rschienen sind. nämlich W. V. D. Hopce und 
). Penor, Methods of algebraic geometry I, 
Cambridge 1947, und das vorliegende Buch von 
B. Secre. Nach der älteren Generation al- 
gebraischer Geometer von Italien, der G. 
CaSTELNUOVO (geb. 1865), F. Enriques (1871/ 
1946), C. SEGRE (1863/1932) und F. SEvVERI 
(geb. 1879) angehôren, ist B. SEGRE (geb. 1903) 
einer der hervorragenden jüngeren Vertreter der 
algebraischen Geometrie in Italien. Dahin 
ist er aus England, wo er ein Buch über die 
Flächen dritter Ordnung verfaBt hat, an seine 
frühere Wirkungsstätte, die altehrwürdige Uni- 
versität Bologna, zurückgekehrt. Das neue 
Buch entstammt einer dort 1946/47 gehaltenen 
Vorlesung. 
Ich gebe zunächst cine kurze Übersicht über 
den Inhalt. Erster Teil: Grundbegriffe der 
neueren Algebra. §1 Einkitung. § 2 Rest- 
klassen mod p, §3 Gruppen, §4 Ringe, §5 
Kôrper und Felder, §6 Untermengen, Klassen, 
Abbildungen, Homomorphismen, §7 Unter- 
gruppen und Homomorphismen bei Gruppen, 
§8 Unterringe und Ideale, $9 Unterkérper, 
§10 Nullstellen von Polynomen, §11 Erwei- 
terungen, §12 Endliche Kôrper und GaLois- 
Felder. Zweiter Teil: Grundlagen der projekti- 
ven Geometrie auf einem beliebigen Kôrper, 
§13 Lineare Räume, §14 Graphische Raume, 
§15 Unterräume eines graphischen Pasca.- 
Raumes, §16 Isomorphismen zwischen Pas- 
CAL-Raumen, § 17 Endliche lincare Räume. 


Die Voraussetzungen an den Leser sind gering, 
da die nôtigen Kenntnisse der Algebra im ersten 
Teil auseinandergesectzt werden. Das Buch 
strebt keine Vollständigkeit an, bringt aber an 
kennzeichnenden Beispielen geometrische Spie- 
gelungen der neuen allgemeinen Begriffe der 
Algebra und den Nachweis, daB umgekehrt die 


Fragen der algebraischen Geometrie zu neuen 
algebraischen und arithmetischen Untersu- 
chungen AnlaB geben. : 

Ein,,linker“ linearer Raum wird durch die,,Punk- 
te“ Em (zy, Tes... Zn) ~ (CO Ta Cr + Za) 
gebildet, worin die (nicht sämtlich verschwin- 
denden) ,,homogenen‘ Koordinaten x; und 
c +0 einem ,,Kôürper*‘y angehôren (Schief- 
kôrper), von dem Vertauschbarkeit der Multi- 
plikation nicht vorausgesetzt wird. Ein ,,Unter- 
raum“ wird durch die Punkte 


E= fle, + Ses+...+ de, 


à 
a= res 


erklärt. wenn die cy in y liegen. Es laSt sich 
dann z. B. zeigen, daB jede ,,Hyperebene‘* un- 
seres Raumes durch eine Gleichung 


t,t, +t, ret... tte %e=— 0 


(die ¢ in y, nicht alle = 0) darstellbar ist. Sol- 
che Begriffsbildungen erméglichen unter an- 
derem eine Durchmusterung der Grundlagen der 
Geometrie (womit schon HizBERT begonnen 


Ze 
~ ax. 
xs 


x 
hat) und das Studium der Abhängigkeit der +, 4 


Figuren wie der von Papros und DESARGUES. _ =. 
In 614 wird die Beziehung der ,,linearen** sua, 


=S, 


y 


den ,.graphischen Raumen untersucht. it =: 
denen die Anordnungsaxiome der projektiveceæ 
Geometrie gelten. Insbesondere werden in §1~ _ gy 
ausfihrlich die ,,endlichen“ linearen Räume bem. 
trachtet, die nur endlich viele Punkte enthaltetummge, 
Der Verfasser kündigt noch 2 weitere Bande sem; 


ner modernen Geometrie an, einen über nice: 
lineare projektive Geometrie mit arithm ~. 
tischen Anwendungen und den letsten ih» € 
die Invarianten birationaler Abbildungen. > à. 
bei verspricht er durch geometrische Anschea uw. 
lichkeit die Gefahr zu vermeiden, sich in die 


trockene Wüste abstrakter Allgemeinheiten zu 
verlieren. W. BLascuxEe (Hamburg), 


E. MüLLER (+) und E. Kruppa: Lehrbuch der 
darstellenden Geometrie. 6.erganzte Auflage; 
IX u. 4041S. mit 375 Abb.; Springer-Veriag, 
Wien 1948. Im deutschen Buchhandel: bt. 
DM 18.—. 





Dieses vorziigliche Lehrbuch, das vielon Gene- 
Tationen von Studierenden Methoden, Ergeb- 
lisse und Anwendungen der darstellenden Geo- 
Metrie vermittelte und das seit 40 Jahren den 
guten Ruf der Wiener geometrischen Schule 
verbreiten half, liegt jetzt in 6. Auflage vor, 
deren Rechte an den Springer-Verlag in Wien 
übergegangen sind. 


Nachdem bereits die 1936 im Verlag von B. G. 
Teubner in Leipzig erschienene 4. Auflage durch 
den zweitgenannten Verfasser eine gründliche 
©unbearbeitung erfahren hatte, ist die nun- 
Mehhr notwendig gewordene 5. Auflage im we- 
Sentlichen ein berichtigter photomechanischer 
Una druck der 4. Auflage, dem ein selbständiges 
& Pitel über Photogrammetrie und ein Anhang: 
Æinzungen zur Axonometrie hinzugefügt wor- 
dem sind. Damit wird die neue, buchtechnisch 
fri edensmaBig ausgestattete Auflage den An- 
e Lüchen gerecht, die man an ein modernes und 
ni pfehlenswertes Lehrbuch zu stellen pflegt. 


H. BizaaARz (Freiburg-Oberwolfach). 


x, ~ FôPpz: Drang und Zwang. Eine hohere Festig- 
Le slehre für Ingenieure, III. Band. Leib- 
Märverlag, München 1947. 191S. mit 82 Abb. 


Æu den 1920 in erster Auflage erschienenen Bän- 
en ,,Drang und Zwang‘‘ 1 und II kommt jetzt 
Sin never dritter Band hinzu, in dem in der- 
&Relben Art neuere Arbeiten zur Elastizitats- 
Rheorie behandelt werden. Da über Platten und 
Gber Schalen bereits Bücher anderer deutscher 
Autoren vorliegen, beschränkt sich Verfasser 
— wie schon aus dem Untertitel ,,Der ebene 
Spannungszustand'‘ hervorgeht — ganz auf 
Scheibenprobleme. Die Vereinfachungen, die 
hier gegenüber dem raumlichen Spannungs- 
zustand auftreten, gestatten die Anwendung 
eleganter mathematischer Methoden, wie der 
Airyschen Spannungsfunktion oder komplexer 
Darstellung. Obwohl das Buch mit der be- 
kannten Klarheit und dankenswerten Ausführ- 
lichkeit als hôhere Festigkeitslehre für Ingeni- 
eure geschrieben ist, diirften auch den Mathe- 
matiker die reichhaltigen und weitgehenden An- 
wendungsmoglichkeiten solcher Methoden inter- 
essieren. K. WiEGHARDT (Gottingen). 
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H. DAnzeEr: Kinführung in die theoretische Kern- 
physik. Verlag G. Braun, Karlsruhe, 1948. 
VIII u. 187 S. mit 40 Bildern. DM 10,—. 


Bei dem immer steigenden Interesse, das die 
Physik der Atomkerne beanspruchen darf, muB 
eine Darstellung ihrer theoretischen Grund- 
lagen wie diejenige von H. DANzER besonders 
begrüBt werden. Das weniger als zweihundert 
Seiten starke Bändchen besitzt in der Tat alle 
wesentlichen Vorzüge, die einer ,,Einführung 
in die theoretische Kernphysik“ zustatten 
kommen: Es ist in der Darstellung und im 
Aufbau einfach und durchsichtig, behandelt 
fast alle wesentlichen Kapitel der modernen 
Kernphysik und ist bei der Behandlung der 
Einzelfragen gerade auch in theoretischer und 
mathematisch-technischer Hinsicht oft recht 
eindringend. Zugleich schlieBt es eine in den 
letzten Jahren recht fühlbar gewordene Liicke 
des physikalischen Schrifttums in einer gliick- 
lichen Weise. 


Nach einer knapp gefaBten Einleitung, in 
welcher die Grundtatsachen der Kernphysik 
seit RUTHERFORDS Entdeckung des Kernatoms 
zusammengestellt sind, werden in den beiden 
ersten Kapiteln die mit den Kernmassen zu- 
sammenhängenden Probleme der Bindungs- 
energie und daran anschlieBend sogleich die 
Theorie der Kernspaltung im Sinne der Ar- 
beiten von Bourn und WHEELER behandelt. 
Bei dieser Gelegenheit finden u. a. bisher nicht 
weiter bekannt gewordene Versuche des Ver- 
fassers über elektrisch erregte Schwingungen 
an Seifenblasen Erwähnung, welche die Grund- 
idee der Bour-WHEELERSchen Theorie an- 
schaulich demonstrieren. In den folgenden Ab- 
schnitten werden die hauptsächlichen Typen 
von Kernreaktionen (Kernverdampfung, y- 
Strahlung aus angeregten Kernen, Streuung 
und Bremsung von Neutronen durch Protonen) 
im AnschluB an die Bonrsche Theorie des 
Zwischenkerns in einer iibersichtlichen und 
meist bis an die Grenze unseres derzeitigen 
Wissens vordringenden Weise behandelt; auch 
hierbei gewinnt die Darstellung sehr durch 
wiederholten Hinweis auf anschauliche optische 
oder elektrodynamische Analogien, so vor allem 
in dem der ausfübrlichen Ableitung und Dis- 
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kussion der Brert-Wicnerschen Formeln der 
Resonanzstreuung und Resonanzabsorption ge- 
widmeten Kapitel über die Streuung von Neu- 
tronen an Atomkernen. Besondere Sorgfalt ist 
auch auf die Herausarbeitung des Begriffs der 
Kerntemperatur (und seiner Grenzen) sowie 
auf die Neutronenbremsung in wasserstoff- 
haltigen Substanzen (Fermi, Botne und Ar- 
beiten des Verfassers) gelegt worden. Ein um- 
fangreicher Anhang mit mathematischen Er- 
gänzungen entlastet den Text von Einzelheiten 
und gibt dem tiefer Eindringenden anderer- 
seits Gelegenheit, sich die ausführlich darge- 
stellten ergänzenden Beweise anzueignen. Die 
Theorie der Kernkräfte wird nur andeutungs- 
weise gestreift und die mit der Existenz des 
Mesons zusammenhängenden Fragen werden 
nicht mehr behandelt. 


Im ganzen kann das aus den Erfordernissen des 
Hochschulunterrichts hervorgegangene Werk- 
chen, das sich ebenso an den fortgeschrittenen 
Studenten wie an eigentliche Physiker wendet, 
aufs wärmste empfohlen werden. 


H. Hôxz (Freiburg i. Br.). 


E. Zwincci: Versicherungsmathematik. (Lehr- 
bücher und Monographien aus dem Gebiete der 
exakten Wissenschaften, Mathematische Reihe, 
Band I.) Verlag Birkhäuser, Basel 1946. 


Beim Lesen des Zwinccischen Buches emp- 
findet man die Notwendigkeit dieser Verôffent- 
lichung, sie bringt eine glückliche Vereinigung 
von theoretischer Gründlichkeit mit Auswahl 
der fiir die Praxis wichtigen Fragen. Das Buch 
ist entstanden aus Vorlesungen an der Universi- 
tat Basel. Es verwendet, der praktischen An- 


Mitteilungen 


wendung wegen, vorwiegend die diskontinu- 
ierliche Methode, zeigt aber Wert und Verwen- 
dung der kontinuierlichen Methode auf. 


Nach vorbereitenden Ausführungen über die 
Zinsrechnung, mit kurzen Angaben über ma- 
thematische Kurse von Wertpapieren, werden 
unter Aufbau auf der Sterbeintensität Aus- 
scheideordnungen auf allgemeiner Grundlage 
behandelt und über das Aquivalenzprinzip für 
die verallgemeinerte Versicherungsform Pri- 
mien und Deckungskapital entwickelt. Die Be- 
diirfnisse der Versichernng auf ein Leben mit 
versicherungsmathematischer Individualpramie 
werden ausführlich dargestellt, Gruppen- und 
Naherungsverfahren sur Deckungskapitalbe- 
rechnung finden sich in leichtfaBlicher Uber- 
sicht; ein Abschnitt über Versicherung mit 
Durchschnittsbeiträgen ist angefügt. Der fol- 
gende Teil über Versicherungen auf mehrere 
Leben bringt auch Angaben über Gruppen- und 
Pensionsversicherung. Weiter sind die Van- 
ation der Rechnungsgrundlagen und Ausgieichs- 
rechnung ausgefiihrt, wobei auf die — auch mr 
Einführung zweckmässige — Darstellung der 
Ausgleichsrechnung besonders hingewiesen sei. 


Die Darstellungen des Verfassers erfolgen in 
überzeugender Klarheit, wobei die Allgemein 
heit der Ansätze und die Strenge der Voraus- 
setzungen stets zu einem solchen Ergebnis füb- 
ren, das den Theoretiker und den Praktiker 
befriedigt und iiberzeagt. Die Beispiele und 
Literaturhinweise sind erfreulich modern, das 
ausführliche Literaturverzeichnis (ca. 200 An- 
gaben) ist eine angenehme Zugabe, auch fir 
den Studenten der Versicherungsmathematik. 


M. Koppe (Stuttgart). 
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Band 1 Archiv der Mathematik Heft 5 (1948/49) 


Zur Kettenbruchtheorie der zweiseitigen Zahlklassen 


Von HERMANN ScumipT in Braunschweig 


Nach DepEkinp und WEBER [vgl. [8]., S. 433, FuBnote 4)] beiBt eine reelle qua- 
dratische Irrationalzahl (hierfür im folgenden kurz: quadratische Zahl) zweiseitig, 
wenn sie mit ihrer konjugierten äquivalent ist, d. h. mit dieser durch eine linear- 
gebrochene, ganzzahlige unimodulare Transformation zusammenhingt. Da diese 
Eigenschaft beim Ubergang zu einer äquivalenten Zahl erhalten bleibt, hei8e ent- 
sprechend eine Klasse (der aus dieser Aquivalenzdefinition entspringenden Klassen- 
einteilung der quadratischen Zahlen) zweiseitig, wenn sie eine zweiseitige Zahl ent- 
halt (und daher aus lauter solchen besteht). Die primitive Periode der regelmäBigen 
Kettenbruchentwicklung einer zweiseitigen Zahl ist bekanntlich entweder sym- 
metrisch, oder sie zerfallt (bei passender Wahl des Periodenbeginns) in zwei sym- 
metrische Abschnitte (PERRON [5], S. 86). Darüber hinaus kann man aber — und 
das sei im folgenden durchgeführt —, indem man durch zyklische Vertauschung 
der Elemente einer Periode zu einem anderen ,,vollständigen Quotienten“ des 
Kettenbruchs (oder also: zu einem anderen reduzierten Vertreter der Klasse) über- 
geht, noch einfachere Normalformen herstellen. Man gelangt so zu einer erschépfen- 
den Ubersicht iiber die zweiscitigen Klassen, und schlieBlich mit Hilfsmitteln der 
elementaren Zahlentheorie zur Angabe eines vollständigen Systems inäquivalenter 
Vertreter und damit zur expliziten Berechnung der Klassenzahl bei beliebiger Dis- 
kriminante. — Für die benutzten Begriffe und Hilfssätze aus der Lehre von den 
regelmaBigen Kettenbriichen sei auf PERRON [5], Kap. 3 verwiesen. 

Sei also nun die Periode einer zweiseitigen Zahl in der Form vorgelegt 


C1. Case ee Cp | dy dose Eu : 
Wo ¢,=¢,,,_(A=1,2,...)), d,—=d,,1_,(u=1, 2,...m). 
Ist dann zunächst eine der Zahlen 1, m ungerade, etwa m =2r +1 (r = 1), so er- 
halt man durch geeignete zyklische Vertauschung die Periodenform 
By s91-++ Bm, Cy... Cy Gy,.. d,|d,,1; (1) 


die ,,vom Typ o,_,, 6,“ ist, wenn k =1 +m, und allgemein a, einen symmetrischen 
Komplex von x natiirlichen Zahlen bedeutet. Für r= 0 liegt diese Gestalt schon 
vor. (Für x = 0 ist o, leer und gilt als symmetrisch.) 
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Ist andererseits etwa m= 2r gerade (r>- 1), so entsteht entsprechend de 
Periodenform 
dede oc... dope Cy... Cp dy... d 


, rs (à 
also ein symmetrischer Komplex o,. wie er für r —0 (wo keine d, auftretent schon 
vorliegt. Eine dieser beiden Umordnungsméglichkeiten tritt aber ja immer ein. 
und sogar beide gleichzeitig. wenn & ungerade ist. Aber bei primitiven Pericden 
auch nur dann: das zeigt der 

Hilfssatz 1. Lat die primitive Kettenbruchperiode für eine zweiseitige Zahl sym- 
metriach und von gerader Gliederzahl, so kann sie nicht durch zykliache Vertauschung 
der Glieder in die Gestalt o,_.,. 6, gebracht werden. 

Sei nämlich & = 21. und die Periode in der folgenden Schreibweise svmmetrish: 
b,.b,....b,,. Wir wollen die Definition der b, durch die Festsetzung b,. = 5, für 
vy sw (21) auf alle ganzzahligen » ausdehnen. Die Symmetrie drückt sich dam 
durch die fiir alle » giiltige Beziehung aus 


a) b. = 6b. fiir v =—r+1 (21). 


Angenommen nun, es sei bei passender Wahl von p das (k — 1)-ghederige Perioden- 
tuck h, yo... bgy, by by... by, symmetnisch. Ohne Einschränkung darf ange- 
nommen werden, daB 0 < p<=l. Dann folgt b,_,—0b,_,,-_, für » = 1.2....21 
also 
b) 6, = 5b. für » =— 7» ~2p (21). 

Wendet man nun a). b) abwechselnd an. so folgt für jedes ganze 2 > 0 b. =}, 
sobald v2 + A+(2 p— 1) (mod 21). Es sei nun der gréBte gemeinsame Teiler 
(2p .21):=0. Dann ist 1 = 6< 21. und die Kongruenz (2 p—1)4=6 
(mod 21) ist nach 2 auflüsbar: das bedeutet aber 6,, , = 6, für alle », im Wider- 
-spruch zu der Annahme. da die Lange der primitiven Periode 21 > 6 sei. 


Wir formulieren nun den der Hauptsache nach bekannten 
— _& 
Satz 1. Der regelmälige AKettenbruch fiir die quadratische Zahl £ = | D+ > 


(10S rational, D >~ 0 und nicht Quadrat einer Rationalzahl) ist dann und nur dann 
ton der Gestalt 

bo. O,--1- 4%. (3) 
aden 


ai N qanzzahliy b) | D 1 bar. > > , (4) 


yp nachdem dic Spur S gerade oder ungerade ist [b, = S, (@)] (Vel. Krarrcum [4], 
fe 61 62: Donnie [IT S 4%) 

Aus Satz 1 folgt insbesondere, daB im Falle der Periodenform (1) die durch À 
bestunmte Klasse ¢mindestens: einen reduzierten Vertreter ganzzahliger Spur be- 
atst dur den sich also die Aquivalenzbeziehung zwischen den Konjugierten in der 
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speziellen Form schreiben la8t 7’ — — » +S; ein solcher Vertreter ist jedenfalls 


9 = y Op 25 9. (5) 


Ebenso folgt aus einem bekannten Satze von Gators (s. etwa Perron [5], S. 83, 
Satz 6), daB im Falle (2) eine (von selbst reduzierte) Zahl der Norm — 1 in der 


Klasse auftritt, für die also die betreffende Aquivalenz sich schreiben läBt ’ = — * . 
Unter Einführung einer naheliegenden Bezeichnung kénnen wir damit aussprechen 


Satz 2. Die primitive Periode des regelmaBigen Kettenbruchs für eine zwetseitige 
Zahl laBt sich stets in der Gestalt o,__, , 6, (bzw. b,, 0,_,) oder aber a, schreiben. Im 
1. Falle hat man eine Klasse mit (mindestens) einem reduzierten Vertreter. ganz- 
zahliger Spur (zweiseitige Klasse 1. Art), im 2. mit (mindestens) etnem Ver- 
treter der Norm — 1 (zweiseitige Klasse zweiter Art). Eine Klasse ist dann 
und nur dann gleichzeitig von erster und zweiter Art, wenn die Lange der primitiven 
Periode ungerade ist. 


. Zusatz. Eine Klasse ist auch dann schon von der 1. Art, wenn es iiberhaupt 
einen (nicht notwendig reduzierten) Vertreter ganzzahliger Spur gibt. In der Tat 
kann, wenn D wie bei Satz 1 vorausgesetzt wird, ein solcher ohne Einschränkung 
von der Form = yD oder YD + 4 angenommen werden. Im ersten Falle er- 


füllt entweder & oder % : die beiden Bedingungen (4). Im zweiten Falle sind diese 


Bedingungen erfüllt, wenn y D > 4; andernfalls bestimme man aus 2 £*—1= 5.— 
die äquivalente Zahl gleicher Spur 


gt, .* = DE +4, wo nun VD = > 4. 


ty 
> 


Dann hat nach Satz 1 &* eine Entwicklung der Form (3), und (5) ist ein redu- 
zierter Vertreter ganzzahliger Spur. 


Entsprechend dem Beweis von Hilfssatz 1 findet man, daB sich jede primitive 
Periode der Lange & > 2, die vom Typo,_,, 5, oder o, ist, durch zyklische Ver- 
tauschung auf genau eine Art in eine Periode des gleichen Typs überführen lä8t, 
falls k gerade, und auf genau eine Art in eine Periode des anderen Typs, falls & 
ungerade. Damit ergibt sich für die Klassen der späâter zu verwendende 


Hilfssatz 2. In einer zwetseitigen Klasse der Periodenlänge k > 1 gibt es genau 
zwei verschiedene reduzierte Vertreter ganzzahliger Spur bzw, der Norm — 1, wenn 
die Klasse nur von einerlei Art ist; ist sie jedoch von beiderlei Art, so ist je genau ein 
Vertreter der beiden Sorten vorhanden, — Für k = 1 hat man eine Alasse mit einem 


Vertreter Ve+a4ae == c, der als Einheit der Norm — 1 beide Eigenschaften vereinigt. 


2 
23" 


d baw. di=4,°q.--4.- 


wo s .- 1 und die 4, paarweise teilerfremde Primzahlpotenzen bedeuten. Für jede 
zweiscitige Klasse J. Art erhält man einen Vertreter ganzzahliger Spur aus einer 
quadratischen Gleichung mit ganzzahligen Koeffizienten 

at?—bt—c=0, (4) 
wo (a,b.e)-=].a-0, b?— 4ac = d, und —b;a —S ganzzahlig ist Das be- 
deutet also a !d, d =aa’, und | 

aS?— a'=0(4), (8) 


worauf sich dann 
_ 18 a | (9) 
herechnet. Hierbei ist noch zu fordern (a,c) = 1, weshalb es geniigt, die Falle 
(a,a’) = 1,2 oder 4 (10) 


in Betracht zu ziehen. 
Beschränken wir uns sogleich auf reduzierte Klassenvertreter und nehmen wir 


an, daB &:-= ni Fd die reduzierte der beiden Wurzeln sein soll, so heiBt das, 


dal S im Intervall 


Ia 


—2 <S< 


Va (11) 


zu wählen ist, woraus insbesondere S > 0 und 


a<|a (12) 


hervorgeht. Dic Lüsungen von (8) sind, nachdem a entsprechend (12) ausgewahit ist, 
eratens 


S == () (2), falls a’ = 0 (4); (13a) 
dabei ist (11) nur erfüllbar, und dann auf genau eine Weise, wenn sogar a < Va 


da für 1 < Fe < 2 im Intervall (11) keine gerade Zahl liegt; — und ferner 
S == 1 (2), falls a’ =a (4); (13b) 
und dann ist stets (11) auf genau eine Weise erfüllbar. 


Betrachten wir zunächst den Fall :d—1(4). a darf dann ein beliebiger, (12) 
und (a, a’) == 1 erfüllender Teiler von d sein; dann ist von selbst a’ == @ == + 1 (4) 
und S == 1 (2) jeweils eindeutig festgelegt. Es entstehen genau 2°—* verschiedene 


Se 
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Gleichungen (7) und damit Zahlen £, da die (9) und (11) erfüllenden a zusammen 
amit ihren komplementären Teilern a’ gerade die 2°-! Zerlegungen von d in 2 positive, 
teilerfremde Faktoren liefern. Wegen Gleichung (9), die wir in der Form schreiben 
=’ =aS8*%—4c, und weil @ ungerade, wird ferner 1 = (a, a’) = (a, 4 c) = (a, c), 

also sind die erhaltenen Gleichungen auch alle primitiv. 
Ist nun :d = 0 (4), 80 gibt es + zunkchet stets Lüsungen von (8) mit S ==0 (2), 


namlich [reger a’ == () (4)] für a! = . Hierbei ist jetzt nach (13a) a < Vt zu nehmen, 


und wegen * = 1 ist (a, ce (a,c); man hat also (a, $ i ‘)= = 1 zu fordern, 
und die dann mit Rücksicht auf (6) hervorgehenden 2’~* Lüsungen sind wegen 
(a,c) =1 alle brauchbar. — Es ist aber jetzt auch die Méglichkeit S == 1 (2) zu 


priifen. Wegen (10), (13b) kommen nur die folgenden Fälle in Betracht: 

a) (a, a’) = 2 und dann a =a’ = 2 (4); B) (a, a’) = 4. 
Eine Zerlegung der Art a) ist nur méglich, wenn alle q, ungerade, so daB ‘ = + 1(4) 
ausfällt. Man setze dann a = 2a, a = 2a’, wo jetzt a,a’ ungerade und teiler- 


fremd; die Bedingung (12) übersetzt sich in a < “ und es entstehen in gewohnter 
Weise 2°! Lésungen. Aber nur dann wird jetzt ‘a c) = 1, wenn £ == — ] (4), 


oder also d = 12 (16). In der Tat: wegen S = S2q*— ac folgt aus € == + 1(4) 
wegen S? == aq? = 1 (4) sofort c = 0 (2), also (a,c)> 2. Ist dagegen d/4 == — 1 (4), 
so folgt ebenso ac = 1 (2), also c ungerade, und daher wird dann (a,c) = (a,c) = 
= (a, a5") = (a, “5")= (a,a')=1. Setzt man endlich im Falle B) ent- 


2 3 
sprechend a = 42, a’ = 4a’, so kénnen die teilerfremden Zahlena, a’ nicht beide 
ungerade sein, da sonst nach (9) c — a S®— a’ gerade, also (a,c) > 0 wiirde. Es 
ist also d notwendig von der Form d = 16: 2*q:93..q, mit e > 0, und alsdann 
gibt es auch wirklich wieder 2’—* Lésungen mit (a, c) = (a, a —a’), worin a —a’ 
ungerade, also (a,c) = (a, a —a’) = (a,a’) = 1, wie zu fordern. Wir fassen zu- 
sammen in 

Satz 3. Wird die natürliche Zahl s durch (6) erklärt, so gibt es für jede Diskrimi- 
nante d stets 2°} verschiedene reduzierte Zahlen ganzzahliger Spur S = d (mod 2). 
Weitere, und zwar nochmals 2°! reduzierte Zahlen ganzzahliger Spur gibt es nur noch, 
wenn d ==12(16) oder d == (0 (32); für die hinzukommenden Zahlen ist dann aber 
S == 1 + d (2) und die Gesamizahl beläuft sich in diesen Füllen auf 2’. 

An Beispielen, wie d = 60 oder d = 96 (8 = 2) sieht man, daB die ermittelten 
Vertreter keineswegs inäquivalent zu sein brauchen. Vor Beantwortung dieser 
Frage bestimmen wir die zweiseitigen Klassen 2. Art. Wir haben hierzu die primi- 
tiven quadratischen Gleichungen der Form a ¢? + 6 t —a = 0 mit vorgeschriebener 


\ 
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Diskriminante d zu bilden, wobei für a > 0 6 < 0 zu wählen, damit £ = ae i 


reduzierte der beiden Wurzeln wird. Das bedeutet die Ermittlung aller Darstel- 
lungen | 


d = 4 a? +b? (14) 


in ganzen teilerfremden Zahlena > 0,b<0. DemgemäB betrachten wir fir 
d == 1 (4) die diophantische Gleichung 


u? +o2=d. (15a) 


In jeder positiven Lüsung u, v ist genau ein Element, etwa u, gerade. Setzt man 
a = u/2, b = —v, so erhält man unter Beschränkung auf (u, v) = 1 alle zulassigen 
Darstellungen (14). Ist d == 0 (4), so ist b notwendig gerade. Setzt man demgemi 
a=u, b — — 2», so gelangt man zu 


u2tv%—d/4, (15b) 


worin wieder (u,v) = 1 zu fordern ist. Für ungerades d/4 ist genau eines dieser 
Elemente gerade; dieses ist für v zu nehmen, da andernfalls (a, 6) > 0 ausfällt. 
Für gerades d/, entstehen aus jeder positiven Lüsung u, v von (15b) zwei verschiedene 
Lésungen a, b, da in (15b) u, v noch vertauscht werden kônnen; einziger Ausnahme- 
fall hiervon: u =v=1,d=8, = |'2+1. Es ist nun bekanntlich genau dann 
(15a) bzw. (15b) in teilerfremden Zahlen unlésbar, wenn entweder 


p|d, wo p eine Primzahl = 3 (4), oder 16 |d (16) 


(was nur im Falle (15b) in Frage kommt). (Vgl. etwa Scxozz [7], $ 20, insbesondere 
68—69, woselbst rein rational, oder Harpy-Wricut [2], 242—243, wo mittels der 
Theorie des Gaussschen Zahlkôrpers vorgegangen wird.) Und zwar gibt es im 
Lisbarkeitsfalle genau 2°! teilerfremde Paare positiver u,v (ohne Rücksicht auf 
die Anordnung genommen), wofern alle q, ungerade, dagegen deren 2°—*, wenn etwa 
q, = 2 (und s = 2) ist, da für diese Abzählung nur die Primzahlen + 2 zu rechnen 
sind. Jede Losung u,v entspricht im 1. Falle genau einer Lüsung a, b, im 2. 
genau zweien, so daB stets 2°" Lüsungen a, b zustande kommen; und das Letztere 
trifft schlieBlich auch noch im Ausnahmefall d — 8, s=1, a=1, b — —2 zu. 
Wir haben -damit 


Satz 4. Ist eine der Bedingungen (16) erfüllt, so gibt es keine zweiseitigen Zahlen 
2. Art, andernfalls deren genau 2°} verschiedene reduzierte. 

Auf Grund der Satze 3., 4. erhalten wir nun, wenn wir den Schlu8 von Satz 2 
sowie Hilfssatz 2 heranziehen, und die bekannte Tatsache berücksichtigen, daB 
der Geradheitscharakter der primitiven Periodenlange & für alle Zahlen zur Dis- 
kriminante d der gleiche ist?), genaue Auskunft über die Klassenzahlen. 


1) Siche etwa WEBER [8], S. 441, 9. 
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Wir formulieren das Ergebnis sogleich in 
Satz 5. (Anzahl und Art der zweiseitigen Klassen.) 


L Es sei eine der Bedingungen (16) erfüllt. Dann gibt es keine zweiseitigen 
Klassen 2. Art und es ist stets k gerade. Ferner gibt es genau 2°? verschiedene 
Klassen 1. Art, ausgenommen die Fülle d = 12 (16) und d == 0 (32), wo es deren 
21 gibt. 

IL Ketne der Bedingungen (16) sei erfüllt. 

a) k gerade. Dann gibt es genau 2'—* Klassen, die lediglich von der 1., und 
ebenso viele, die lediglich von der 2. Art sind, insgesamt also 2°! Klassen. 

b) kungerade. Dann gibt es genau 2°—' zweiseitige Klassen, und diese sind 
sämilich gleichzeitig von der 1. und 2. Art. | 
Auf die naheliegenden Beziehungen zur Theorie der ambigen Formen (Gauss, Disqu. ar. 

Art. 257/9) und Idealklassen (HiBERT [3], $ 73—77, SOMMER [7], Nr. 30) kann aus Raumgründen 

nicht eingegangen werden; doch dürften unsere davon unabhängigen Betrachtungen methodisch 

und inhaltlich von selbständigem Interesse sein. Vgl. auch die mir erst nach AbschluB des voran- 


gehenden kurz zugänglich gewordene Arbeit von A. ARWIN, Periodically closed chains of reduced 
fractions. Ann. of Math. 24 (1923) 39—68, bes. § 5. 
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Über normalisierbare Operatoren 


Von WERNER SCHMEIDLER in Berlin-Frohnau 


Es handelt sich im folgenden um eine Verallgemeinerung des bekannten Be 
griffes eines normalen Operators im Hitsertschen Raum!), der mit seinem adjur- 
gierten Operator vertauschbar ist und eine Spektraldarstellung zula8t. Vollstetige 
normale Operatoren enthalten in sich bekanntlich auch Integraloperatoren mit reg- 
laren und quadratisch integrablen Kernen, deren Spektraleigenschaften die Eiger- 
werttheorie der zugehôrigen Integralgleichungen zweiter Art umfassen. Ent- 
sprechendes gilt auch noch in dem Falle, wo die Operatoren nicht mehr vollsteti, 
aber wenigstens noch beschränkt sind; dort tritt allerdings neben dem Punkt- 
spektrum das zuerst von HizBErT?) bei symmetrischen Kernen eingeführte Strecken- 
spektrum auf, aber auch hier ist durch die Spektraldarstellung die Cbersicht über 
die Lüsungen der zugehérigen Integralgleichungen gegeben. 

Es ist nun bekannt, daB in einer anderen Richtung Verallgemeinerungen det 
symmetrischen (bzw. Hermiteschen) Integraloperatoren untersucht worden sind, 
nämlich die sogenannten symmetrisierbaren Falle*), deren Definitionen von ver- 
schiedenen Autoren in verschiedener Form, alle aber mit dem Ziele aufgestellt 
worden sind, die Spektraleigenschaften des symmetrischen Falles und damit die 
wichtigsten Auflésungseigenschaften zu erhalten. Es ergibt sich daher für eine 
zusammenschauende Betrachtung die naturgemäBe Aufgabe nach einer Begrifis- 
bestimmung, die alle bisher genannten und überhaupt alle diejenigen Falle umjaft, 
tn denen eine Spektraldarstellung des zugehérigen Operators môglich ist. Diese Auf- 
gabe wird im folgenden durch Einfiihrung des Begriffes des ,,normalisierbaren 
Operators” gelüst. 

Den Weg dazu weist uns die klassische Matrizentheorie, deren Meistern G. Fro- 
BENIUS und I. Scuur auch der Begriff der normalisierbaren Matrix, wenn auch nicht 
dem Namen, so doch der Sache nach zweifellos bekannt war‘). Wir geben im folgen- 
den 1. Paragraphen die einfache Definition sowie die Tatsache der Übereinstimmung 





1) Vel. z. B. Spektraldarstellung linearer Transformationen des Hirpertschen Raumes von 
B. v. Sz. Nacy, Berlin, Springer-Verlag, 1942. und die dort zitierte Literatur. 

=) Grrundziige einer allgemeinen Theorie der linearen Integralgleichungen, Leipzig 1912. 

3) Vel. den Enzvklopädieartikel von HELLINGER-ToEPLITz, insbesondere S. 1535ff., sowie die 
dort genannte Literatur. 

4) Vel. J. Scour, Math. Annalen, Bd. 66 (1909). 
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dieser Matrizen mit denen, deren sämtliche Elementarteiler linear sind. Paragraph 2 
handelt von beschränkten Biorthogonalsystemen im HiLBertschen Raum, Para- 
graph 3 endlich bringt den Begriff und den Hauptsatz über beschränkte normali- 
sierbare Operatoren. Auf diese beziehen wir uns hier allein, während die Aus- 
dehnung auf die allgemeinsten (nicht beschrankten) normalisierbaren Operatoren 
einer späteren Mitteilung vorbehalten bleiben mag. 


§ 1. Normalisierbare endliche Matrizen 
Eine Matrix heiBe linksnormalisierbar, wenn sie in der Form 
A=DL 
darstellbar ist, wobei D Hermitesch und eigentlich definit positiv ist, und DZ der 
Bedingung genügt, daB 
LD L* = I* DL 
ist. Ist À = LD, so heiBt die Matrix rechtsnormalisierbar. 


Jede linksnormalisierbare Matrix ist auch rechtsnormalisierbar und umgekehrt. 
In der Tat setze man 


A=DL=DLD:-D'1=L,D1,4,=DLD, 
dann ergibt sich: | | 
L, D'1L,* = D LD D-1D L* D — D LD L* D = D L* DLD = L,* D 1L,, 
und D-1 ist ebenfalls Hermiresch und eigentlich definit positiv. Genau so ergibt 
sich die Umkehrung. Wir sprechen demnach einfach von normalisierbaren Matrizen. 


Jede normalisierbare Matrix ist zu einer normalen Matrix ähnlich, also auch zu 
einer Diagonalmatrix. Denn es ist 


A=DL, VD?AVD=YDLYD 


VDLYD-VDL*/D=/D-LDLI*)D= 
=VD-L*DLYD=\VDI*VD-VDLYD. 
Umgekehrt ist jede zu einer Diagonalmatrix ähnliche Matrix normalisierbar. 
Denn wenn 


und 


A=QAQ (A Diagonalmatrix) 
ist, so gilt mit D=QQ*, L — D-1 À offenbar 
LD L* — Q*-1Q-1- QA Q-1- QQ*- Q*-14 *Q*. Q*-10-1 — Q*-14 À *Q-1 
= Qt-1A*AQ-t = Q*-1A*Q*-Q*-19-1. QQ*- Q*-19-1.QAQ-! = L*DL. 


Aus diesem Satze geht hervor, daB die Gesamtheit der normalisierbaren mit 
der der Matrizen mit einfachen Elementarbestandteilen identisch ist. Daher gibt 
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 naturhieh auch cormali-ierbare Matrizen. die nicht normai sind. wevoa man ach 
auch direkt durch Betspiele uberzeugen kann. Z B. ist 


a 2h a 

(0 4- 

“—“ 4 7 

normalisierbar. aber nicht normal. 
Ehe wir im folgenden diese rinfachen Cberlegungen auf vollstetige und auf 
beschränkte Operatoren ubertragen. wollen wir im nächsten Paragraphen kin 


einige Sätze über Biorthogonalsvsteme im Hitsertschen Raum zusammenstellen 
die zwar nicht neu sind. aber nicht gelaufig zu sein scheinen 


eue mme 


de à is Oo 


& 2. Besehrankte Biorthogonalsysteme im Hnssarsehen Raum 


Ein System von Elementen u,.v,....: t,.tg.... im HnsErrechen Raumeÿ 
bildet ein Biorthogonal:vstem. wenn bei geeigneter Zuordnung der «, zu denr, 
die Bedingungen 


(u,.v,) = 0,, 


erfullt sind. Man zeigt sofort, daB je endlich viele u, linear unabhängig sind. eben 
auch je endlich viele der v,. Unterwirft man die u, dem Scuviptschen Orthogonal: 
sierungsverfahren, so erhalt man eine Dreiecksmatrix der Cbergangssubstitution. 
fiir welche man unmittelbar feststellt. daB die Absolutquadratsummen ihrer Spalten 
konvergent sein müssen. Diese Bedingung ist auch hinreichend dafür, daB die 4, 
durch gewisse Elemente v, zu einem Biorthogonalsystem ergänzt werden kénnet. 

Man nennt nun das Biorthogonalsystem beschränkt, wenn die genannte Cher 
gangsmatrix und ihre — stets, und zwar ebenfalls in Dreiecksform vorhandene — 
Reziproke beide beschränkte Matrizen sind. Dann beweist man unschwer: Für et 
beschränktes Biorthogonalsystem konvergieren für jedes Element/ aus © die 


Summen >" ((f, a,)|? und > |(f. v,)|?, und wenn dies umgekehrt für jedes Elemest/ 
] 


mt 1 a 


gilt, so ist das Biorthogonalsystem beschränkt. 

Ein Biorthogonalsystem heiBt vollstündig, wenn das durch Orthogonalisierumg 
aus den u, oder aus den v,ÿ) — hervorgehende Orthonormalsystem vollständf 
ist. ir ein vollständiges beschränktes Biorthogonalsystem gilt die Vollstandigkeits 
relation für irgend zwei Elemente f und g: 


(f, g) == Xo. Ua) (Ua g) ’ 


Qu 


die man ebenfalls durch Chergang zu dem zugehôürigen vollständigen Orthonormal 
system etwa der a, unmittelbar beweisen kann. 


ep Ist das eine der Fall, so gilt auch das andere. 


fe MBs, — 2 2 
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Jedes Element von  148t sich in der Form 


f= >) ru, => (fs Ua) Ma» D (ve)? und >’ (f,u,) ? sind konvergent) 
a=] ’ a = 1 a=1 a = 1 
durch ein vollständiges beschränktes Biorthogonalsystem darstellen. Umgekehrt 
stellt auch jeder Ausdruck DCS und > de v, ein Element von Ÿ dar, wenn 
a=1 
>> le, |? und > ld, |? konvergiert. 


a = 1 

Jedes unvollständige begchrankte Biorthogonalsystem kann zu einem voll- 
ständigen beschränkten Biorthogonalsystem ergänzt werden. Diesen Satz wollen 
wir beweisen, da seine Richtigkeit nicht so unmittelbar evident ist, wie bei den 
vorangehenden Tatsachen. Gegeben sei also das beschränkte Biorthogonalsystem 
ty, Ug,---3 Vz, Vas... Wir betrachten die Menge aller Elemente /, fiir die stets 
(v;, f) = 0 sei. Diese besteht nicht aus dem einzigen Element Null, weil sonst das 
System bereits vollständig ware (vgl. Anmerkung 5), sondern sie bildet einen Unter- 
raum in §, der durch ein gewisses Orthonormalsystem fi feos... dargestellt werden 
kann, derart, daB jede Nullésung/ von der Form > b fa > |b, {2 konv.) ist. Wir 
behaupten jetzt: Das System (us Ugo e + +> fas fos-- 5 bildet mit v,,0,...,f1 — 
— > (as Uy) D fe — > (fg, Uy) v,... ein vollständiges beschränktes Biorthogonal- 


system. In der Tat “sind die dazu erforderlichen Biorthogonalitaétsbedingungen 
erfüllt, da ja 


(um 2) = Bugs (ar 93) = 0 
Î, 2,0 u;) v,) — (Ua, ) ~~ (us, ) — 0, (fas f, — Lip u,) v3) —= (fas f,) — Say 


gilt. Ist ferner f ein beliebiges Element aus §, so ist f — > (,v,)u, zu jedem », 
; p=1 


orthogonal, also von der Form > b, f.. Daher bilden die Elemente w,, u,..., f1, fes. . 
a = 1 
eine Grundmenge, das beim Orthogonalisieren entstehende Orthonormalsystem ist 


also vollständig. Endlich ist das gefundene vollständige Biorthogonalsystem auch 
beschränkt. Denn die Summe 


DUPONT), 


ist für jedes / aus © konvergent, und das gleiche gilt auch für 


DIG + LICE —S dud oat 
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Es geniigt hierzu, die Konvergenz von > (f, À (f,, U3) vs) |? zu beweisen. Diese 


ist aber = > LE, (us, f,) (f, ¥3) |? = > | Oy Y3 Uz, f,)|® wobei (f, vs) = y, gesetzt 
ist und S | y,|* konvergiert. Hiernach ist die Behauptung evident. 
8=1 


Als Anwendung der Biorthogonalsysteme betrachten wir die Darstellung eines 
beschränkten linearen Operators À mit Hilfe eines vollständigen beschränkten 
Biorthogonalsystems «,,u,,...;2,,,,.... Wir setzen als Kernmatrix 


= (Argus) = (v3, A* Ua) = Gag) 
und erhalten Av, = D Gap Vas sowie Für f = S % V3, T3 = (f,u,) nach der Voll- 
ständigkeitsrelation i = 
(A fs) =, A* We) = Ÿ (ht) (ep AP 8) 


= 2 Gag Ty. 
fo 
Der Gleichung À f = g = >’ y, v, entspricht dann das Gleichungssystem 
a=1 


oo 
Ya = Pea 8 


für die Fourter-Koeffizienten x, von f und y, — (g,u,) von g. Der Übergang zu 
einem anderen vollständigen beschränkten Biorthogonalsystem u,",»8",...;2,", U9’,.-- 
geschieht mittels der Gleichungen 


Ua! = 2 Cas U; Car —= (u,', v,) Va — Dus Un Cup = (v,', tt,,) 
4 = R= 
und liefert die zugehérige Kernmatrix 
= (A v,', u,') nm 2° ug (À us Uy) Ca 
Andererseits gilt nach der Vollstandigkeitsrelation 


À Cat = D's) ( 2° U,') = (v,', U,') = bag; 
> Cia Can = D (v,', u) (v, » Ua = — (v Uns u;) = Bin 


Die Matrizen (c,;) und C,,) sind also zueinander reziprok, und übrigens beide be- 


schrankt. Denn da > Z,v,' und D Ya u,' für jedes Wertsystem x, und y, von 
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konvergenter Absolutquadratsumme ein Element von § darstellt, so ist >? Dx 8 Li |? 
und > D Cos y,|* konvergent, daher sind beide Matrizen (c,:) ‘und (Ci) be-' 


Â=la- 


schränkt. Wir erhalten demnach als Zusammenhang zwischen den beiden Kern- 
matrizen 
B=C1AC = (¢,.3) , 


die Kernmatrizen sind also ähnlich. 


§ 3. Beschränkte normalisierbare Operatoren 


Die in Paragraph 1 gegebene Definition ist sofort auf den allgemeinen Fall eines 
beschrankten normalisierbaren Operators übertragbar, wenn man nur noch die 
Forderung hinzufügt, daB D-1 existieren und beschränkt sein soll. Natürlich ist 
dann auch D-! Hermitesch und eigentlich positiv definit. Wir sagen also: 

Ein beschrankter Operator A hei8t normalisierbar, wenn 


A=DL oder A=LD 


ist, wobei D HeErmiteEsch, eigentlich positiv definit und beschränkt sei und eine 
beschränkte Reziproke D-1 besitzt, und wobei ferner L der Bedingung geniigt, daB 
LDI*F=L* DL 

ist. 

Wieder zeigt sich unmittelbar, da8 der Unterschied zwischen rechts- und links- 
normalisierbaren Operatoren nur scheinbar ist. 

Aus der allgemeinen Operatorentheorie ist bekannt, da8 der Operator VD stets 
eindeutig definiert, HerMiTesch, beschränkt und mit einer beschränkten Rezi- 
proken } D-1 versehen ist. Wir kénnen daher wieder schlieBen, da8 mit A = DL 


auch 
VD14VD=VDLVD 
VDzVD-VDz*VD=VDz /D-VDLVD, 


also À zu einem normalen Operator ähnlich ist. 

Und in dieser Form läBt sich der Satz jetzt auch wieder umkehren: 

Jeder zu einem normalen Operator ähnliche Operator ist normalisierbar. Denn 
aus | 


und 


A—=QNQ 1, NN*=N*N 


folgt mit genau denselben Schlüssen wie in Paragraph 1, daB für D — QQ*, L = DTA 
auch 

LDL*=L* DL 
gilt. 
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Von besonderem Interesse für die Integralgleichungen ist der Fall eines vol 
stetigen Operators 4. Ist dieser normalisierbar, so ist notwendig auch L vollstetig. 
während D natiirlich wegen des Vorhandenseins von D-! nicht vollstetig sein kann. 


Dann ist N = | DL | D ein vollstetiger normaler Operator, also, wie in der Oper- 
torentheorie gezeigt wird, mit Hilfe seines Punktspektrums, das aus abzahlbar 
vielen Punkten mit dem einzigen Grenzwert Null besteht, in einer Spektraldar- 
stellung darstellbar. Dasselbe Spektrum besitzt dann natürlich auch der gegebene 
Operator. Ist das Spektrum speziell reell, so stimmt N mit seiner Hermiteschen 


v 


- N = N* . . . 
Komponente überein. ist also selbst HERMITESCh, À ist dann symmetrisier- 


» 
bar, d. h. in der Form D L oder L D mit L = L* darstellbar. Was die Kernmatrizen 
anbetrifft. so ist eine zu N gehürige, in bezug auf ein beliebiges vollstandiges Ortho- 
normalsystem gebildete Kernmatrix zu einer Diagonalmatrix unitärorthogonal- 
äquivalent, die als Kernmatrix bezüglich des vollständigen Orthonormalsvstem: 
der Nullüsungen und Eigenlésungen aufgefaBt werden kann; diese Diagonalmatrix 
ist im svmmetrisierbaren Falle reell. Die Kernmatrix des gegebenen Operator: 4 
in bezug auf ein beliebiges beschränktes Biorthogonalsystem ist dann zu einer 
Diagonalmatrix ähnlich. die im symmetrisierbaren Falle reell und in jedem Falle 
vollstetig ist, d. h. ihre Diagonalelemente besitzen den einzigen Grenzwert Null 
Mit Hilfe der Zeilen bzw. Spalten der Transformationsmatrix und ihrer Reziproken 
zeigt man, daB aus den vorderen und hinteren Nullésungen und Eigenliésungen‘) 
ein vollständiges beschranktes Biorthogonalsystem gebildet werden kann. 


Von all diesen Aussagen gelten nun auch sinngem&B die Umkehrungen. Wir 
künnen etwa folgendermaBen formulieren: Jeder vollstetige Operator, aus dessen 
vorderen und hinteren Nullésungen und Eigenlésungen sich ein vollstandiges be- 
schränktes Biorthogonalsvstem zusammenstellen läBt, ist normalisierbar; denn seine 
Kernmatrix ist zu einer Diagonalmatrix ähnlich, also normalisierbar, und dies gilt 
dann auch von dem Operator. Sind insbesondere die Eigenwerte samtlich reell. 
so ist er symmetrisierbar. 


Die verschiedenen in der Literatur auftretenden symmetrisierbaren Faille sind 
demnach sämtlich. soweit sie zu einem solchen System der Nullésungen und Eigen- 
lésungen führen (dann gelten natürlich auch die entsprechenden Entwicklungssatze). 
auch im vorstehend charakterisierten Sinne symmetrisierbar. 


Für den allgemeinen Fall eines beschränkten normalisierbaren Operators bringen 
wir Zunächst ein Belspiel. 
(regeben sei eine ..Schrägprojektion S°, d. h. ein Operator S, für den S? = 
gilt. und der beschränkt sei. Wir behaupten, daB S normalisierbar ist. 
6) Fur diese cilt Af, (. Af, - Ag fa thintere Null- bzw. Eigenlésungen), 
A*y, 0 A gy, - 4, ga (vordere Null- bzw. Eigenlésungen). 
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Setzen wir Sf=g und f=g +h, so ist Sh — 0; für g gilt Sg — g, d. h. g 
ist Eigenlôsung für den Eigenwert 1. Jedes Element ist also durch die hinteren 
Null- und Eigenlésungen darstellbar. Da auch S*? = S* ist, so gilt entsprechendes 
auch bezüglich der vorderen Null- und Eigenlésungen. Irgend eine hintere Null- 
1ôsung v, kann nicht zu sämtlichen vorderen Nullüsungen v, orthogonal sein, denn 
sie ist sowieso zu allen vorderen Eigenlésungen g* wegen (u,,g*) = (v,, S*g*) = 
= (S v,,g*) = 0 orthogonal. Also gibt es ein Paar w,,v,, so daB (u,, v,) = 1 ist. 
Durch Fortsetzung dieser SchluBweise gelangt man zu einem System w), u,...; 
La, U,,... der vorderen bzw. hinteren Nullésungen, das ein beschränktes Biorthogonal- 
system bildet. Ebenso kann eine beliebige hintere Eigenlüsung v,’ nicht zu sämt- 
lichen vorderen Eigenlüsungen uw,’ orthogonal sein, weil sie sowieso schon zu allen 
vorderen Nullésungen orthogonal ist. Daraus folgt, da8 das gefundene Biorthogonal- 
system der Nullésungen zu einem beschränkten Biorthogonalsystem ergänzt werden 
kann, das alle Null- und Eigenlôsungen umfaBt, und dics System ist vollständig. 
Bezeichnet man es mit 2, tg,..., Uy’, Ug’>..-3 Vp) Vay.) Vy, Vo ,..., SO Wird 


(S Un u,) == 0 ; (S v,', u,) => 0 3 

(S Un Us) = 0 ’ (S 0; U,’) = Oa; ° 
Man sieht also, da8 die zugehôürige Kernmatrix eine Diagonalmatrix ist, in deren 
Diagonale lediglich die Elemente Null und Eins stehen. Für jeden Kernmatrix 


in bezug auf ein beliebiges vollständiges, beschränktes Biorthogonalsystem besteht 
Ahnlichkeit zu dieser Diagonalmatrix; daher ist S normalisierbar, S = D L und 


V DS V D = V DL VD normal mit den reellen Eigenwerten Null und Eins, also 
ein HermiTescher Operator X, für den NV? = N gilt, d. h. ein Projektionsoperator. 

Ist nun ein beliebiger beschränkter normalisierbarer Operator A = D L gegeben, 
so ist ]/ D-! A /D=YDL} D = N normal, also durch eine komplexe Spektral- 


darstellung {/(A +im)d(Z,+iF,) mit Hilfe der vertauschbaren Spektral- 


scharen von Projektionsoperatoren E, und F,, gegeben. Dann bilden die ..verall- 
gemeinerten Spektralscharen“ S, = | D E,) D> und T, = | DF, } D7}, fiir die 
ebenfalls S, T,, = T,,S, gilt, die Elemente einer Spektraldarstellung 


A=/[(A+ip)d (8, +iT,) 


mit Hilfe von Schragprojektionen. Hierin liegt unsere Hauptaussage und 
zugleich die weitestgehende Verallgemeinerung der Matrizen mit lauter einfachen 
Elementarbestandteilen, soweit sie sich auf beschrankte lineare Operatoren bezieht. 


(Eingegangen am 4. 2. 1948) 


Ein EinschlieBungssatz für charakteristische Wurzeln 
normaler Matrizen 


Von HELMUT WIELANDT in Mainz 


1. Über die charakteristischen Wurzeln 4,,..., À, einer reellen symmetrischen 
n-reihigen Matrix L = (1,,), also die Lisungen der Gleichung det (A à,, —1,,) =0. 
kann man eine ganze Reihe von Aussagen machen, wenn man eine reelle Spalte 
y = {n,..-, 7,} + 0 und ihr durch L erzeugtes Bild L y = z = {&,,..., &,} kennt 
(¢,, =£1,, ,). Es sind im wesentlichen vier verschiedene EinschlieBungssatze 
bekannt: | 

1. Setzt man © 7,2 = mo, 5 7, 6, = m und o = m;,/m, 80 ist für (mindestens) 
ein » À, = 0 und cinmal 2, = o@. 

Dies ist die bekannte Kennzeichnung der grüBten und kleinsten charakteristischen 


Wurzel von Z als Extremum der quadratischen Form £1 —, &, unter der Neben- 
bedingung Z &,2 = 1. 


uy 


2. Setzt man ferner > ¢,? = m, und m,/m, — 0? = 62, so ist einmal |A,—9| < 6). 
(6? ist nach der LaGranceschen Ungleichung nicht negativ.) 


3. Ist v eine oberhalb von o gelegene untere Schranke für den zweitkleinsten 
Eigenwert, so hat der kleinste Eigenwert die untere ‘Schranke?) 


- My vr—m, 


4, Gilt für alle » 7, + 0 und a <= ¢,/y, < b, so ist einmal a < À, < b°). 


Diese Sätze ziehen aus der gleichen Voraussetzung, nämlich Kenntnis von y 
und z, verschiedene Schlüsse über die Verteilung der À. Die Frage liegt nahe, 
ob sie vielleicht nur Teilaussagen cines umfassenden EinschlieBungssatzes sind. 
Ein solcher wird im folgenden Abschnitt bewiesen und im dritten Abschnitt auf 
normale Matrizen ausgedehnt. insbesondere also auf reelle orthogonale, Hermrresche, 


1) Für Differentialgleichungen bei D. H. WEINSTEIN, Proc. nat. Acad. Se. USA 20 (1934). 
S. 529— 532. 

2) Für Differentialgleichungen bei G. TempLe, Proc. London math. Soc. (2) 29 (1929), S. 257 
bis 280, insbes. S. 275. 

3) Für Differentialgleichungen u.a. bei TEmPLE?), S.270. Für Matrizen bei L. CoL.at?, 
Math. Zeitschr. 48 (1942), 8. 221— 226. 
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schief Hermiresche und unitäre. Durch Spezialisierung ergibt sich im vierten 
Abs chnitt die Verallgemeinerung der oben aufgeführten Sätze auf normale Ma- 
fiZen. Der letzte Abschnitt enthält eine geometrische Deutung. 


Sätze und Beweise gelten auch für die Eigenwertaufgaben der Analysis in weitem 
Umfang; die genaue Abgrenzung des Giiltigkeitsbereichs soll uns hier ebensowenig 
beschäftigen wie die Übertragung auf die allgemeineren Eigenwertaufgaben der 
Gestalt Mz =AN x. 


2. In den oben eingeführten Bezeichnungen lautet der allgemeine EinschlieBungs- 
satz für die charakteristischen Wurzeln 1, reeller symmetrischer Matrizen: 


Zu jedem reellen Polynom f(A) = a +a, À + a, A?, dessen ,, Moment“ 
(f) = (am + ay 9, 6, + ag 5,7) = ag mq + x my + Og Mm, = 0 
ist, gibt es ein À, mit f(A,) = 0. 
Der Beweis ergibt sich nach einer geläufigen SchluBweise, wenn man y nach 


einem vollständigen normierten Orthogonalsystem x,,...,x, von Eigenlésungen 
entwickelt. Ist y= Zy,x,, s0 wird z= Z y, À, x,, daher 


™, =Dy,2A (k = 0, 1, 2) 
DY Hag ly? +a FyPd, +agZy,2 A? =Z y,7f(A,) - 
Aus (/) 2 0 und Zy,?> 0 folgt, daB nicht stets {(A,) < 0 ist. 


Jeder der gefundenen EinschlieBungsbereiche /(A) = 0 ist das abgeschlossene 
Innere oder AuBere einer Strecke oder eine Halbgerade. Durch passende Wahl von/ 
erhält man die oben aufgezählten EinschlieBungssiatze: 


1. f= + (A—e) (fy =0 
2.f=6%—(A—o)* (f/f) =0 
3. f=(A—u)(v—aA) (f) =0 
4.f=(A—a)(b—A) (fp) =£ 0,7 /(,/n,) 2 0. 


8. Da der Beweis nur die Existenz eines vollständigen Orthonormalsystems 
von Eigenlésungen und die Positivität des inneren Produktes einer Spalte mit sich 
selbst benutzt, 148t er sich auf diejenigen Matrizen L = (1,,) mit komplexen Ele- 
menten iibertragen, welche ein vollstandiges, beziiglich des inneren Produktes 
(y, z) — ZE n,0, orthonormiertes System von Eigenlisungen besitzen, also unitär 
auf die Diagonalform transformiert werden kénnen. Dies sind die normalen Ma- 
trizen*). Sie kénnen rational dadurch gekennzeichnet werden, daB sie mit (1,,,) 
vertauschbar sind: Z1,,1, =Z1,,1,,. 


_—_— 8 © 


*) O. Torpuitz, Math. Zeitschr. 2 (1918), S. 187—197. 
Archiv der Mathematik, Bd. I, Heft 5. 24 
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Wir setzen von nun an voraus, da8 zu der normalen Matrix L zwei Spalten 
y = {n,} + 0 und Ly =z = {Z,} bekannt sind. Wir bilden die inneren Produkte 


(y, y) = Moy > 0, (z, y) = Mo) (y, z) = My = mq, (z, z) = M] > 0. 
Verstehen wir unter einem Bipolynom einen Ausdruck der Gestalt 


(A) = 99 + an À + 0 À + an À À 


und unter seinem Moment die komplexe Zahl 


Cf) = Goo Moq + Lo Moi + Lio Myq + ua My , 
so gilt für die charakteristischen Wurzeln A, von L der EinschlieBungssatz: 
Zu jedem Bipolynom f mit Re (f) = 0 gibt es ein À, mit Re f(4) = 0. 
Ist nämlich x,,...,x, ein vollständiges Orthonormalsystem von Eigenlôsungen 
und y—£y,x,, so wird z=JZy,A,z,, daher 


pv "or? 


my = Z ly, |? À, ay (1, k = 0, 1) 
0 < Re (f) =£|y,* Ref(A,). 


4. In der A-Ebene gedeutet besagt der EinschlieBungssatz, daB gewisse durch 
Re f(A) = 0 gekennzeichnete Bereiche mindestens ein A, enthalten. Wie aus der 
Definition der Bipolynome f hervorgeht, ist jeder dieser Bereiche ein Kreisbereich, 
d. h. das abgeschlossene Innere oder ÂuBere eines Kreises oder eine abgeschlossene 
Halbebene. Bevor wir einen Uberblick über ihre Gesamtheit suchen, heben wi 
vier Sonderfälle als Verallgemeinerung der zu Beginn aufgezählten EinschlieBungs- 
sätze hervor. 


1. In jeder abgeschlossenen Halbebene, die von einer durch den Punkt 9 = my" 
gehenden Ceraden begrenzt wird, liegt ein À.. 

Beweis: Die Halbebene läBt sich in der Form Ref(4) = 0 mit { = a(A—o) 
schreiben, und es ist 

2. Setzt man m,,/mMo — 0 0 = 6%, so enthält jeder der beiden von dem Kress 
|A— p | = 6 begrenzten Bereiche ein À. 

Beweis: Für { = (A—o) (A—o) — 6? ergibt sich (f) =0. Nach dem Ein 
schlieBungssatz enthalt jeder der beiden Bereiche Re f(A) = 0 und Re {— /(4)} 2 9 
ein À. Ist 6 = 0, so ist op selbst ein À. 

3. Jeder Kreisbereich, dessen Rand zwei Punkte u,v mit 

— Mot Mn 
Mo  — Mig 
enthalt, enthält ein À. 
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Beweis: Es ist ((A—1u)(A—v)) — 0. Ist u + v, so läBt sich der betrachtete 
Kreis durch « und v in der Form 


Re f(4) = Re a(A—u) (A—v) = 0 


schreiben; denn diese Gleichung stellt für jedes « einen durch « und v gehenden 
Kreis dar, und durch passende Wahl von « kann man crreichen, daB er durch einen 
vorgeschriebenen weiteren Punkt geht. Es ist wieder (f) = 0. 


Ist dagegen u = v, so folgt aus 
0 — ((A —u) (A — u)) = À (C, —t Ny) (é, —u Ny) ’ 


da stets ¢, =u 7, ist; dann ist also w selbst ein 4.. 


Um dem vierten der zu Beginn erwähnten Sätze einen méglichst groBen Gel- 
tungsbereich zu geben, wollen wir in dem folgenden Quotientensatz À nicht in der 
Ebene, sondern auf der Zahlenkugel deuten. 


4. Wenn ein Kreisbereich alle Quotienten ¢,/n, enthält, fiir welche |f, |? + |, |? + 0 
tst, so erhält er ein À. 

Beweis: Der Bereich läBt sich mit einem passenden Bipolynom f in der Form 
Re /(2) = 0 schreiben. Nach Definition von (f) und m,, ist 


Re (1) = » Re-(aoo Ny Ny + oi y Ce + X10 cp ur + O11 Cy Cy) 
= z" In, |? Re f(¢,/n,) +2" lé, |? Re 31° 
ny +0 Ny = 
Beide Summen sind nicht negativ; die erste, weil alle endlichen ¢,/7, dem Be- 
reich angehéren; die zweite, weil für 7, — 0 entweder ¢, — 0 ist oder der Bereich 
nach Voraussetzung den Punkt oo enthält, was Re &,, = 0 zur Folge hat. 


5. Um eine Übersicht über die im EinschlieBungssatz auftretenden Kreisbereiche 
zu erhalten, bestimmen wir zunächst diejenigen Kreislinien Re g(4) = 0, fiir welche 
Re (g) =0 ist. Diese Nebenbedingung sondert aus der vierparametrigen Schar 
aller Kreise und Geraden eine von drei Parametern linear abhängende Schar aus. 
Nun kennen wir schon eine zweiparametrige Schar dieser Art, nämlich die Ge- 
raden durch o (vgl. 4. 1); dazu kommt noch der Kreis f um g mit dem Radius à (4. 2). 
Daher setzt sich die Gleichung eines jeden der gesuchten Kreise linear aus der 
Gleichung einer Geraden durch © und der Gleichung von £ zusammen. Da die 
Geraden f in Diametralpunkten treffen, sind die Kreise Re g(4) = 0 mit Re (g) = 0 
genau diejenigen, die aus £ Diametralpunkte ausschneiden. 

Jeder Kreisbereich Re/f(A) = 0 mit Re (f) = 0 enthält einen Kreisbereich 
Re g(A) = 0 mit Re (g> = 0 (namlich für g = f — <f) /m,,), daher auch zwei Diame- 
tralpunkte von f; und umgekehrt. Wir kénnen den EinschlieBungssatz daher in 
der A-Ebene folgendermaBen deuten: 

24° 
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Es sei { der Kreis um p = mg, Moy mit dem Radius 6 = (m,,/mog — 0 0). Dam 
enthalt jeder Kreisbereich. in dem zwei Diametralpunkte von f liegen, ein À, 

Im Grenzfall 6 = 0 ist o selbst charakteristische Wurzel. Sehen wir von diesem 
trivialen Fall, der nur bei exakter Proportionalität von y und z eintritt, ab, « 
k6nnen wir eine noch durchsichtigere Formulierung erhalten, indem wir die /-Ebene 
stereographisch auf diejenige Kugel & abbilden, welche f als Aquator hat. Hierbei 
gehen die Kreise der 4-Ebene durch Diametralpunkte von f über in die GroBkreie 
von $. Wir erhalten so die geometrische Fassung des EinschlieBungssatzes: 
Zu je zwei Spalten y,z gibt es cine Riewannache Zahlenkugel $ mit der folgenden 
Eigenschaft: Jede ahgeschlossene Halbkugel von & enthält mindestens eine charakt- 
ristische Wurzel jeder normalen Matrix L. fiir welche L y — 2 ist. Mittelpunkt und 
Radius von & sind 


T° Or. fe 
o9=—" ne Ô = ter git, 
€ iv Uy 


(Eingegangen am 24.8. 1948) 


Zur elliptischen Geometrie 


Von WILHELM BLascakE in Hamburg 


Gerade in der jetzigen Zeit, wo jeder von uns tiber das Morgen noch weniger 
weiB als sonst, ist es vielleicht auch in der Geometrie zulässig, einmal von unaus- 
gegorenen Plänen und noch recht unbestimmten Zukunftshoffnungen zu sprechen. 

1916, im vorigen Kriege, habe ich ein kleines Buch geschrieben, ,,Kreis und 
Kugel‘!), das an Gedanken Ste1ners®*) ankniipft, die von H. Brunn 8) (1862—1939) 
und H. Minkowski‘) (1864—1909) weitergebildet worden waren. 


Diese Zeilen berichten, wie ich mir vorstelle, da8 man diesen Gedankenkreis 


vom Fall des Euklidischen Raumes auf den Fall des elliptischen Raumes verpflanzen 
kann. 
§ 1. Blick auf den elliptischen Raum 
Es seien z;: j = 0, 1, 2,3 Cartesische Zeiger eines Punktes im Euklidischen 2,. 
Wir betrachten dafin insbesondere die Einheitskugel K 


> x? = 1. 
Wenn wir sie aus ihrem Mittelpunkt O auf einen projektiven R, projizieren, der O 
nicht enthält, und die Euklidische Metrik auf der Kugel auf den R, verpflanzen, 
so entsteht im projektiven R, eine elliptische Metrik. Die x, werden darin die Zeiger, 
die man nach WEIERsTRAss benennt. Den Drehungen der Kugel X in sich ent- 
sprechen die ,,Bewegungen des elliptischen Raumes R,. 

Mit A. CayLey (1855) ordnen wir jedem Punkte 2, 2,, x,, x, unseres Raumes 
die Quaternion X = x, + 2, € + Ta + Tses Zu, wobei also fiir die e, die Pro- 
duktregeln gelten: 

e*—=—1, e,e,=—egeg=e, und reihum. 
Obergang zur konjugierten Quaternion stellen wir durch Uberstreichen dar, es ist 
also X = 2) — vie — Tres — 2p ey. 

Setzen wir dann 

X*=QXQ', (1) 
worin Q, Q’ zwei feste ,,genormte‘‘ Quaternionen sind, für die also 


QQ =4q,? + qu + qe + 9,7 = 1, Q’Q’ =1 
4) Leipzig 1916. *) [11]. 2) [4]. *) [9]. 


CPU 
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ist und X* = 2z,* + 2,* e, + rte + 2%3* €3, So stellt (1) wegen 
X* X* = XX 
eine quaternäre eigentlich orthogonale Substitution von den x, zu den x, dar 


und umgekehrt kann jede so dargestellt werden. (1) gibt also die 6-gliedrige Gruppe 
der Bewegungen des elliptischen Ry. 





Ist insbesondere Q = 1, so nennt man (1) eine rechte Schiebung und Q’ =1 
liefert eine linke Schiebung, und die 6-gliedrige Bewegungsgruppe des elliptischen 
Raumes ist das sogenannte ,,freie Produkt" dieser beiden dreigliedrigen Schiebungs- 
gruppen. | 

Diese Aufspaltbarkeit der Bewegungsgruppe läBt sich nach Czirrorp (1873). 
HoELMSLEV (1898), Fusin1 und Stupy (1900) einfach geometrisch deuten®). Nämlich 
so: Eine gerichtete GeradeG des elliptischen Raumes sei durch ein geordnetes 
Paar genormter orthogonaler ihrer Punkte bestimmt 


G = {X, Y}, 
d. h. es soll sein: 
X¥=iVa2=Y¥=Yy2=1, 


,\XY+YX)=) zy, =(Q. 
Dann soll G gleichsinnig zusammenfallen mit G = {X*, ¥*}, worin 
AX* = Xecosd?—Ysind, ¥* =Xsn’d+ Y cos? (2) 


ist. Dagegen fallt {X, F} mit {¥, À} gegensinnig zusammen. 
Setzen wir 
r= YX, r=NXY, (3) 
so verschwinden die ..Skalarteile‘ dieser Quaternionen: 
2ry=7rtr=0, 2r =r +r =0, 


weshalb man sie als Fektoren bezeichnet, und zwar Einheitevektoren wegen 


-- Nr — 12 — 
rr Vr = ir, =1. (4) 
r.r’ ändern sich nicht bei (2), sie hängen also nur von der gerichteten GeradenG 
ab und sollen ihr linker und rechter Bildvektor heiBen, die Punkte r, r’ auf ihren 
Einheitskugeln (4) .,linkes und rechtes Bild’ der gerichteten Geraden G. Wir setzen 
dann kurz 
G=:[rr’]. (3) 
Ber der Bewegung (1) benehmen sich unsere beiden Bildkugeln so 
r= QOrQ. =O. 6) 
12 [SE [9], [12]. Eine Darstellung dieses CGegenstandes findet sich in den unter [2] ge 
nannten Büchlein. 
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Das sind ternäre orthogonale Substitutionen oder Drehungen der beiden Kugeln (4). 


Man kann also die gerichteten GeradenG des elliptischen R, derart ‘eineindeutig 
den Punkien r,r' zweier Einhettskugeln zuordnen, daB die elliptischen Bewegungen (1) 
des R, den (von einander unabhingigen) Drehungen (6) der beiden Bildkugeln ent- 
sprechen. 

Zwei gerichtete Geraden 

Gi=froril Go = (roro) 
heiBen linksparallel für r, — r, und rechtsparallel für 7,’ = r,'. Jetzt kann die ganze 


elliptische Geometrie auf unsere beiden Bildkugeln abgebildet werden. Liegt X 
auf G, so ist nach (3) 


| rX=Xr'. (7) 
Diese Bedingung für vereinigte Lage von Punkt X und GeradeG ergibt auch 
r= X rX. (8) 


Somit entspricht allen GeradenG durch einen festen Punkt X die kongruente Ab- 
bildung r —r’ der linken auf die rechte Bildkugel. Mit andern Worten: Der ellip- 
tische Raum R, unseres Punktes X ist der ,, Parameterraum“ für die Drehungen (8) 
der Einheitskugel. 


Die Bedingung für das Schneiden zweier Geraden G,,G, ist also die Gleichheit 
der Winkel r, r, und 7’, r’s. 


§ 2. Multiplizieren von Punktmengen im elliptischen R, 


Lassen wir nun im elliptischen R, den genormten Punkt X,: X,X,— 1 die 
Punktmenge M durchlaufen und unabhangig davon den Punkt X,;: X, X, = 1 die 
Menge M,. Dann soll der Produktpunkt X = X, X, die Menge 3 beschreiben und 
wir setzen M — M,M,. An Stelle der Summenbildung (Linearkombination) von 
Mengen im Euklidischen (oder affinen) Raum lassen wir also im elliptischen Raum 
die Produktbildung treten, die aber nicht kommutativ ist. Wir wollen nun einiges 
iiber ihre Eigenschaften ermitteln. 


Was die Addition im Euklidischen Fall so einfach macht, ist die Méglichkeit der 
Beschrankung auf konveze Mengen. Wir wollen also in erster Linie feststellen, ob 
dies auch im elliptischen Raum môglich ist. Lassen wir einmal den Punkt X, eine 
geradlinige Strecke durchlaufen, die wir sicher als konvex ansehen miissen, wie wir 
auch die ,,konvexen‘* Mengen im elliptischen Raum erklären wollen. Dazu geniigt es, 

A,=Xes?+Y¥smn?:0280=6 
zu setzen mit 
XNX=YY¥=2+1. V¥+YX=0. 
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Nehmen wir entsprechend 
X,=X' cos? + Y' sn? 050 < D’, 

so folgt fiir das Produkt 

X = X, X, = X X' cos 0 cos B + X Y’ cos P sin # + Y X’ sin # cos # + 

+ Y Y'sin@sin 4’. 

Demnach beschreibt X im allgemeinen die Flache M eines windschiefen Viereks 
auf einem Hyperboloid. Kann man aber nun die Erklärung der konvexen Menga 
im elliptischen R, so einrichten, daB diese Menge M konvex wird? Das hat offenbar 
seine Schwierigkeiten. 

Fragen wir zunächst: Wann ergeben zwei Punkte X, von M, und X, von A, 
einen Randpunkt X = X, X, der Produktmenge ? 

Ist X, innerer Punkt von Mg, so liegt die ,,Kugel“ K, aller Punkte Y,, deren 
Entfernung von X, die Bedingung < o befriedigt, für geniigend kleines o in M,. Dam 
liegt aber die Kugel Ky X, mit dem Mittelpunkt X — X,X, in M. X ist also 
innerer Punkt von M, wenn X, innerer Punkt von M, ist, und ebenso, wenn À, 
innerer Punkt von M, ist. Somit kénnen nur durch das Multiplizieren von Rand- 
punkten wieder Randpunkte entstehen. Wir machen nun eine Einschränkung über 
das Verhalten von M in ihrem Randpunkt ZX, indem wir annehmen, es gehe durch X 
eine Kugelfläche (ihr Mittelpunkt heiBe Y), deren Inneres von Punkten von M 
frei ist. Dann soll die gerichtete Gerade von X ins Kugelinnere, nach Y, die äufere 
Normale N von M in X heiBen, und diese sei eindeutig bestimmt. Ebenso soll es 
zu M, in ZX, nur eine äuBere Normale N, geben und ebenso N, zu M, in X,. Da 
M,X, und X, M, in M liegen, folgt zwischen diesen inneren Normalen die Be- 
ziehung NX; — XON, — N. Fübren wir ihre beiden Bilder ein N,=—fr,;r;} 
N = fr,r'], so gibt das nach (6) 





—< yy , e 
r=, Tr = X,7r')X,; 


LA ’ ’ (9) 
r=XonXo =. 
Andererseits liegt X auf N = [r,r’] und das gibt nach (7) 
rX=Xr, 
oder nach (9) und À = X, X, 
Xo 1 4 1 — Xo070 Ay . 
Daraus folgt aber 
To = T1. (10) 


Somit ist gezeigt: 

Soll X = X,X, ein Randpunkt der Produktmenge M = M, M, sein, so tet daze 
(unter gewissen einschrankenden Annahmen über das Verhalten unserer Mengen) not 
wendig, dab X_ Randpunkt von M, und X, Randpunkt von M, ses, und zwar derar, 
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daB thre äuBeren Normalen durch die Bedingung r, = 1, verkniipft sind. Dann ist 
[ro ”1°] GuBere Normale von M in X. 

Danach liegt folgende Erklärung nahe: Kine gerichtete geschlossene Fläche F vom 
Zusammenhang der Kugel im elliptischen Raum R, soll dann ,,schlicht‘ hetBen, wenn 
thre duBeren Normalen [r,r’] eine ausnahmslos eineindeutige Abbildung der linken 
auf die rechte Bildkugel bewtrk en. 

Eine Parallelfläche einer solchen schlichten Fläche (die mit ihr die äuBeren 
Normalen gemein hat) ist dann immer wieder schlicht. Ferner kénnen wir zwei 
solche schlichte Flachen F,, F, miteinander multiplizieren: Wir bilden die Punkte X, 
von F, auf die X, von F, gemäfB der Forderung an die zugehürigen aéuBeren Nor- 
malen r)’ = r, ab und finden dann den Punkt X = X, X, von F mit der auB8eren 
Normalen [ro, 7,']. Wir setzen dann F = Fy F,. 

Jeder solchen schlichten Fläche F entspricht die eineindeutige (und wie man 
leicht einsieht) flächentreue Abbildung r —r’ der linken auf die rechte Bildkugel. 
Ist F = Fy F,, 80 haben wir für F die entsprechende Abbildung r > r’, und wegen 
r=fy >) =" >", —=7+r ist sie das Produkt der den Flächen F,,F, zugeord- 
neten Abbildungen r, > 7,',7, >7,'.. Der Produktflache F = F,F, entspricht das 
Produkt r ->r’ der Kugelabbildungen ry > 19,7, > 7,’ der Faktorenflächen. Durch 
diese Kugelzuordnungen sind aber die Flachen F, Fy, F, nur bis auf Übergang zu 
Parallelflachen festgelegt. 

Inwieweit man solche schlichte Flachen auch als Rand einer mehrfach bedeckten 
Menge auffassen kann, davon später (§ 4) eine Andeutung ®). 


§ 3. Besondere Lichtausbreitungen 
Wir kônnen jetzt auch die Flache 
F,=F,F* 

bilden, wo F* eine Potenz von F mit einer natiirlichen Zahl & als Exponenten be- 
deutet. Sind dann X, und X entsprechende Punkte auf F, und F mit der Normalen- 
beziehung r, =r, so gilt für den entsprechenden Punkt X, von F, 

X,=X,X,', Tr = To: 
Setzen wir darin 

X, = cos o +vsinp 
mit dem Einheitsvektor v v = 1, so wird die Potenz 

X,*=cosko +vsinko. 

Alle diese Punkte liegen fiir alle & auf derselben Geraden, deshalb auch die Punkte X,. 
Lassen wir die Flache F, in die Umgebung des Einheitspunktes zusammenschrump- 


*) Eine andere Art der Ubertragung der Lehre von STeineR-Brunn-Minxowsk! hat kiirzlich 
E. Scumipt [10] angegeben. 
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fen und gleichzeitig k groB werden. so erhalten wir eine Flachensehar F., die von 
einem Parameter { stetig abhängt mit 

X,= X, {cos (ot) + vsin(of)}. (11) 
Darin ist r,= rg, und der Skalar o und der Einheitsvektor e sind abhangig vom 
Einheitsvektor ry. 

Für festes r, erhalten wir geradlinige BabnlinienG = {X,. X, r} für den Punkt X,. 
Nach (3) hat G die beiden Bilder G = [g.g’] mit g = X,vX,,g" =r. Bedeutet 
t die Zeit. so wird die BahnG mit der festen Geschwindigkeit o durchlaufen. Ent- 
wickeln wir X, nach Potenzen von f, so fangt diese Entwicklung so an 

X,=4%A,(laovrt+...). 
Die Vektoren 
oev=—2z 


tragen wir in einem Euklidischen Raum vom ,.Aufpunkt™ O aus ab. dann beschreibt 
sein Endpunkt x eine ..Fichflache” E zum Aufpunkt O. bei der r,’ = r jeweils ihren 
Euklidischen Normalenvektor bedeutet. 

Ist also die vom Punkt X, beschriebene Flache F, im elliptischen Raum R, und 
die Eichflache £ mit Aufpunkt O im Euklidischen Raym gegeben. so wird die 
Flachenschar F, im R, so erzeugt. Man ordnet jedem Punkt X, von F, mit der 
Normalen [r,, ro) den Punkt z von E zu, der r, = r zum Einheitsvektor der Flachen- 
normalen von E hat. Dann legen wir von X, aus im R, die Gerade G = [g. g’] der- 
art, daB x =g’ wird. Auf G ermitteln wir den Punkt X, in der Entfernung o ¢ von 
X,- Beschreibt X, die Fläche Fy. so beschreibt dann X, die zugehôürige Fläche F. 
Das läBt sich auch so ausdriicken: Betrachten wir im elliptischen Raum R, eine 
Lichtausbreitung, deren Geschwindigkeit 

ds 
=e 
nur vom rechten Bild g’ der Bahntangente G = [g. g’] abhangt. so sind F, Wellen- 
flächen dazu. Die zugehôrige Minimumaufgabe nach FERMAT 
Î a = Minimum (12) 
hat also geradlinige Extremalen. Vertauscht man links und rechts, so bekommt man 
entsprechend als zweites Variationsproblem 
Î an — Minimum. (13; 
Die sogenannten ,.Variationsaufgaben von \iNKOwWSK1" haben also zwei verschiedene 
Gegenstücke im elliptischen Raum. 


Insbesondere sind die Flächen 
X,=— cosot +vsinot 
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die Wellenflächen der Lichtausbreitung vom Punkt X, = 1 aus. Für festes v und 
veränderliches ¢ beschreibt der rechte Bildpunkt r’ der Flachennormalen an die 
Wellenfläche auf seiner Kugel einen Kreis mit dem Mittelpunktg’, da sich der 
Punkt X, auf der Bahngeraden [g,g’] bewegt. Wir finden also als Kugelabbild 
dieser Wellenflächen eine eingliedcige Gruppe flächentreuer Abbildungen auf der 
Einheitskugel, deren Bahnlinien Kreise sind, eine Gruppe, fiir die ¢ additiver Para- 
meter ist. 

Die Wellenflächen (14) sind in dem Sinne bezüglich des Einheitspunktes 1 
-ähnlich gelegen‘, daB die Fläche F, auf den geradlinigen Radien durch 1 das 
t-fache der Strecke abschneidet, die F, abschneidet. | 


Nehmen wir als Eichfläche in (11) die Einheitskugel und den ,,Aufpunkt O als 
Mittelpunkt, so erhalten wir insbesondero die zu einer Flache F, ,,parallelen Flä- 
chen" F,, die dadurch gekennzeichnet werden, mit F, die Normalen gemein zu 
haben’). 


§ 4. Mehrfach bedeckte Bereiche 


Der Gedankenkreis von STEINER—BRUNN—MInkowskL ist fiir konvexe Bereiche 
im Euklidischen Raum begriindet worden, wie man das in dem Buch von BONNESEN- 
FENCHEL®) sorgfältig dargestellt findet. Indessen scheint es mir nicht schwer, 
die Beschrankung der Konvezitat fallen zu lassen, wenn man gleichzeitig die Schlicht- 
heit der betrachteten Gebiete aufgibt. Ich will an dem Fall zweier Bereiche B, und B, 
der Euklidischen Ebene erläutern, wie ich mir das denke. 

Legen wir B, und B, in zwei parallele Ebenen £, und £,! 

Die Herleitung des Bereichs 

B:,, = 2 (Bo + B;) 
in der Ebene 

Ey, = + (Ey + Ei) 
kann man so beschreiben. Ist x ein Punkt dieser Ebene, so spiegle man By an x 
nach B,* in £,. Schneiden sich B,* und B,, so erteile man x die ,,Dichte" 1, sonst 0. 
Die Punkte x von #, mit der Dichte 1 erfiillen B,,. 

Es sei nun B, allgemeiner erklärt durch eine ,,Dichtefunktion 6, in der Ebene E,, 
die nur ganzzahliger Werte fähig ist, die aber auch negativ sein kônnen. Ent- 
sprechend sei B, durch die ganzzahlige Dichte 6, in £, erklärt. Wir spiegeln wieder 
By an einem Punkt z von £,, nach By in £,, indem wir dem Spiegelpunkt X,* 
von À, die Dichte 6,* = à, von B, in À, zuordnen. Durch 6,* ist B,* in £, erklärt. 
Dann führen wir in £, den ,,Durchschnitt’’ B= B,: B,* ein, mit der Dichte 
6 = 0,° dp”*- 

7) Über solche Parallelflächen im elliptischen Raum vel. etwa G. HERGLOTZ, [6]. 

s) [3]. 
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Für diesen Bereich B = B,- B,* werden wir einen ganzzahligen ,,Zusomme- 
hang‘ © erklären. Ordnen wir dann dem Punkt x in E,, die Dichte 2 zu, sit 
dadurch B,. erklärt. 

Somit kommt alles auf die Frage zurück: 

In einer Ebene £, ist ein Bereich B durch eine ganzzahlige Dichtefunktion à be 
stimmt. Was ist unter dem Zusammenhang £ von B zu verstehen? Denken wr 
uns, den ,,Rand** R von B, d.h. den Ort der Sprungstellen der Dichte 6 von B, 
sei cine ,,vernünftige Linie. Wir setzen auf R überall einen Umlaufsinn fest und 
erstrecken dann lings des gerichteten R das Integral 


Î (6,— 6,) dr. 


Darin bedeuten à, die Dichte ,, links“ von R und 4, die ,,rechts“ von R und dr den 
Winkel benachbarter Tangenten von R. Anderung des Sinnes von R macht nichts 
aus, da dabei beide Faktoren in unserm Integral ihr Zeichen wechseln. Dann kônnen 
wir den Zusammenhang ¢ so einführen: 


1 
=.) ROLE 
R 


Über RF braucht man dabei nur anzunehmen, daB die Tangentenrichtung rt eine 
Funktion von beschränkter Schwankung auf R ist. Dann kann man das Integral 
in (32) im Sinn von STIELTJES verstehen. 


Damit ware die Linearkombination auch fiir mehrfach bedeckte Bereiche recht 
allgemein erklart. 
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Zur Definition von Schmiegfiguren in der Differentialgeometrie 


Von Gerrit Bot in Oberwolfach — 


Die Schmiegebene der Raumkurve 


x(t) = {x,(t), z(t), x3(4)} (1) 


an der Stelle {, kann man auf verschiedene Weise definieren. Einerseits ist sie die 
Grenzlage der Ebene durch drei verschiedene Punkte r(1,), r(¢,), x(t) der Kurve, 
wenn ¢, und ¢, nach f, streben. Andererseits erklärt man sie auch als die Ebene, 
die die Vektoren x’ und £” an der Stelle t, enthalt. Letzteres hat folgenden Sinn: 
setzt man in das linke Glied der Gleichung 


ayr—a=a,2, +4,2, +a,2%,—a =0 (2) 


der Schmiegebene die Reihendarstellung 


E(t) = Lo) + — to) Lo) + EE — to)? Lo) + 
der Kurve ein, so hat die entstehende Funktion von ¢ 
f(t) = az) —a = ag(t) —a +(t— ty) at’ (to) + 4 ( — ty)? 02") + ..... (3) 
wegen 
at(to)—a—0, az'(ty)=0, az’(o) =0 (4) 


für ¢==f, eine dreifache Nullstelle, so da®B sich die Ebene môglichst gut an die 
Kurve anschlieBt. 


Bekanntlich führen beide Definitionen auf dasselbe Ergebnis. Ebenso ist es 
bei vielen anderen Fragen, etwa beim Schmiegkreis einer ebenen Kurve oder Raun- 
kurve, bei der Schmiegkugel einer Raumkurve usw. In der vorliegenden Note soll 
an einem Beispiel dargelegt werden, daB diese Gleichwertigkeit keineswegs selbst- 
verständlich, sondern nur bei einer kleinen Klasse einfacher Probleme zufällig vor- 
handen ist. Andererseits wollen wir beweisen, daB sich die fragliche Gleichwertig- 
keit in den erwihnten Fallen — und in vielen anderen — leicht aus einem einfachen 
Satz über Systeme linearer Gleichungen herleiten läBt. 
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$1. Hauptsatz iiber lineare Gleichungen 
Gegeben sei das System 


Yau =O: = (5) 


von m linearen Gleichungen mit n Unbekanntenz,. Die Koeffizienten a,,(t), b,(t) 
seien für ¢ = ¢, stetige Funktionen des Parameterst. Weiter mége die Matrix 


| | (a,,(é)) (6) 
der Koeffizienten für ¢ =, den Rang m haben. 


Dann hängt die Gesamtheit der Lüsungen von (5) für jedes zu 4, genügend 
| benachbarte ¢ von n —m Parametern ab und geht für ¢ +4, stetig über in die Lé- 
 sungsgesamtheit des Grenzsystems 


2 %iato) 7x — b, (to) ’ t= 1, 2, M (7) 


r 
. das man aus (5) durch Eïinsetzen des Parameterwertes t, erhdlt. 
Nach Voraussetzung kommt in der Matrix 


(4, 4(to)) (8) 
eine von Null verschiedene m-zeilige Determinante vor, sie mége etwa aus den 
' gm ersten Spalten bestehen. Wegen der Stetigkeit der a,, ist dann auch die aus den 
+ @,,(t) entsprechend gebildete Determinante A(é) für zu ¢, geniigend benachbarte ¢ 
von Null verschieden. Wir kôünnen daher in (5) die Veränderlichen z,, .,,... z, auf 
} die rechte Seite bringen und dann mit Hilfe der Cramerschen Regel auflôsen: 


bes 
= 









1 
z(t) = A(t) 





Bit) +> Ca ; : §=1,2,...,m. (9) 


Dabei sind B,(t) und C,,(¢) aus den a,,(¢) und b,(t) aufgebaute Determinanten, also 
jedenfalls für ¢ = ¢ stetige Funktionen von t. 


Da A(t.) + 0, ist auch z,(¢) in t, stetig und deshalb 


kim (2) = fs) 





Bi(to) + x (to) | (10) 
f=m+1 
Das rechte Glied stellt hier aber die allgemeine Lüsung des Systems (7) dar. Damit 
ist die Behauptung bewiesen. 
Offenbar gilt unser Satz auch, wenn die Koeffizienten der Gleichungen stetig 
‘von mehreren Parametern abhängen. In den folgenden Paragraphen bringen wir 
zunächst einige Anwendungen. 
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§ 2. Schmiegkreis einer ebenen Kurve 


t(t) = {2 (6), ta(t)} 
mige eine ebene Kurve darstellen, x,, x, seien Cartesische Koordinaten. Wi 
suchen den Kreis 

Œ— a) — R°= 0 
mit dem Mittelpunkt a = (a,, a.) und dem Radius RF so zu bestimmen, da8 e 
an der Stelle ¢, méglichst gut an die Kurve anschlieBt. 


Setzen wir (11) in (12) ein, so erhalten wir eine Funktion von t: 
i) = (CE) — a} — 


Wir wollen nun die Kreisgleichung (12) so sinrichten, daB f(t) für ¢ = tf, eine 
fache Nullstelle hat. Nun ist 

f = 2(¢—a)t’ 

f? = 2 yz +2(¢—a)z’. 

Wir erhalten also fiir die Koordinaten a,,a, des Mittelpunktes die beiden 
chungen . 

QT = 4 + td, = 277 
QE = z,"a, + 24"a, = 27’ +277". 

Die Vektoren x, x’, r” sind dabei an der Stelle #, zu nehmen. Sind x’ u 
linear unabhängig, so lä8t sich (15) a, und a, eindeutig auflésen und wir ert 
also einen eindeutig bestimmten Schmiegkreis. 

Soll andererseits (12) den Kreis durch die drei Punkte x(¢,), x(t), z(ts) darst 
so mub | 
1) = (te) = (ts) = 
gelten. Nach dem Rozreschen Theorem hat dann die Funktion f’(t) in der 
t,, le, t, aufgespannten Intervall mindestens zwei Nullstellen, f*(¢) mindestens 
Sei etwa 

f(t) = 0, f'(4) = 0, f'(ts) =0 

Die beiden letzten Gleichungen liefern nach (14) lineare Gleichungen (15) | 
und a,, wobei jetzt in der ersten Gleichung (15) die Ableitungen an der Ste 
in der zweiten die an der Stelle ¢, einzusetzen sind. 

Ist 70 zweimal stetig differenzierbar und sind r’(¢,) und £”(t,) linear unabhi 
so künnen wir auf dieses System den Satz aus $ 1 anwenden. Daraus folgt. 
unter diesen Voraussetzungen der Mittelpunkt des Kreises durch unsere drei P 
dem Mittelpunkt des Schmiegkreises zustrebt, wenn t,, ty, ty nach ty gehen. Denn 
t, und ¢, haben bei diesem ProzeB den Grenzwert à. 


ur 
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§ 3. Schmiegkugeln einer Raumkurve 


Entsprechende Betrachtungen wie in §2 lassen sich auch fiir Raumkurven 
durchfiihren. (12) stellt hier eine Kugel dar. Da wir hier 3 Koordinaten haben, 
nimmt (15) die Form an 

Ty 4 FT da + X33 = 2LE, 
a", + %_"Gq + "ag = 21? +277". 

Es ist dann und nur dann f(t.) = f'(t) = f’(to) = 0, wenn der Mittelpunkt 
unserer Kugel die Gleichungen (18) befriedigt. Da (18) in den a, linear ist, liegen 
die Mittelpunkte dieser ,,dreipunktig berührenden Kugeln“ auf einer Geraden, die 
Kugeln selbst bilden ein Biischel. Voraussetzung dabei ist wieder, da8 r’(t,) und 
£”(to) linear unabhängig sind. 

Betrachten wir andererseits Kugeln durch drei verschiedene Punkte der Kurve, 
so werden wir wieder auf das System (18) gefiihrt, diesmal sind die Ableitungen 
von £ an zu {, benachbarten Stellen zu nehmen. 

Ist also r(t) zweimal stetig differenzierbar und sind x’(¢,) und £”(t,) linear un- 
abhängig, so kénnen wir wieder unseren Satz anwenden und finden: 

Das Büschel der Kugeln durch drei verschiedene Punkte der Kurve hat, wenn diese 
Punkte nach x(t)) streben, das Bischel der in t, dreipunktig berührenden Kugeln als 
Grenzlage. 


(18) 


Verlangt man, daB auch noch 
rh’? — 6 x r”’ +- 9 t L'” __ 9 a L'” 
an der Stelle ¢, verschwinden soll, so ist der Mittelpunkt der Kugel offenbar dann 


eindeutig bestimmt, wenn r’, x” und z’”’ an dieser Stelle linear unabhangig sind. 
Man nennt diese vierpunktig berührende Kugel auch die Schmiegkugel der Kurve. 


Ist x’”’ stetig und sind r’, x", r’’”’ linear unabhängig, so lehrt unser Satz wieder, 
da8 die Kugel durch vier verschiedene Punkte die Schmiegkugel als Grenzlage hat. 


§ 4. Schmiegebene einer Raumkurve 
Wir verwenden die Bezeichnungen der Ejinleitung. Die Ebene (2) geht durch 

die Kurvenpunkte x(f,), r(t,), r(ts), Wenn 
f(t) = f(te) = f(s) = 0. 

Genau so wie in § 2 fiihrt das auf das Gleichungssystem 
f(4)=ar(,)—a=0, 
J'() = ar’) = 0, (19) 
fs) = a (65) = 0, 

t, und é, sind dabei wieder Zwischenwerte. 
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Wenn nun z’ und £” in t, linear unabhängig sind, so sind es auch die Gleichun- 
gen (19) für a,,a,,@3,@ wenn man ¢,,¢,,t, durch t, ersetzt. Man kann dann also 
wieder den Hauptsatz anwenden und findet: 


Wenn x(t) zweimal stetig differenzierbar ist und rx’ und x” an der Stelle t, linear 
unabhängig sind, so hat die Ebene durch unsere drei Punkte die Schmiegebene in 1, 
als Grenzlage. 


Verwendet man homogene Koordinaten, soda8 die Kurve durch 


L(t) = {zp(¢), 21 (4), z2(2), z(t)} (20) 


dargestellt wird, so ist die Schmiegebene die Ebene durch die Punkte x, x’ und tr‘ 
und definiert, wenn diese linear unabhangig sind. 


§ 5. Schmiegkegelschnitt einer ebenen Kurve 


To L1, 2 Selen jetzt projektive Koordinaten in der Ebene, 


x(t) = {zo(t), ait), r2(t)} (21) 
stellt dann eine ebene Kurve dar. 
Wir wollen den Kegelschnitt 
2 
DX7 TL; Ly — (LT) = 01) 22) 
s,4=0 
so bestimmen, daB er sich an der Stelle ¢, môglichst gut an die Kurve anschlieBt. 
Setzen wir (21) in das linke Glied der Gleichung (22) ein: 


2 


Durch Differentiation finden wir 
f = 2%, tr) 
P= 2(T,r )+2(r,c" ) (24) 


f= 6 Cr’, r” y49 (x, r’”’) | 
fv — 8 (rr) +6(r",2") +2 (x, ri ). 


Verlangt man, daB unser Kegelschnitt durch die Punkte x(4,), r(#), rt), I(t): 
r(t,) der Kurve gehen soll, so muB f an diesen Stellen verschwinden. Nach dem 
Rozreschen Theorem gibt es dann im von diesen Parameterwerten aufgespannten 
Intervall mindestens 4 Nullstellen von /’, mindestens 3 von f”, mindestens 2 von /’”, 
mindestens eine von fl". Sei etwa 


| f(s) =F) =F) = FD = PG) =. (25) 


1) Für die Bezeichnung vgl. etwa W. BLASCHKE, Projektive Geometrie, Wolfenbüttel 1947. 
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Verlangt man andererseits, daB der Kegelschnitt sich an der Stelle ¢, méglichst 

gut anschlieBt, so wird man 
Ho) = f' (to) = Co) = f°" (ty) = f* (to =0 (26) 
setzen. 

(25) ist ein lineares Gleichungssystem fiir die Koeffizienten a,, der Kegelschnitt- 
gleichung, das für ¢; > ¢, in (26) tibergeht. Wir wollen zeigen, daB wir den Haupt- 
satz anwenden kénnen, wenn x viermal stetig differenzierbar ist und die Punkte r(¢,), 
£’(t) und r”(¢,) linear unabhängig sind. Unter diesen Voraussetzungen strebt also 
der Kegelschnitt durch 5 Punkte der Kurve dem durch (26) eindeutig festgelegten 
Schmiegkegelschnitt als Grenzlage zu! 

Offenbar braucht nur noch gezeigt zu werden, daB die Bedingungen (26) für 
die a,, unter den angegebenen Voraussetzungen linear unabhängig sind. Denken 
wir uns dazu das Koordinatensystem von vornherein so eingerichtet, daB r(t,), 
LX’ (to), £’(t) die Basisvektoren sind. In diesem Koordinatensystem sei etwa 


£""" (to) = {4o A,, A3}; £' (to) = {Bo B,, By} . 


Da r(t)) = {1,0,0}, führt die erste Gleichung (26) auf ay = 0, die andern liefern 
wegen (24) der Reihe nach 


Gy = 0, 4, +ü0 —0, 3a. +A, a, — 0, 
3 dag + 4A, Gus +4Ag ay. + Body = 0. 


Hieraus lassen sich aber wirklich die a,, bis auf einen gemeinsamen Faktor ein- 
deutig auflüsen, setzen wir a, = 1, so finden wir 


Bon = Go = 0, Ag = —1, Oy, =1, 1g =— 4 Ag, A2 = E(Bs — 4A, + $ A,?). 
Es ist also |a,,| + 0. Der Schmiegkegelschnitt entartet also nicht. 


§ 6. Schmiegquadrik eines Streifens 


Unter einem Streifen verstehen wir eine Raumkurve x(f), bei der durch jeden 
Punkt eine Ebene mit den Ebenenkoordinaten 


A(t) = {ap (t), a; (¢), a(t), a3 (6) } (25) 
gegeben ist, welche dic Tangente der Kurve enthalt. Wir sagen, daB die Quadrik 
3 
Dax TL; Ly = ( LT = 0 ° (26) 
5,4 —0 


den Streifen an der Stelle {, berührt, wenn sie durch den Kurvenpunkt r hindurch- 
geht und dort die Streifenebene 2 berührt. 

Analytisch läBt sich das zum Ausdruck bringen, wenn wir in jeder Streifen- 
ebene einen Punkt 3(¢) auBerhalb der Kurventangente annehmen, 3 soll also von r 
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und zy’ linear unabhängig sein. Unsere Quadrik berührt dann den Streifen an der : 
Stelle ¢), wenn dort | 
(HEH (LT )—= (05) = 0. (25 
Denn der Punktx muB zu sämtlichen Punkten der Streifenebene konjugiert 
sein und dazu ist (27) notwendig und hinreichend. 
Suchen wir eine Quadrik, welche sich môglichst gut an den Streifen anschlieBt, 
so werden wir die Funktionen 


AQ = (t,t), AO = (20,80), 10 = (EC), a > (28) 
bilden. Wir sprechen dann von einer Berührung k-ter Ordnung in fj, wenn dort 
h=f{=...=fP=0, =f =... =f =0, fp=fs =...= f/f =0. (29) 


Das sind aber im ganzen nicht 3k + 3, sondern nur 2k +3 Bedingungen, denn 


es ist 
hi =2f,.- (30) 


Wahlen wir k = 3, so haben wir 9 lineare Bedingungen fiir die Koeffizienten 
von (1). Von diesen kann man feststellen, daB sie stets dann linear unabhängig 
sind und eine nichtentartete Quadrik liefern, wenn x” nicht in À liegt und die Deter- 


minanten 
(x, r’, £”, r’’’), (2, 2’, 9”, 2") 


von Null verschieden sind. Diese Quadrik nennen wir die Schmiegquadrik des 
Streifens an der Stelle éo. 


Es ist nun aber leicht zu sehen, daB wir diese Schmiegquadrik nicht, wie es den 
vorangehenden Beispielen entsprechen wiirde, als Grenzlage einer Quadrik erhalten 
kénnen, welche den Streifen an vier verschiedenen Stellen beriihrt. Es gibt nämlich 
durchweg nicht einmal eine nichtentartete Quadrik, welche unseren Streifen an 
dret vorgegebenen Stellen berührt. 


Zwar fübrt nämlich diese Aufgabe auf neun lineare Bedingungen für die Koeffi- 
zienten der Gleichung der Quadrik, die zugehérige Flache ist aber die doppelt- 
zählende Ebene durch die drei Punkte. Wiirde die Quadrik nicht entarten, so müfte 
sie ja in die Ebene durch die drei Punkte einen Kegelschnitt ausschneiden, dessen 
Tangenten in diesen Punkten die Schnittgeraden der Ebene mit den drei Streifen- 
ebenen waren. Dieser Kegelschnitt hat also sechs linearen Bedingungen zu geniigen, 
und das ist im allgemeinen nicht müglich. 

Rechnet man wie bei den vorigen Beispielen, so findet man die 9 Bedingungen 


fy(ty) “= f(t) == fg (ty) = 0 f(t) = hy’ (te) = fa(ts) = 0 


(31) 
fy (tg) = f1(t3) — fa(ts) = 0, 
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und daraus mit dem Rorzeschen Theorem Nullstellen von 


hy hs fa” he”, i", i, hs fs's f° - 


Denn die Nullstellen von /, haben die Gesamtmultiplizitat 6. Für die Schmieg- 
quadrik in {, ist aber 


h=hy =f =f{" =f" =f,;= fs =f," =f,’ = 0, (32) 

das sind also andere Bedingungen, als man aus (31) durch Grenziibergang erhält. 

Trotzdem kann man die Schmiegquadrik auch als Grenzlage definieren, näm- 

lich von einer Quadrik, welche in ¢, den Streifen, in ¢,, t,, {, aber nur die Gerade 
(x, 3) in der Streifenebene berührt. Denn das führt auf 


fit) = fi’ (4) = fs(4) = 0 


(te) = fa(ts) = 0 
fi (ts) — Is (ts) = 0 
f(t.) —= fs (ta) = 0 


und damit auf Nullstellen der in (32) vorkommenden Ableitungen. 


§ 7. SchluBbemerkungen 


Zunachst sei hervorgehoben, daB das zuletzt behandelte Problem keine Aus- 
nahme darstellt, vielmehr treten ähnliche Erscheinungen sehr haufig auf. Stellt 
man beispielsweise die Bedingungen dafiir auf, daB cine Raumkurve dritter Ord- 
nung (C;) mit einer vorgegebenen Kurve die Tangente an der Stelle t, gemeinsam 
hat, so lassen sich diese mit ihren Ableitungen bis zur vierten einschlieBlich nur 
dann befriedigen, wenn die Tangenten der Kurve einem linearen Komplex ange- 
hôren. Dagegen gibt es im allgemeinen keine C,, welche fünf belicbige Tangenten 
unserer Kurve berübrt, und eine die vier beriihrt *), kann nur dann eine nichtentartete 
Grenzlage haben, wenn die Kurve eine Koinzidenzkurve ist*). Auch hier führen 
beide Fragestellungen wieder auf vüllig verschiedene Ergebnisse. 

SchlieBlich sei noch die Frage erértert, ob der Hauptsatz aus § 2 auch gilt, wenn 
die Gleichungen nicht linear sind. Seien etwa 


fun... 2,54) = 0, :k=1,2,...n (33) 


n Gleichungen für die » unbekannten Funktionen z,, die f, seien stetig differenzier- 
bare Funktionen ihrer Argumente. Strebt dann jede Lüsung von (33) fiir ¢ — ty 
einer Lésung der Grenzgleichungen 


ET 2 Rue to) = 0) (34) 


3) Herrn H. Kveser verdanke ich den Hinweis, daB es auch zu vier vorgegebenen (reraden 
im allgemeinen keine C, gibt. welche sie berührt. Die Tangenten der (,, welche dret vorgegebene 
Creraden berühren, gehoren nämlich einem algebraischen Strahlenkomplex an. 

3) Für diese Kurvenklasse vel. etwa Cr. Bot, Einige neue Ergebnisse aus der projektiven 
Differentialgeometrie der Raumkurven. Dieses Archiv 1 (1945, 49), 1-8 
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zu? DaB das nicht zutrifft, sieht man schon an der Gleichung 


f(z, t) =2tt—2—0. (35) 
Diese hat für ¢ = 0 nur die Lüsung z = 0, fiir ¢ + 0 aber die beiden 
z=0, z= + , 


von denen nur die erste einen Grenzwert hat. 


Ist aber das System (33) für alle ¢ in einem Intervall um #, eindeutig Iôsbar, 
während an der Lüsungsstelle 
Z105 Zagp : +++ 2,0* by (36) 
die Funktionaldeterminante 
€ (Far far: + fn) 
O (24s Ze - + + Zp) 
von Null verschieden ist, so haben die Lüsungen z,(é) für ¢ > ¢, die Grenzwerte (35) 
Denn nach einem bekannten Satz gibt es eine Lüsung des Systems mit dieser Eigen- 
schaft, da das System eindeutig lüsbar ist, ist das die vorgegebene. 
Mit Hilfe dieser Erweiterung unseres Satzes kann man etwa einsehen, daB eine 
C, durch 6 Punkte einer Raumkurve beim Zusammenriicken der Punkte die ein- 


deutig bestimmte C, als Grenzlage hat, welche sie an der fraglichen Stelle in fünfter 
Ordnung fiihrt. 


(Eingegangen am 21. 4. 1948) 


Streifen auf einer FlAche im dreidimensionalen Raum 


Von Gerrit Bo in Freiburg 


Unter einem Flächenstreifen verstehen wir eine Raumkurve, bei der durch 
jeden Punkt eine Ebene gegeben ist, welche die Tangente der Kurve enthalt. In 
einer früheren Note!) wurden solche Streifen vom Standpunkt der projektiven Geo- 
metrie betrachtet, ihre Invariantentheorie aufgestellt, ihre wichtigsten geometri- 
schen Eigenschaften aufgefunden und verschiedene Klassen spezieller Streifen 
durch das Verschwinden von Invarianten gekennzeichnet. 

Hier sollen nun die Streifen vom Standpunkt der Flachentheorie untersucht 
werden, indem wir die Streifen betrachten, welche eine Fläche längs den auf ihr 
liegenden Kurven beriihren. Von solchen Streifen sagen wir auch, daB sie ,,auf der 
Flache liegen“. Wir betrachten im folgenden zuerst die Regelflächen, welche einen 
vorgegebenen Streifen beriihren, danach die Gesamtheit aller Streifen, welche auf 
einer vorgegebenen Fläche liegen. Die Formeln und Ergebnisse der oben zitierten 
Arbeit werden dabei verwendet werden. Von unseren Streifen setzen wir immer 
voraus, daB die Streifenebene nicht mit der Schmiegebene der Streifenkurve zu- 
sammenfällt, ,Schmiegstreifen‘* sind also von der Betrachtung ausgeschlossen. 


§ 1. Regelflächen durch einen Streifen 


Ist ein Streifen vorgegeben, so kann man leicht Regelflächen angeben, welche 
ihn berühren. Man braucht dazu nur in jeder Ebene des Streifens eine beliebige 
Gerade durch den Streifenpunkt zu legen, hängen diese Geraden vom Streifen- 
parameter stetig ab, so erzeugen sie eine derartige Regelfläche. 

Wir denken uns an jeder Stelle des Streifens das zugehérige Begleittetraeder 
aus den Punkten t, t, », 3 gebildet. Wir erinnern daran, da8 x den Flächenpunkt 
darstellt, t liegt auf der Tangente der Streifenkurve, ÿ in ihrer Schmiegebene und 3 
auf der konjugierten Streifentangente im Kehlpunkt der Torse des Streifens. Ist 
dann a(t) eine beliebige Funktion des Streifenparameters, so erzeugen die Geraden 


(t,t +) (1) 


eine Regelflache, die von unserem Streifen berührt wird und jede derartige Regel- 
flache lä8t sich so darstellen. 


1) Zur Projektivgeometrie der Flachenstreifen. Dieses Archiv 1 (1948/49), 192—199. 
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Bekanntlich gibt es auf jeder Erzeugenden einer Regelfläche im allgemeinen 
zwei Stellen, wo die krummlinigen Asymptotenlinien Wendepunkte haben. man 
nennt sie die Fleknodalpunkte der Erzeugenden?). Durchlauft die Erzeugende die 
Regelflache, so erzeugen die Fleknodalpunkte ihre Fleknodalkurven. Für unsere 
Regelflachen durch den Streifen gelten nun die wichtigen Regeln: 

Die Streifenkurve ist dann und nur dann Fleknodalkurve der Regelfläche, wenn x 
konstant ist. 

Dann und nur dann fallen auf der Erzeugenden (1) beide Fleknodalpunkte in den 
Streifenpunkt x, wenn auBerdem | 

gattga=0. (2) 


Ft 


Die Streifen, für die 1 konstant ist, haben also die kennzeichnende Eigenschaft, 


daB man eine Regelfläche hindurchlegen kann, auf der die Streifenkurve die einzige 
(doppeltzählende) Fleknodalkurve ist. Wir nennen deshalb diese Streifen Bi- 
fleknodalstreijen. | 

Bei jedem solchen Streifen gibt es zwei Regelflächen mit dieser Eigenschaft. 
Diese gehen durch ,.Fleknodaltransformation‘ auseinander hervor, jede besteht aus 
den Wendetangenten der krummlinigen Asymptotenlinien der anderen. Sie sind 
reell, wenn g und g verschiedene Vorzeichen haben, konjugiert komplex im anderen 
Fall. 

Die Hiillflache der Schmiegquadriken entartet bei den Bifleknodalstreifen in 
diese beiden Regelflächen, die Schmiegquadriken sind auch die Schmieg quadriken 
der Regelflächen$). 

Ist « konstant, so hat die Schmiegquadrik unserer Regelfläche im lokalen Ko- 
ordinatensystem die Gleichung: 

2 Po Pa — Py? — (y at +9 a) pa? + ar? pi = 0. (3) 
Sie berührt die Streifenkurve und die Torse des Streifens in dritter Ordnung, den 
Streifen selbst aber nyr in zweiter Ordnung und fällt dann und nur dann mit der 
Schmiegquadrik des Streifens zusammen. wenn (2) gilt. 

Betrachten wir einmal sämtliche Regelflächen (1) durch den Streifen, für die 2 
konstant, also die Streifenkurve Fleknodalkurve ist. 

Der Ort der zweiten Fleknodalpunkte der Erzeugenden dieser Regelflächen durch 
einen festen Streifenpunkt ist eine ebene rationale Kurve dritter Ordnung K in der 
Streifenchene, die im Streifenpunkt einen Doppelpunkt hat, und dort von denjenigen 
Erzeugenden berührt wird, fiir welche (2) gilt. Sie geht durch den Kehlpunkt 3 der 
Torse des Streifens und hat dort dann und nur dann einen Wendepunkt, wenn die 
Streifenstelle sextaktisch ist (h == 0). 


2) Velletwa Furini-Cecu, Introduction à la Géométrie projective différentielle des surfaces, 129ff. 
3) Die Schmiegquadrik einer Regelfläche ist die Quadrik, die drei ,,aufeinanderfolgende“ ihrer 
Erzeucenden enthalt. 
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Thr dritter Schnittpunkt mit der Tangente der Streifenkurve ist der Punkt t* 
desjenigen Begleittetraeders das zum Parameter 


= 11 g'à 
gehürt. für welchen g* eine Konstante ist. Dieser Punkt ist dann und nur dann 
Wendepunkt von A, wenn (? ‘) = 0. 


§ 2. Streifen zweiter Ordnung 


Wenn zwei Flächen eine Kurve gemeinsam haben und sich an jeder Stelle dieser 
Kurve in zweiter Ordnung berühren. so sagen wir. daB sie cinen Streifen zrwetier 
Ordnung gemeinsam haben. Das ist dann und nur dann der Fall, wenn sie in jedem 
Kurvenpunkt gemeinsame Schmiegtangenten haben. 


Wir kénnen also einen solchen Streifen zweiter Ordnung kennzeichnen. indem 
wir in der Ebene eines Streifens durch den Streifenpunkt zwei Geraden legen. 
welche die Tangente der Streifenkurve von der konjugierten Streifentangente har- 
monisch trennen. Die beiden Geraden nennen wir die Schmiegtangenten des Streifens 
zweiter Ordnung. Man kann sie in der Form (1) darstellen. wobei x für beide ent- 
gegengesetzte Werte hat. Durch Angabe der Funktion x(f) läBt sich also ein Flachen- 
streifen zu einem Streifen zweiter Ordnung erganzen. 


Offenbar kann man «(é) beliebig wählen, der zugehdrige Streifen zweiter Ord- 
nung gehért dann jedenfalls der Regelflache (1) an. 


§ 3. Streifen auf einer Fliche 


Wir wollen jetzt Kurven auf einer fest vorgegebenen Flache betrachten, zu jeder 
solchen Kurve gehürt der Streifen, der die Flache berührt. 


Wir betrachten zuerst sämtliche Kurven, welche von einem festen Flachenpunkt 

ausgehen und fragen nach Quadriken, welche die zugehôrigen Streifen beriihren. 
. Hier gilt: 

Eine Quadrik, welche zwei Streifen in erster Ordnung berührt, deren Kurven- 
tangenten im Flächenpunkt verschieden sind, berührt sämtliche von diesem Punkt aua- 
gehenden Streifen in erster Ordnung. 

Die Quadriken, welche sdmtliche vom Flächenpunkt ausgchende Streifen tn erster 
Ordnung beriihren, sind genau die, welche die Fläche in zweiter Ordnung berühren. 

Diejenige dieser Quadriken, welche einen Streifen durch unseren Klächenpunkt 
sogar in zweiter Ordnung beriihren, bilden ein Biischel, zu dem die doppelt zählende 
Tangentenebene der Flache gehürt. Durch jeden Punkt P au Serhalb der Tangenten- 
ebene geht genau eine derartige Quadrik. 
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Die genannten Quadriken hängen nur von der Richtung der Streifenkurve ab. 
Zu den >! Richtungen auf der Fläche gehôren also oc! Quadriken durch P. Ihre 
Tangentenebenen in P hüllen einen quadratischen Kegel ein. Die Polarebene des 
Flächenpunktes in bezug auf diesen Kegel ist die Tangentenebene in P der durch P 
hindurchgehenden Darsocx-Quadrik der Flache*). 

Beschranken wir uns jetzt auf Kurven. welche von einem Flächenpunkt in einer 
festen Richtung ausgehen. Diese soll wieder keine Schmiegtangente beriihren. Fiir 
die zugehôrigen Streifen gilt dann: 

Alle Streifen auf einér Flache. deren Kurven von einem festen Flachenpunkt aus- 
gehen und dort die gleiche Tangente und die gleiche Schmiegebene haben, haben an 
dieser Stelle auch denselben Schmiegkegelschnitt und denselben Schmiegkegel. Ihre 
Schmiegquadriken sind im allgemeinen verschieden, ist aber eine der Kurven eine 
Pangeodatische (vgl.unten), so haben auch alle Streifen dieselbe Schmiegquadrik, 
und das gilt nur in diesem Fall. 

Aus dem hervorgehobenen Satz folgt, daB sich. ein bekanntes Ergebnis von 
Moctarp und DarBoux so verallgemeinern läft: 

Betrachtet man auf einer Fläche sämiliche Kurven, die von einem festen Punkt 
ausgehen und dort die gleiche Tangente haben, so liegen die Schmiegkegelschnitte der 
zugehürigen Streifen auf einer Quadrik, die die Flache in zweiter Ordnung berührt. 
(Quadrik von MourTanp.) 

Die Quadrik von Moutarp entspricht sich selbst dual, sie ist also auch die Ein- 
hiillende der Schmiegkegel unserer Streifen. Die Schmiegquadrik jeder unserer 
Streifen beriihrt die Quadrik von Moutarp längs dem Kegelschnitt, in dem diese 
die Schmiegebene der Streifenkurve trifft. 


Wenden wir uns den Streifen zweiter Ordnung unserer Fläche zu! Die wichtig- 
sten projektivinvarianten Kurven auf einer Fläche sind nach den Asymptoten- 
linien die Darsoux-Kurven, auf die schon in FuBnote 4) hingewiesen wurde. Ana- 
lytisch führt man sie so ein: Ist 

t(u, v) (4) 
die Darstellung der Flache in Asymptotenlinienparameter, so genügt der Vektor r 
Differentialgleichungen der Form 


Eon = Ô Eu + BI, FRE (5) 

Le = Y Eu + EE TAL. 
Die erste dieser Gleichungen besagt, daB die Schmiegebene der u-Kurve mit der 
Tangentenebene der Fläche zusammenfällt, die zweite das gleiche für die v-Kurven. 


4) Das Biischel der Quadriken von Danpoux wird von der Lie-Quadrik und der doppelt zahlen- 
den Tangentenebene der Fliche erzeugt. Die Schnittkurve einer Darpoux-Quadrik mit der Flache 
hat im Flachenpunkt einen dreifachen Punkt, die drei Tangenten sind die unten erwahnten Darsoux- 
Tangenten der Flache. 
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Die Darsoux-Kurven sind nun die Kurven auf der. Fläche, die der Differential- 

gleichung 

B dus + y dus = 0 (6) 
geniigen. Durch jeden Flächenpunkt gehen offenbar drei derartige Kurven, ihre 
Tangenten sind die Darsoux-Tangenten der Fläche. 

Fiir einen Streifen zweiter Ordnung ist dann und nur dann « konstant, wenn die 
zugehôrige Kurve eine DarnBoux-Kurve der Fläche ist. 

Das einfachste invariante Kurvenintegral auf der Fläche hat bekanntlich die Form 

3 3 
= [aa @ 
Die Extremalkurven dieser Projektivbogenlange nennt man mit C. SEGRE die Pan- 
geodätischen der Kläche. 

Für die Streifen zweiter Ordnung längs der Pangeodätischen der Fläche ist (2) 
kennzeichnend, das bedeutet also, daf die Schmiegquadriken des Streifens die Fläche 
in zweiter Ordnung berühren. 

Hieraus folgt: 

Wenn eine Darsoux-Kurve gleichzeitig pangeodätisch ist, so ist der zugehürige 
Streifen ein Bifleknodalstreifen. 


Wir erwähnen noch den Satz: 


\ 


Wenn zwei Flächen sich langs einer Kurve berühren, die nicht eben und auf einer 
zon beiden pangecddtisch ist, so ist sie dann und nur dann auch auf der anderen pan- 
geodatisch, wenn beide Fldchen sich längs der Kurve überall in zweiter Ordnung be- 
rühren. 


Die Schmiegtangenten eines Streifens zweiter Ordnung sind dann und nur 
dann konjugiert in Bezug auf die Schmiegquadrik des Streifens, wenn 
ga-!—ga=0. 


Die Kurven auf einer Fläche, bei denen das an jeder Stelle der Fall ist, sind die 
zuerst von B. SEGRE betrachteten Projektivkurven®). Die beiden zuletztgenannten 
Satze über Pangeodätischen gelten auch für diese Kurven. 


8 4. Quadriken von Movurarp liings einer Kurve 


Zu jeder Tangente einer Kurve auf der Fläche gehért eine Quadrik von Moutarp. 
Hieriiber gilt folgendes: 

Die Schmiegquadrik des zur Kurve gehérigen Streifens gehürt dem Biischel an, 
das von der Moutann-Quadrik und der doppeltgezählten Schmiegebene der Streifen- 


——— 





$) Vel. B. SEGRE, Le linee proiettive ed un invariante d’immersione di una superficie, Atti 
Accad. naz. Lincei, Rend., VI. s. 22, 400—405 (1935). 
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Zur Geometrie der Raumkurven im 
vierdimensionalen projektiven Raum 


Von WALTER STAKOWSKI in Heidelberg 


_ Zu dem in einer früheren Arbeit ..Invariantentheorie der Raumkurven im vier- 
Sim ensionalen projektiven Raum‘!) von mir entwickelten Formelapparat soll im 
folgenden die geometrische Deutung gegeben werden. Die Nummerierung der 

Gichungen schlieBt sich an die jener Arbeit an, auf die ich der Kürze halber 
Auch wegen der benutzten Bezeichnungen verweisen muB. 

Wie wir gezeigt haben, läBt sich zu jedem Parameter ein die Kurve ,,be- 

Qleitendes Simplex“ konstruieren; d. h. da die Begleitsimplexe von zwei Parametern 

@bhangen, gibt es in jedem Punkt oo? Begleitsimplexe. 

Der Geraden (xt), der Tangente unserer Kurve, entspricht dual der Durchschnitt 
der Hyperebenen X und &. Dieses ist die Ebene (rt )), also die Schmiegebene unserer 
Kurve; denn sie wird auch von den Vektoren rz, £’ und x” aufgespannt. 

Der geometrische Ort aller Punkte p, die wir bei verschiedener Wahl von ¢ 
erhalten, hat nach (11) in lokalen Koordinaten die Parameterdarstellung 


Po = 24 A4, p, = 2445, p, = 1241, pp = 44, p= 1. (18) 


Dieser geometrische Ort ist ersichtlich eine Raumkurve vierter Ordnung, die 
wir Harmonikal-C, im untersuchten Kurvenpunkt nennen. Sie hat folgende Eigen- 
schaften: Sie liegt auf der Mittelflache; (p 3) ist ihre Tangente im Punkte p; (p 3 yt) 
ist ihre Schmieghyperebene im Punkte p: sie berührt die Raumkurve fünfpunktig. 
Sie ist aber nicht die einzige Raumkurve vierter Ordnung, die diese Eigenschaft 
‘besitzt. Seien nämlich m und n zwei beliebige Halbinvarianten vom Gewicht 4 
und 3, so erzeugen die Punkte q =p +nt +mrx, die zu verschiedenen Kurven- 
parametern gehôren, eine Raumkurve vierter Ordnung, die unsere Kurve mindestens 
fünfpunktig beriihrt; übrigens liegt q auf 2, wenn m == (0). Für » == — ? b hat 
unsere C, die Eigenschaft, die Kurve sogar sechspunktig zu berühren. 

Wichtig fiir die Theorie der Raumkurven sind naturgemaB die C,, die an einer 
Stelle méglichst gut beriihren: 

Man sagt, daf sich zwei Kurven an einer vorgegebenen Stelle n-punktiy beriihren, 
wenn sich Darstellungen x (u) und x(u) beider Kurven finden lassen, für die die Diffe- 
renz L(u) — L(u) an dieser Stelle eine Nullstelle n-ter Ordnung in u hat. 


1) Archiv der Mathematik. 1 (1919/49), 200 —204. 
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Darstellung hei£t natariich geeignete Wahl des Parameters und geeignet: ie 
mierung. Wir erhalten also die Parameterdarstellung jeder C,, die unsere Kim 
an einer vorgegebenen Stelle =-punktig berührt, wenn wir von einer belies 
nicht normierten Darstellung ris: der Kurve ausgehen und die ersten » Gide 
ihrer Taylorreihe an der betreffenden Stelle betrachten. Sei w, = 0 der untemets 
Kurvenpunkt. Ist dann rie) die zum Parameters gehorige Kurve, die dent 
normiert ist. daB (7.1.1. ".r "1% = 0 gilt, so ist £(u) — a(u)-1(u) wit 
erhalten nach einiger Rechnung direkt: 

Jede sechspunktig berührendr C, kann in einem beliebigen unserer Begleitsnpln 
dargestellt werden in der Form 


T(4) =p +200 —(g¢ 5 —2e—446 4) — [46 42— 4 4 (2b +8) +E]. M 

Wir nennen dieze C, auch 6-Punkte-C,. Die Konstanten 6, €, £ kônnen belts 

Werte haben. Enteprechend wird die sietenpunktig berihrende C, dargestellt du 

rid) =p—$bt (4b +2)z. ( 

Umgekehrt stellen auch (19) und (20) bei beliebiger Wahl der Konstanten 
entsprechende C, dar. 


Durch Differentiation erhält man aus (19) die Punkte £,, E44 und £44). 
Schmieghyperebene enthalt diese Punkte und bestimmt sich aus ihnen zu 


X= P—6Y +(e 2S AV T—[46 427944 (F640) + —206E. 


Da die 6-Punkte-C, in Hvperebenenkoordinaten durch (21) dargestellt wer 
so werden nach der Ersetzungsregel (15) die 6-Hyperebenen-C, in Punktkoordin: 
dargestellt durch 


f(A) =p—6n +(@—26A)t—[464 +44 (Z6—Z) +È—284]r, 
wobei wieder 6, €. © beliebige Konstanten sind. 


Fragen wir danach. ob eine 6-Punkte-C, gleichzeitig 6-Hyperebenen-C, 
kann, so folgt aus den Bedingungsgleichungen, die identisch in A erfüllt sein müs 


6=6=0, #=—2, C=—t. 
Also: 


Dann und nur dann, wenn 6 = 0 gilt, ist die 6-Punkte-C, auch gleichzeiti 
H yperebenenC ,. 


Stellen wir dieselbe Frage für die %-Punkte-C,, so haben wir entsprechend 
und (22) 


X= P—26T—-($ Ab +4 y)z, | 
r=ptibt+(444b6—Ro 4+ hye, | 
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mit den Bedingungsgleichungen b = 0, 4 u — 3 6’ = 0, d.h. 
b=p=0. (26) 
Also: 

Dann und nur dann, wenn (26) gilt, ist die 7-Punkte-C, auch gleichzeitig 7-H yper- 

bemen-C,. 

Durch einfache Rechnung erhalten wir weiter: 

Es gibt genau eine 6-Punkte-C,, die ganz auf der Mittelfläche liegt, und es gibt 

Iee@eh genau eine 6-H yperebenen-C,, die die Gleichung Q = 0 befriedigt. 
Die Harmonikal-C; war gegeben durch 
p=p+4a3,+12A*b + 24 43t + 24 Aig; 
hie ganz auf der Mittelfläche liegenden 6-Punkte-C, und 6-Hyperebenen-C, ergeben 
Sich zu 
tT=p— Zot. 
T=p+ Zot. 
Daraus folgt: t, T, p, fliegen auf einer Geraden und bilden ein harmonisches Quadrupel. 

Hiermit ist auch gleichzeitig der Name ,,Harmonikal"™ gerechtfertigt. 

Unsere bisherigen Betrachtungen galten fiir das Bezugssystem, das einem be- 
liebigen Parameter zugeordnet ist. Wir wollen nun das Begleitsimplex mit der 
Kurve invariant verkniipfen. Dazu bedenken wir, daB b eine Halbinvariante vom 
Gewicht 3 ist. Da weiter dt halbinvariant vom Gewicht —1 ist, so ist das Diffe- 


rential l bdt und damit auch das Integral 
S=fVoa . (27) 


absolut invariant. Dabei ist unter lo naturgemaB der reelle Wert der Kubikwurzel 
zu verstehen. 


Sollte b = 0 sein, dann künnen wir an seiner Stelle “ oder c verwenden; nur 


haben wir dann als Radikand keine Kubikwurzel, sondern Vu dt oder l'cdt stehen; 
denn x ist halbinvariant vom Gewicht 4 und c halbinvariant vom Gewicht 5. 

Wir wollen s die Projektivbogenlénge der Kurve nennen. Sie ist wie die gewobn- 
liche Bogenlänge nur bis auf eine additive Konstante bestimmt. Wie 6 selbst ist 
die Projektivbogenlänge invariant gegen projektive Abbildung. 

Auf einem Bogenstück, auf dem 6 nicht verschwindet, ist s eine monotone 
Funktion von ¢, kann also als Kurvenparameter verwendet werden. Offenbar ist 
dann und nur dann dt = ds, wenn b = 1. 

Wird die Halbinvariante b durch Parameteränderung zu 1 normiert, so ist der 
zugehôrige neue Parameter bis auf eine additive Konstante mit der Projektivbogen- 
länge tdentisch. 
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Die Werte von a. u und c sind jetzt natiirlich in jedem Kurvenpunkt festgelest. 
Wir wollen sie der Reihe nach die erste, zweite und dritte Projektivkriimmung dea 
Kurve nennen. Sie sind Funktionen der Projektivbogenlange 


a= (8), #=92(8), ¢ = gas). (38) 


Die Gleichungen (28) nennen wir die projektiven natürlichen Gleichungen dea 
Kurve. 

Sind zwei Kurven aufeinander projektiv abgebildet, so sind in entsprechenden 
Punkten die Projektivbogenlängen — von entsprechenden Punkten aus gemessen — 
gleich. Wir künnen daher den Abbildungssatz aus meiner bereits zitierten Arbat 
..Invariantentheorie der Raumkurven im vierdimensionelen projektiven Raum!) 
anwenden und erhalten: 


Zwei Kurvenstiicke, auf dencn b nicht verschwindet, lassen sich dann und nur dan 
proiktiv aufeinander abbilden, wenn sie dieselben projektiven natürlichen Gleichunges 
hahen. 


Eine Kurve. die eine einghedrige Gruppe von projektiven Transformationen 
gestattet. nennen wir eine W-Auree. 


Die W-Kurven sind dadurch gekennzeichnet, daB für ste bei geetgneter Wahl de 
Parameters a. b. n und c Konstanten sind. 


it nämlich zunächst ein Parameter ¢ gegeben, für den a, b, u und c Konstanten 
sind. so bleiben diese bei der Parametertransformation ¢ = t* + & identisch die 
selben Konstanten. Nach dem Abbildungssatz aus Teil I kann die Kurve also 50 
projektiv auf sich abgebildet werden, daB der Punkt, für den ¢ = 0, auf denjenigen 
fallt. für den @* = 0, also ¢==k. Da das fiir jeden Wert von & gilt, gestattet die 
Kurve in der Tat eine eingliedrige Gruppe von projektiven Transformationen. 

Wenn andererseits die Kurve eine solche eingliedrige Gruppe gestattet, so kann 
man nach einem bekannten Satz von Brouwer den Parameter so einrichten. daf 
die Transformationen der Gruppe durch ¢* == ¢t + & (k-konstant) dargestellt werden. 
Nach unserem Abbildungssatz mu8 dann bei dieser Wahl des Parameters und be- 
liebigem & 

a(t-+hk) = a(t), b(t =-k) = b(t), u(t —k) = pt, ct +k) = c(d) 

gelten: daraus folgt aber sofort. daB a. b. u.c Konstanten sind. 

Eine andere Kennzeichnung der W-Kurven ist folgende: 


Eine Kurve ist dann und nur dann eine W-Kurve, wenn sich der Parameter 80 
einrichten läft, dap dic Koeffizienten der Grundgleichung Konstanten sind. 


Mit Hilfe des eben bewiesenen Satzes folgt diese Kennzeichnung unmittelbar 
aus den Gleichungen (9) 
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Bereits weiter oben hatten wir erwähnt, daB es in jedem Punkt oo? Begleit- 
simplexe gibt. Gilt ¢ — 0, so bedeutet das, da8 die Begleitsimplexe in gewisser 
Weise gekoppelt sind. Wir nennen ein solches System von Begleitsimplexen, fiir 
das a = 0 gilt, ein Torsalsystem und den zu einem solchen System gehorigen Para- 
meter Torsalparameter. 


Es gibt © Torsalparameter, aber nur co! Torsalsysteme; zwei verschiedene Torsal- 
parameter hängen durch eine gebrochene lineare Transformation zusammen. 


Betrachten wir die Kanten eines Simplexes während seines Umlaufs längs der - 
Kurve, so erhalten wir gewisse Regelscharen, von denen einige besonders ausge- 
zeichnet sind und sich zur Charakterisierung der einzelnen Halbinvarianten gut 
eignen. Wir wollen die diesbeziiglichen Rechnungen nicht vorfiihren, sondern 
stellen die Hauptergebnisse kurz zusammen: 

Die Torsalsysteme sind durch folgende Eigenschaften gekennzeichnet: 

Je zwei benachbarte Ebenen (rt p) schneiden sich in einer Geraden; die Geraden 
selbst bilden eine Torse. Gleichfalls bilden die Geraden (t )) eine Torse. 9) ist die 
Schmieghyperebene der von den Geraden (r 3) erzeugten Regelfläche und T die 
der von den Geraden (tp) erzeugten Regelfläche. Die Schmieghyperebene der von 
den Geraden (t 3) erzeugten Regelfläche gehért zum Hyperebenenbiischel, das von 
$ und X aufgespannt wird. | 

Das Verschwinden der Halbinvarianten b hat folgende geometrische Eigen- 
schaften zur Folge: 


9) ist die Schmieghyperebene der von den Geraden (rz, b) erzeugten Regelfläche. 
In einem Torsalsystem schneiden sich je zwei.benachbarte Ebenen (rtp) in einer 
Geraden und je zwei benachbarte dieser Geraden schneiden sich in einem Punkt 
auf der Verbindungsgeraden von p und zr. Ferner bilden in einem Torsalsystem die 
. Geraden (rp), (tp) und (y 3) Torsen. Je zwei benachbarte Ebenen (rx 3 b) schneiden 
sich in einer Geraden; die Geraden selbst bilden cine Torse. In einem Torsalsystem 
bildet 3 die Heftpunktkurve zu den von den Geraden (tp) und (3) erzeugten 
Regelflächen. 


Ist auSer 6 auch noch # — 0, dann schneiden sich in einem Torsalsystem je 
zwei benachbarte Ebenen (rt) in einer Geraden und je zwei benachbarte dieser 
Geraden im Punkte p. Für die Ebenen (x 3 p) übernimmt 3 die Rolle von p. Ferner 
bilden in einem Torsalsystem die Geraden (3 p) eine Torse. Die Schmieghyperebene 
der von den Geraden (3 p) erzeugten Regelfläche gehért zum Hyperebenenbiischel, 
das von $ und 3 aufgespannt wird. 

Gilt b = c = 0, dann gehôrt die Schmieghyperebene der von den Geraden (3 p) 
erzeugten Regelflache zum Hyperebenenbiischel, das von $ und Y) aufgespannt 
wird. Die Schmieghyperebene der von den Geraden(y p) erzeugten Regelfläche 
ist die Hyperebene À. 
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Das Verschwinden der Halbinvarianten # charakterisieren folgende geome 
sche Eigenschaften: 

In einem Torsalsystem ist die Schmieghvperebene der von den Geraden|( 
erzeugten Regelflache, 3 die Schmieghvperebene der von den Geraden (p pi erze 
ten Regelfläche. Die Schmieghyperebene der von den Geraden (3p) in ei 
Torsalsystem erzeugten Regelflache gehôrt zum Hvyperebenenbiischel. das von 
und 9) aufgespannt wird. 

Gilt 4 =c = 0, dann bilden die Geraden(y, p) in einem Torsalsvstem € 
Torse. Ferner bildet 8 in einem Torsalsvstem als auch sonst die Schmieghypereb 
der von den Geraden (3 p) erzeugten Regelflache. 

c = 0 beschreiben folgende geometrische Tatsachen: 


In einem Torsalsystem bildet t die quasi-asymptotische Kurve zu der von. 
Geraden (t )) erzeugten Regelflache und p die quasi-asymptotische Kurve zu 
von den Geraden (y p) erzeugten Regelflache. 


(Eingegangen am 3. 1. 1948) 





Ein waageähnliches Gerät 
für harmonische Analyse und Synthese 


Von ALFRED Walz in Teningen (Baden) 


1. Einleitung 


Die heute gebräuchlichen mechanischen Geräte zur Durchführung harmonischer 
Analysen — es sind dies vorwiegend die Gerite von MAnEr-Orr, Kempten, und 
Hexrici-Corapi, Zürich — bestimmen die Founter-Koeffizienten a, und b, (Ord- 
nungszahl » —1,2,3...) durch cine Planimetrierung nach der Vorschrift der 
FouriEr-Integrale 


2a 
a, = J [i cos (> x) dx 


22 y=1,2,3.... 
b= + Î f(x) sin (» x) dx (1) 
x en 
= >; | f@dz 
0 


Die zu analysierende Funktion f(z) muB dabei in dem als Periode aufgefaBten 
Bereich 0 < x < 2x graphisch in geeignetem MaBstab aufgezeichnet vorliegen und 
fiir jeden Koeffizienten mit dem Fahrstift des Gerâtes sorgfältig umfahren werden. 
Um individuelle Fehler (die ,,persénliche Gleichung**) bei diesem ProzeB des Kurven- 
nachfahrens môglichst weitgehend zu eliminieren, ist es zweckmaBig, die Funktions- 
kurve bei jedem Koeffizienten mehrmals zu umfahren. Den hierdurch bedingten 
Mehraufwand an Zeit gleichen neuere Konstruktionen dieser Geräte bis zu einem 
gewissen Grade wieder dadurch aus, da8 mit dem Fahrstift gleichzeitig mehrere 
Planimetriereinheiten fiir verschiedene Koeffizienten gekoppelt sind. Der in diesem 
Fall gréBere Kraftaufwand bei der Betätigung des Fahrstiftes bedingt jedoch, daB 
die Nachfahrgeschwindigkeit herabgesetzt werden muB, wenn die Genauigkeit des 
Nachfahrens nicht geringer werden soll. Obwohl diese Geräte die Praxis der har- 
monischen Analyse gegeniiber den rechnerischen Methoden ganz auBerordentlich 
vereinfachen, läBt die bei ihrer Anwendung aufzubringende physische Mühe und 
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angespannte Aufmerksamkeit doch den Wunsch nach Verbesserungen oder nat 
neuen Analysator-Konstruktionen laut werden, die diese Nachteile vermeiden. 


Der vorliegende Aufsatz beschreibt das Ergebnis von Bemiihungen des Ve 
fassers in dieser Richtung. 


2. Grundgedanke des neuen Gerätes 


Die zu entwickelnde Neukonstruktion eines harmonischen Analysators sol! 
folgende Bedingungen erfiillen: 


1. Die zu analysierende Funktion f(x) sollte fest in das Gerät hineingegeben werk 
kônnen, und eine einmalige Firierung der Aufgabenstellung zu Beginn à 
Analyse sollte geniigen. 


2. Bei der Verarbeitung der in das Gerat hineingegebenen Funktion f(x) nach à 
Forschrift der Analyse-Formeln (1) sollte die persénliche Gleichung der B 
dienung des Gerûtes ausgeschaltet sein, so daB eine einmalige Bestimmung je 
Koeffizienten genügt. 


Diese Bedingungen lassen sich offenbar schwer erfüllen, wenn man an dm 
dynamischen Planimetrier-Prinzip des Kurven-Nachfahrens festhält. Die gestellu 
Aufgabe wird jedoch. wie wir gleich schen werden, verhältnismäBig leicht nac 
einem statisch-mechanischen Prinzip lésbar. wenn man die Planimetrierung dur 
eine Summierung über eine endliche Zahl von Gliedern ersetzt. 


Von dieser Vereinfachung der Aufgabenstellung macht man bekanntlich se X 
immer Gebrauch, wenn die FOURIER-Analvse mangels eines Analysators rechneræ 
durchgeführt werden muB. Man geht in diesem Fall aus von den BesseLsc £ 
Summenformeln für die FouriEr-Koeffizienten: 

2n —-1 


À, — , \ f(x,,) cos Cr x, ) 


B= . “Nice \sin(rr,) | 
2r-1 2 — 
l - | 
Ag= a, SA A= Ly (— 1° f(,). 
vO o va 


Hherbei ist 22 die Anzahl der äquidistanten Funktionswerte /(x,) je Periode un 
ov: 0 12... 2 —1 die laufende Numerierung der zugehôürigen Abszissen 


~ 


T0, (: 
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Mit 2n Funktionswerten je Periode kénnen nach Gl. (2) offenbar die cos-Koeffi- 
zienten bis zur n-ten Ordnung und die sin-Koeffizienten bis zur (#7 — 1)-ten be- 
stimmt werden. 


Wir haben die aus den Bessetschen Summenformeln (2) zu gewinnenden Koeffi- 
zienten mit groBen Buchstaben bezeichnet, um zum Ausdruck zu bringen, daB diese 
Koeffizienten nicht immer mit den ,,wahren“ FouriEr-Koeffizienten der Gl. (1) 
übereinzustimmen brauchen. Die hiermit angeschnittene Frage der Genauigkeit 
der Bessetschen Formeln und damit auch des Gerates, dessen Konstruktion sich 
auf diese Formeln stützt, soll in Abschnitt 4 ausführlich besprochen werden. Wir 
wollen hier zunächst die Beschreibung des Grundgedankens folgen lassen, nach wel- 
chem eine verhaltnismaBig einfaché apparative Auswertung der Besse schen 
Summenformeln müglich ist. 


Das zu konstruierende Gerat hat nach Gl. (2) Produkte von der Form/(x,)cos(vx,) 
baw. f(x,) sin(vr,) zu bilden und diese Produkte zu addieren. Diese Aufgabe laBt 
sich mechanisch wie folgt lüsen: 


Man stellt den Funktionswert {(x,) durch das statische Moment dar, das ein Ein- 
heitsgewicht im Abstand f(x,) von einer Drehachse an dieser erzeugt. Das Einheits- 
gewicht sei auf einem zunächst masselos gedachten Hebelarm verschiebbar ange- 
ordnet, so daB beliebige Werte/(x,) eingestellt werden kénnen. Ferner mége der 
Hebelarm in beliebige Winkelauslenkungen gegenüber der Lotrichtung gebracht 
und in dieser gegenüber der Drehachse fixiert 
werden künnen. Der Auslenkungswinkel gegen- 
über der Lotrichtung sei » x. Dann ist das an 
der Drehachse angreifende statische Moment (x,) 
sin(vx,), Fig. 1. Macht man den Auslenkungs- 


winkel gleich > — VX, S0 ist das an der Dreh- 
achse auftretende statische Moment f(z,) cos 
(vz,). Ordnet man nun auf der Drehachse 2n 
solche Hebel mit Einheitsgeuichten an, deren Ab- 
atiinde von der Drehachse den Werten f(x,) der 
zu analysierenden Funktion entsprechen und gibt 
den Hebeln die in den BESSELschen Summen/or- 
meln (2) festgelegten Auslenkungen, so tritt an der 
Drehachse ein resultierendes statisches Moment 
auf, das proportional einem gesuchten Koeffizien- 
ten A, bzw. B, ist. Dieses resultierende Moment kann leicht nach dem Prinzip 
einer Balkenwaage ausgewogen werden. Die Eigenmomente der praktisch natiir- 
lich massebehafteten Hebel gleichen sich dabei entweder aus oder ergeben eine 
Apparatkonstante, die vom Ergebnis abzuziehen ist. 





Fig.1 Grundgedanke 
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Soll für die gleiche Funktion /(r,) die Bestimmung von Koeffizienten mit andere 
Ordnungszahl » folgen, so hat man nur die Auslenkung der einzelnen Hebel ent 
sprechend der Vorschnft der Bessecschen Formeln zu andern und das dann au- 
tretende neue resultierende Moment auszuwiegen. Bei der Bestimmung jedes Koetf 
zienten hat man also eine andere Konstellation der Hebel. Diese ist jedoch fir 
jeden Koeffizienten 4, und B, charakteristisch und unabhängig von der zu analy 
sierenden Funktion {(x,). (Kine Anderung der Funktion f(x,) wirkt sich nur in einer 
Anderung der Stellung der Einheitsgewichte auf den einzelnen Hebeln aus.) Dies 
Feststellung erüffnet die Müglichkeit. die Auslenkung der Hebel in die nach den 
Formeln (2) erforderliche Stellung mit schablonenartigen mechanischen Hilfsmitien 
durchzufithren, die jür jeden Koeffizienten eine bestimmte Form haben. Durch die 
Verwendung solcher Schablonen wird sowohl eine schnelle als auch irrtumsfreie 
Ausfiihrung der Hebelauslenkung erreicht. Zur Bestimmung der einzelnen Koefft 
zienten Ist dann nur noch die Arbeit des Abgleichens des Wagesystems zu leisten. 
eine Arbeit. die im (regensatz zum Planimetriervorgang des Kurvennachfahrens 
schon bei einmaliger Durchführung zum Ziel führt. 

Das geschilderte Analvsator-Prinzip erfüllt somit die aufgestellten Forderungen. 


Der Verfasser konnte feststellen, daB schon K. StumMprr in dem Buch ,,Grundlagen und Me 
thoden der Feriodenforsechung"". Berlin (1937), auf die Mäglichkeit hingewiesen hat, das Momenten- 
prinzip für die Durehfiihrung harmonischer Analvsen zu benützen. Eine konstruktive Lésuns 
wird jedoch nicht angegeben. AnläBlich der Patenterteilung auf das hier beschriebene Gerat ist 
bekanut geworden, dal sich H. Harvey, London. schon 1930 unter Nr. 335969 ein Gerat pate : 
tieren lieB, welches in einigen wesentlichen Merkmalen mit unserem Gerat übercirstimmt. Fs 
wird jedoch auch in diesem Fall keine gebrauchsreife konstruktive Lésung angegeben. Insbesondere 
fehlt die Schablouen-Vorrichtung zum zwangsläufisen Auslenken aller Hebel, durch deren Ver- 
wendung das Gerät erst mit den Planimetrier-Analvsatoren hinsichtlich des Zeitbedarfs in Wit:- 
bewerb treten kann. 


Es ist bemerkenswert, dai das beschriebene Analysator-Prinzip darüber hinau 
noch eine sehr angenehme Eigenschaft hat. die bei Planimetrier-Analysatoren grund- 
sätzlich nicht erwartet werden kann: cs crmôglicht ohne weiteres auch die Durch- 
führung von harmonischen Synthesen, 

Die Formeln für die harmonische Synthese lauten bekanntlich 


hry - Na, cos(re,) 
—, 





| fer = LG) + ha). (4) 

MEME N b smire | | 
1 l 

Der aleebraische Antbau dieser Formeln ist. wie man sieht. derselbe wie der der 

Analyse-Formeln 3 Es sind nur die Funktionswerte {(x,) mit den Koeffizientena, 

nnd vertauseht. Während bei der Analvse jedem Hebel eine Funktionsstelle 7, 

to UE... cugvordnet War, entspricht bei der Synthese jedem Hebel cine 
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Ordnungszahl + = 0,1, 2,3,4. Man hat also praktisch bei der Synthese auf den 
einzelnen Hebeln die Koeffizienten-Werte einzustellen (z. B. auf dem Hebel, der 
bei der Analyse die Kennziffer 9 = 0 hatte, den Koeffizienten ag, auf dem Hebel mit 
der Kennziffer 9 = 1 den Koeffizienten a, usw.). Mit der Auslenkung der Hebel, die 
bei der Bestimmung des Koeffizientena, anzuwenden war, erhält man bei der 
Synthese den Teilfunktionswert f,(x,) an der Stelle x, = 2,, mit der Auslenkung, 
die fiir den Koeffizienten 6, charakteristisch ist, den Teilfunktionswert f,(x,) an 
der gleichen Stelle x, = x. Die Summe dieser beiden Werte (die bei Verwendung 
einer besonderen Kinstellungsschablone auch mit einer einzigen Auswägung ge- 
wonnen werden künnte) ist dann gleich dem gesuchten Fünktionswertf an der 
Stelle z,. Die Funktionswerte an den übrigen 2n Stellen einer Periode werden in 
entsprechender Weise ermittelt. 


3. Konstruktive Ausführung 

Das beschriebene Prinzip eines Gerätes für harmonische Analyse und Synthese liBt sich ver- 
hialtnismaBig einfach konstruktiv verwirklichen. Fig. 2 und 3 zeigen Aufnahmen eines Demon- 
strationsmodells des Geriites mit 2n :- 24 Hebeln. 
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Fig. 2 . Fig. 3 





geteilter Skala, auf denen die Eine 
J. Oberhalh der 
ch diese Hebel zt 
- 1-13 
das Festhalten der Hebel in der v Formeln (2) 
. eholzen f durch diese Nuten hindurehresteckt witd, 
der in zwei auf der Achse nden Endseheiben zwischen 90 
und 270° sind dabei auf solehe zwischen ~ 9 und eholzen hat 
etwa elliptischen Querschnitt. dessen eriibte nist. Beim 
Durehstecken durch die Nuten wird der der Ellipse in 


Die Hebel a haben die Form flac pe mit gleich 
heitsgewichte b (im vorliegenden Fall mit je 202) verse 
gemeinsamen waagerecht verlaufenden Drehachse e (im Bild verdeckt er 
halbkreistirmigen Seheihen d, an deren Rand in 
Nuteneeingefräst sind. Di 
geforderten Auslenkunx in der We 
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radialer Richtung verliuft. daB also der Bolzen Spiel in den Nuten hat. Erst wenn der Bin 
darch alle Nuten hindurehgeführt ist und seine Lagerung in den beiden Endscheiben gefunden be 
wird durch cine Drehung um 90° die Passung mit den Nutenflanken und damit die genane Jute 
rane der Auslenkung der Hebel vollzogen. Hiernach sind die Hebel mit der gemeinsamn lh 
achse e und mit dem Waavebalken h mit Verschiebegewicht f zu einem mechanisch stan '* 
bilde verbunden, das nun das schwingende System einer Waage bildet. 

Cin einen genauen Abgleich aut die Null-Stellung und damit eine genaue Messung dé # 
suchten statischen Momentes dieses Systems um die Achse e zu ermäglichen, ist die Achee an 
beiden Enden in Schneiden k geligert. Eine Arretier-Vorrichtung | gewährleistet die Schnee 
der Schneiden wahrend der der eisentlhichen Wigung vorausgehenden Manipulationen des Et 
stellens der Finheïtsgewichte auf den Hebeln und des Auslenkens der Hebel. 






Aus Fig.3 ist im besonderen die Handbaburz 
einer der verschiedenen môglichen Ausfibrs 
formen der Schablonen m, Fig. 4, ersibtuh 
mit denen das Auslenken der Hebel sehnell ui 
irrtumsfrei vollzogen werden kann. Es hand 
sich in dem gezeigten Fall um das Schablonenps 
für den zweiten sin-Koeffizienten B,. Mit ¢ 
einen Schablonenhalfte werden die Auslenkune 
zwischen 0 und 90°, mit der anderen die Ausler 
kungen zwischen 0 und — 90° hergestellt. The 
Sehablonen haben, wie man erkennt, die Firm 
zylindrisch gebogener Treppenkurven, die in é 
Kreisnuten n der Endscheiben g längs des ln 
fangs der genuteten Halbkreisscheiben d nm em 
Winkel von 90° bewegt werden künnen. Dab 
kommen die Treppen o der Schablonen fr 

Mis, 4 oder später, je nach der Héhe der Treppe. in B 

rührung mit den Nasen p der Halbkreisscheibet 

und nehmen diese in die gewiinsehte Musienkung ceeeniiber der Nullstellung mit. Nach vollzwztnt 

Auslenkune (dieser Zustand ist in Fiz. À festcehalten) wird der Haltebolzen f durch die Auta 

cestecht. Dann werden die Schablonen uber den Schlitz q entfernt, die Hebel durch Drehen des 

Haltebolzens fum 90 in seinen Lagerstellen endyiiltig justiert, die Arretierung | gelôst und det 

hooftizient auseeworen, Aly Anzetrevorrichtung fur die Nullstellung des Waagesystems ist D 
dem duvestellten Gerat eme Libelle po mit groter Neizungsempfindlichkeit benutzt worden. 


Dieser Vorsans wredethott sich bei der Bestiurmung jedes Koeffizienten 4, und B, bzw. jed 
Funktionswertes fa) ber der Svnthese. 





Es omar noch der Uinwers von Bedeuturs sein. daB die Schablonen keine Prdazisionsarnit 
sein brauchen. Pscenuet. went che Schablonen de Hebel in die ungefahr richtige Stellung bringe 
Der abeetiachte und vorne cucespitete Hatehoïizer { justiert die Hebelscheiben à zunächst be 
Dureho’s ton dureh die Nuten und She cch end it: bei der 90°-Drehung um seine Achse. 

Vire Resonderhert bei der Aewerdurs der beschriebenen Ausführung des Gerätes sei no 
Soe yet at den Tlebelo honten nar pes.tve Funktionswerte und Koeffizienten eingeste 

mt der \naivee hat an daker. sefern die zu analvsierende Funktion f(r) negat’ 

Patte peste Nomsrarte ausrehender GroBe zu addieren. Bekanntlich änd4 

Ps tk er stante pais cn dent Frocbuis der Analyse. 
; Sob fesativer Weeth cetten mus rnin zu simtlichen n cos-Koeffizienten 1 
Soy tt otter ever selen PPlisheetisconten addieren, daB alle Koeffizienten postt 
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trscheinen. Dieser Hilfskoeffizient sei mit k bezeichnet. Das Ergebnis der Synthese ist dann an 
den einzelnen Stellen z, um folgende Werte zu verringern 


A fix,) =k x cos(rr,) + D sin(vx,) |. (6) 
v=] - 


Venn die Synthese für 2n äquidistante Stellen x, = 0” on 





,2,...,2n — 1) durchgeführt 
Werden soll. Da die Werte n und x, fiir ein gegebenes Gerat à festliegen, sind die Summenausdrücke 


in Gl. (5) Apparat-Konstanten. Die Korrektur nach (Gl. (5) ist also leicht durch Multiplizieren 
l@ser Apparat-Konstanten mit dem gewählten Hilfskoeffizienten k zu gewinnen. 


4. Genauigkeit 


Wir miissen hier unterscheiden zwischen der Genauigkeit der Formeln, die das 


Gerat auswertet, und der Genauigkeit, mit der das Gerat seine mechanischen Funk- 
Cionen ausübt. 


In Abschnitt 2 haben wir im Fall der Analyse schon angedeutet, daB das 
Ergebnis der BesseLschen Formeln (2) nicht immer mit dem der Fourter-Inte- 
£rale (1) übereinzustimmen braucht. Ohne näher auf die an sich bekannten theo- 


retischen Grundlagen einzugehen, sind hier folgende GesetzmaBigkeiten festzu- 
Stellen: 


Setzt sich die zu analysierende Funktion f(x) aus Harmonischen bis héchstens n-ter Ordnung 
zusammen, so stimmen die aus den BEssezschen Summenformeln (2) ermittelten Koeffizienten A, 
und 2, exakt mit den wahren Fourter-Koeffizienten a, und b, der Formeln (1) überein. Enthalt 
(x) jedoch noch Harmonische hôherer als n-ter Ordnung, so zeigen sich Abweichungen zwischen 
A, und a, bzw. B, und b,. und zwar vor allem bei den Koeffizienten héherer Ordnungszahl. Das 
MaB der Abweichungen ist natiirlich auch noch abhängig von der Amplitude der Harmonischen 

hoherer als n-ter Ordnung. Die Koeffizienten A, und B, erfiillen jedoch in jedem Fall die Bedingung, 
daB bei einer Synthese nach den Formeln (4) die analysierte Ausgangsfunktion (x) an den 2n Stellen 


2 
Zy = 0 7. der Periode streng erfüllt wird. 


Der geschilderte Sachverhalt besagt nichts anderes, als daB die BEsseLschen Analyse-Formeln 
héhere Welligkeiten der Funktion f(x) zwischen zwei Stellen x, nicht erfassen kônnen. Praktisch 
wird man natiirlich die Zahl 2n der pro Periode auszuwählenden äquidistanten Funktionsstellen 
so groB ansetzen, daB die zu analysierende Funktion f(x) einigermaBen eindeutig durch die ge- 
wählten 2n Funktionswerte festgeleet ist. In diesem Fall wird von einem wesentlichen Unter- 
schied zwischen dem Ergebnis der Formeln(1) und (2) nicht mehr gesprochen werden kénnen, 
vor allem dann nicht, wenn die Funktion f(x) ohnehin nur durch eine diskrete Zahl von Werten 
(z. B. MeBpunkten, Beobachtungswerten usw.) gegeben ist. In diesem Fall kann die graphische 
Interpolation des Funktionsverlaufes zwischen den gegebenen Funktionswerten, um Planimetrier- 
Analysatoren anwenden zu kénnen, Unsicherheiten von der gleichen GrôBenordnung in die Auf- 
gabenstellung hineinbringen, wie sie bestehen, wenn man nur die fest vorgegebenen Funktions- 
werte in den Bessetschen Summenformel!n (2) verarbeitet. Man überläBt dann die Interpolation 
der Funktion f(z) an den Zwischenstellen dem objektiv arbeitenden Formel-Mechanismus (2). 

Oft interessieren auch gar nicht die wahren Fourter-Koeffizientena, und b,. sondern gerade 
die BesseLschen Koeffizienten 4, und B,, die bei endlichem » die Eigenschaft haben, die zugehorige 
Funktion f(x) an vorgegebenen Stellen x exakt wiederzugeben. Die wahren Fourier-Koeffizienten 
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ermôglichen dagegen erst für »—» oc cine exakte Wiedergabe der analvsierten Funktic ue 


stimmten Stellen z. 

Wahrend für die harmonische Analyse die zwei mathematischen Mechanismen der Format 
und (2) zur Verfügung stehen, wird der mathematische ProzeB der harmonischen Synthese de 
das Formelsystem (4) eindeutig charakterisiert. Die Ergebnisse diescs Formelsystems sind in #4 
Fall exakt. 

Wir kommen nun auf die Frage der Genauigkeit zu sprechen, mit der das (ek 


mechanisch seine mathematischen Aufgaben lost. 

Das Ergebnis wird in Form eines resultierenden statischen Momentes erhaltt 
das durch den Null-Abgleich eines Waagesystems gemessen wird. Die (ena 
keit des Ergebnisses hängt damit ab 

1. von der Genauigkeit, mit der die Teilmomente auf den einzelnen Hebd 

gebildet werden. 

2. von der Genauigkcit. mit der das Waagesystem die Messung des resultier 

den Momentes ermiglicht. 


Damit dic Teil-Momente auf den einzelnen Hebeln richtig gebildet werden : 
folgende Bedingungen zu erfiillen: | 

Die Einheitsgewichte miissen auf gleiches (aber an sich beliebiges) Gewich' 
gestimmt sein und ihr Schwerpunkt muB beim Verschieben zwecks Einstellen 
Funktions- bzw. Koeffizientenwerte stets auf der Symmetrielinie der Hebel | 
Ferner muB natiirlich die Nutung der halbkreisférmigen Hebelscheiben a p 
ausgeführt sein. Ohne EinfluB auf die Genauigkeit des Gerdtes bleiben dagege: 
symmetrien in der Massenverteilung der Hebel selbst. Sie bedingen nur cine fii 
Hebelkonstellation leicht feststellbare Korrektur, die dem Gerat als Konstan 
gegeben werden kann. 

Die Genauigkeit der Messung des resultierenden statischen Momentes ist 
die Verwendung des Prinzips der auf Schneiden gelagerten Waage sehr gro8 
Empfindlichkeit der Waage hat man durch Verlagerung des Schwerpunkt 
Waagesystems in weiten (rrenzen in der Hand.) 

Bei der Erprobung des in Fig. 2 und 3 gezeigten, nur mit maBiger Pr 
hergestellten Gerätes ergab sich, daB die Unsicherheit in den Ergebnisse 
von der GréBenordnung der Unsicherheit ist. mit der die Funktionswerte 
Koeffizientenwerte) auf den Hebeln eingestellt werden kénnen. Bei Verwe 
eines Nonius ist diese Unsicherheit kleiner als - 0,1 mm. Dieses giinstige E 
mit dem noch nicht mit bester Präzision gebauten Gerât ist zum Teil darauf z 
zufiihren, daB bei der Summierung der 2x Einzelmomente grundsatzlich « 
wisser Ausgleich der ja nicht bei allen Hebeln in gleichem Sinne wirkenden - 
fehler erwartet werden kann. Bei präziser Ausfiihrung des Gerätes diirfte e 
lich sein, die Unsicherheit im Ergebnis auf etwa -- 0,05 mm herabzusetzen. 
man an, daf die Einstell-Länge auf den Hebeln 100 mm beträgt und der grüfite Fo 
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Koeffizient als Lange von 50 mm in Erscheinung tritt, so wird also dieser Koeffizient 
brs auf etwa 19}, genau bestimmt werden künnen. 

Bei Planimetrier-Analyeatcren kann die zu analysierende Funktion erfahrungsgemaB hôchstens 
auf — 0,1 mm genau aufgezeichnet werden. Die Fehler beim Nachfahren der Funktionskurve 
sind mindestens von der gleichen GrôBenordnung. so daB schon in der Aufgabenstellung Unsicher- 
heiten von der GréBenordnung + 0.2 mm môpglich sind. Zu diesem Fehler treten dann noch die 
eigentlichen Geratfehler (Fehler der Zahnradgetriebe, der Planimeterrollen, der Justierungen). 
deren GrüBenordnung nicht genau bekannt ist. die jedoch infolge der auBerordentlich prazisen 
konstruktiven Ausführung dieser Gerate nach bisherigen Erfahrungen kaum ins Gewicht fallen. 

Im ganzen gesehen scheint das Prinzip des neuen Gerätes bei gleicher Präzision 
der Ausfiihrung grundsätzlich héhere Genanigkeiten als dic Planimetrier-Analysa- 
toren zu erméglichen. 


9. Zeitaufwand 


Der Zeitbedarf fiir die Durchfiihrung einer Analyse oder Synthese setzt sich 
Zusammen aus den Zeitaufwänden 


1. für das Einstellen der Funktions- bzw. Koeffizientenwerte auf den Hebeln, 
2. fiir das Auslenken der Hebel, 
3. für den Abgleich der Waage. | 


Nimmt man für das genaue Einstellen des Einheitsgewichtes auf jedem Hebel 
€twa 1°, min an, so ergibt dies für ein Gerät mit 2r Hebeln insgesamt eine Zeit 


. . 1 . 
Von x Minuten, pro Koeffizient also etwa D: = 5 min. 


Für den Vorgang des Auslenkens der Hebel kann ebenfalls die Zeit von etwa 
À min pro Koeffizient angesetzt werden, während für das sorgfältige Abgleichen 
der Waage die Zeit von etwa 1 min pro Kocffizient anzusctzen ist. 

Damit ergibt sich der Zeitbedarf für die Bestimmung eines Koeffizienten bei 
der Analyse (bzw. eines Funktionswertes bei der Synthese) zu etwa 2 min. Line 
Analyse mit 24 Koeffizienten ist somit in etwa 3/, Std. durchzuführen. 


6. Geplante Entwicklung 


Das beschricbene Gerat soll zunächst in einer kleinen Ausführung für » = 12 
und 24 gebaut werden. Die konstruktive Ausführung einiger Bauteile des Gerätes, 
insbesondere der Schablonen, der Hebel und der Verschiebgewichte wird dabei 
gegenüber dem in Fig. 2 bis 4 gezeigten Demonstrationsmodell wesentlich einfacher 
‘und zweckmaBiger sein. Bei dieser Konstruktion soll von dem bekannten Prinzip 
der .,Periodenfaltung" Gebrauch gemacht werden, das es ermüglicht, mit » +1 
anstatt mit 2x Hebeln für 2x Koeffizienten auszukommen. Man stellt in diesem 
Fall auf den Hebeln zur Bestimmung der sin-Koeffizienten die Differenz, zur Be- 
stimmung der cos-Koeffizienten die Summe der gleich weit vom Anfang und Ende 
der Periode entfernt liegenden Funktionswerte ein. 
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Da sich die Anforderungen an die Präzision des Gerätes verhaltnismabig lect 
bei der Fabrikation erfiillen lassen, kann erwartet werden, daB das Gerat zu einen 
maBigen Preis wird verkauft werden kénnen. 


Es sei noch erwähnt, daB ein Plan für ein vollautomatisch arbeitendes (ert 
ausgearbeitet wurde, bei welchem nur die zu analysierende Funktion auf den Hebe 
einzustellen ist und die übrigen Prozesse (das Auslenken der Hebel, das Abgleihe 
der Waage usw.) zwangsläufig ablaufen. Das Ergebnis der ganzen Analyse ode 
Synthese erscheint dann gedruckt auf einem Papierstreifen. Für diese Ausfiihrm 
des Geräâtes wurde u. a. von Dr. H. PycaLau, Freiburg i. Br., ein besonderer, lec 
umschaltbarer Schablonen-Mechanismus entwickelt. Eine solche Ausfiihrung & 
Gerätes wird sich natürlich nur für grôBere Institute und Forschungszentren lohna 
in denen laufend viele Analysen und Synthesen mit hoher Koeffizientenzahl durh 
zufiihren sind. 


(Eingegangen am 15. 9. 1948.) 


er die Dichten additiv komponierter Zahlenmengen*) 


NS-HEINRICH OsTMANN in Oberwolfach (Schwarzwald) und Marburg (Lahn) 


folgenden betrachten wir ausschlieBlich Mengen nicht negativer ganzer 
denen die groBen deutschen Buchstaben reserviert sein mügen, A, 8, 8 
eziell sei 8 die Menge {0, 1, 2, 3,...}. Ist Dt beliebig, so bezeichne M (zx, y) 
r<y, die Anzahl aller Elemente mE mit x <m <= y, dagegen 
= 0 für x = y; entsprechend A(z, y), B(x, y) bezüglich 2,8 usw. Es 
n M(z,y)+M(y,z) = Mi(x,2) für eS y<z. Speziell setzt man noch 
= M(x), x = 0, worin also nur die positiven m € It gezählt werden. Für 
gilt hiernach M(—1,zx) = M(x) +1. Unter der Summe von n Mengen 
À, versteht man nach ScHNIRELMANN!) bekanntlich die Menge 


+% +...+%, =D UX, die alle und nur die Elemente der Form 


v=1 
-d+...+a, @E€%, &EM,...,a, EX, enthält. Ist 0OEA,, 
,...;%, 80 ist offenbar die Vereinigungsmenge (A, V A V ... V UA,) GC. Mit 
um menbegriff lassen sich bekanntlich eine Reihe zahlentheoretischer Probleme 
ren, wie z. B. das GoLtpBacusche, das Warincsche, das FERMatTsche u. a.?). 
10n bei früherer Gelegenheit erwähnt®), lé8t sich der Fall O nicht € %, 
sse » sofort auf den Fall, da8 die Null im Durchschnitt A NAN . .. OA, 
n ist, zuriickfiihren; ist nämlich 2 — {a,, a,,...a,,...}, 80 gilt offensichtlich 


js @yye- - $= {Aq} +{0, a] —G, Ag—Ay,...,4,—Ap,.. j= {a} + AO. (1) 


\ 
der Kommutativität und Assoziativität der Summenbildung kénnen dann 
‘lementigen Summanden zu einem einzigen einelementigen zusammengezogen 


er den gleichen (regenstand hatte ich Gelegenheit, am 19.3. 19148 am Mathematischen 

zsinstitut in Oberwolfach und am 17. 6. 1948 im Mathematischen Seminar der Universitat 

vortragen zu dürfen. Obige Arbeit gibt einen kurzen Bericht mit Einschlu8 eines Selbst- 
nebst einiger einfacher Folgerungen im Original. 

ScHNIRELMANN, Uber additive Eigenschaften von Zahlen, Math. Ann., Berlin, 107, 

. 649. . 690. 

1. hierzu auch H. Ronrpacu, Einige neuere Untersuchungen über die Dichte in der 
Zahlentheorie, Jahresber. DMV. (1938), Bd. 48, S. 199. ..236. 

-H. Ostmann. Beweis einer Vermutung über die asymptotische Dichte und Verschärfung 

schâtzung für die Dichte der Summe zweier Zahlenmengen, Deutsche Math. 6 (1941), 
247, speziell S. 220. 
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werden. Vermittels (1) läBt sich z. B. die sogenannte Besicovrrscu-Summe auf die 
uben definierte Summe zurückführen; Herr Besicovrrscu definiert nämlich. wenr 
Onicht EMV B ist, C* = U +B als die Menge aller a unda +b,a EX LER 
Diese Summe ist jedoch weder kommutativ noch assoziativ. Es ist €* = % + 
+-({0} V 8). — Ist WU, = M =...= À, =U, 50 schreibt man auch © = Ÿ YA, = 


#=1 
Ist © = B, #0 heiBt Y eine Basis von 8. Enthält n Ÿ nur von einer Stelle an säm_ 
liche natürliche Zahlen, so nennt man % eine asymplotische Basis von 3. D = 
kleinste n, das dies jeweils leistet, heiBt die Ordnung der (asymptotischen) Bas # 
Von besonderer Wichtigkeit hat sich nun seit SCHNIRELMANN!) die Einführuæ 
inetrischer Gesichtspunkte erwiesen, indem einer gegebenen Menge verschiede m 
Dichtenwerte zugeordnet werden. Ist Dt = {mg, m,,...} beliebig, so setzt man 


ea@m= fin 








~ = pt, (SCHNIRELMANN-) Dichte von M): (2, 





A Mimo— 1, my + oe D s 
a.) LL ms vee? = y variierte Dichte von 5, 
atin MOND 


= . CA 
somme TH! » wenn OE Ms 2) 


a*(Mn)= Jim Ml?) = ps, asympéotioche Dichte von Ti); (2) 


aren) = Mn #2 y, obere asymplotiache Dichte von M. (2) 
Fe B 

Falls 6*(Q) = 6*(M) = 6, QN) = Jim 
lichen Dichte von M. Sämtliche dieser Dichtenwerte liegen offensichtlich im abge- 
schlossenen Intervall (0,1). Ohne weiteres erkennt man, daB bei (2,), (23). (2) 
keine Anderung der Dichtenwerte erfolgt, wenn eine Zerlegung im Sinne von (!) 
vorgenommen wird. Bei der ScHNIRELMANNschen Dichte liegen die Verhältnisse et- 
was anders. Ist nämlich 1 nicht € MN, so ist die Dichte stets gleich Null; bei Zerlegung 
nach (1) kann dQN) > 0 ausfallen, wenn M von der Gestalt {mo m1 = my +1, 
my...) ist; sie wird in diesem Fall offenbar stets dann gréBer als Null, wenn u*> 0 
ist. Dies trifft beispielsweise zu bei der Menge {2. 3. 4,...}. — d@0) = 6,(@) =1 
gilt dann und nur dann, wenn = 3 ist, 6(W) = 1 auch für M = {1. 2,3,...} 
Weiter erkennt man ohne Mühe, daB entweder je, = p* = 0 oder ja, p* > 0 ie. 


a ausfällt, spricht man von der naliz- 





4) Diese Prazisierang geht auf E. Laxpat zurick, Die GoLpeacnsche Vermutune and à der 
SCHNIRELWAN Asche Satz, Nachr. Ges. Wiss. Gottingen, math.-physik. KI FG 1. (1930), S. 255. ..26 

5) Eingefiihrt bei Ostwass der unter *) zitierten Arbeit. 

*) Zuweilen auch .Dichte im Groen” genannt. 

7) Siche Ustwann 7), S. 219, 
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(2,) und (2,) liefern unmittelbar die für alle x gültigen Abschätzungen der Anzahl- 
funktion M(z) > pz bzw. M(—1, 2) = uw, (x +1). Eine Hauptaufgabe besteht 
nun darin, Abschätzungen für die Dichtenwerte von Summenmengen zu gewinnen. 
Im folgenden sei stets die Null in allen Mengen enthalten. Wir führen bezüglich 

mehrerer Mengen zunächst formal die folgenden GriBen — n-gliedrige Dichten 
genannt — ein: 


a =o (U,, %,...,%,) = fi 


à x 


A(z) + At) +...+ Anz) | (3,) 
en LUZ l 


es ist 0<o<n; 


=, XL) fin CP TACT EAE TANT LI RE 


x =0,1,2,... t+ 1 
fj A(x) + Az) +...+ An(x) +1 (32) 
= in — ee nee 
x —0,7,2,... tl 


hier ist stets 0 < a, < 18); 


A A wee ñ 
og — g* (XL, L,. nn 1.) — jj (x) + (2) + ; -tA (x) 


pue: Zz 
es ist OS of <n. 


Die eingliedrigen Dichten gehen offenbar in die durch (2) definierten über. Ohne 
Weïteres gilt 


(3s) 


o=)>a, of >) a,*. 

v= v==1 
Die zu (29 analoge Bildung eines o* hat bislang noch keine Bedeutung erlangt: 
Vielmehr ist in den bisher bekanntgewordenen Abschätzungen an Stelle von o* 
€in t* verwendet worden, welches zwar analog (2,) definiert ist, wobei jedoch x 
tur eine gewisse durch die Anzahlfunktionen der Summanden genau festlegbare 
Teilmenge von 3 durchlauft*). Hierauf soll im folgenden nicht weiter eingegangen 
werden. 

Versteht man für 1< k < n,k ganz, unter dem Durchschnitt k-ter Stufe der — 
Mengen Y,, M,,..., X, die Menge D,, die alle und nur die Elemente enthält, die in 
mindestens k dieser Mengen (gleiche mehrfach gezählt) enthalten sind, so ist ©, = B 
die gewühnliche Vereinigungsmenge, D, — D der gewohnliche Durchschnitt. Zu- 
folge der unmittelbar ersichtlichen Relation 


A, (x) + A(z) +... +A,(x) = D, (x) + D(z) +...+D,(xz), «= 0, 1,2,..., (4) 


kann in jeder n-gliedrigen Dichte das Argumentsystem Y,, 2,,..., 2, durch das 
System Di, La. .., D, ersetzt werden, im Falle n = 2 also A, 8 durch #, D. 


8) Ist Onicht C À. sondern etwaa, das kleinste Element von X,. so ware 4,(—1, x) durch 
A fa,—1, a,+z) zu ersetzen. — o, < 1 erkennt man, indem x = 0 eingesetzt wird. 
®) Siehe Ostwann3). S. 218 und S. 230. 
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Setzt man © = %, +%, +...+%,, so tauchte schon frühzeitig im Anschlué 
an eine Arbeit von Herrn Kuintcuine”) die Vermutung 


y = Ô(C) = Min, ay +a, +...+a,), a, = d(U,), » —1,2,...,n,  () 


auf. Zunächst wurden jedoch erst die verschiedenartigsten Abschätrungsformeln 
gefunden, und zwar einmal in der Gestalt y = y(a,, a,,...,a,), zum andern in 
den Formen y = y(o) bzw. y,  x(o.,). Die erste in diesem Sinn präzisierte Ab- 
schätzungsformel von der Art y = q(æ, «....,aæ,) gab Lanpau 193011) an: er 
bewies y = a, +aæ—a a Es folgte 1932 Herr KHiNTCHINE !*), indem er im 
wesentlichen y = Min (1,n x) bewies, wenn 6(%,) 2a, » —1,2,...,n, ist, also 
beinahe (5). 1935 erreichte Herr Besicovircn!#) das Ergebnis y = a, + az. 


worin a, die Besicoviren-Dichte fin sut bedeutet. I. Scaur 4) gab 1936 
1,2). 


einmal die Formel y = , zum andern durch Kombination der bisher genannten 


= 1 
als Resultat y = 2(| 2—1) (a, +a) > 0,8284 (a, ++) an. 1938 verbesserte Herr 
A. Braver) den Faktor 2(| 2—1) zu 4 > 0,88 und 194145) weiter zu ,, womit 
y = 0.9 (a + B) erreicht war. 


Abschätzungen der Form y = wy(o) bzw. y, = x(o,) gab erstmalig Verf. 19381) 


mit y(o) =o — je , » ferner 19397) die Verbesserung zu y(o) = 5 iy o und gleich- 
zeitig y, = j ; y % Daselbst wurde auch erstmalig die Vermutung 

y = Min(1,¢o) (6,) 
bzw. 

Ve 2%, (6,) 
formuliert. Man peachte. daB nach (3) ohnehin o, < 1 ist. Auch der extreme Fall 
A — {0, 2.4,...,2n, ...} = B wird wegen o, = + durch y, = a, richtig beschrieben, 


was die Einiiruns von o, als dem Problem noch angemessener erscheinen läft. 


10) A. KmNreme, Zur additiven Zahlentheorie, rec. math. Moscou 39 (1932), III, S. 27...34 

11) Vel. 4), 

12) Vel. 10) 

13) ALS. Bestcovitcu, On the density of the sum of two sequences of integers, J. London 
math. Soc. 10 (1935), 8. 246...248. — Hier wie auch im folgenden sei immer stillschweigend 
vorausgesetzt, daB die rechten Seiten der Abschatzungsformeln nicht gréBer als Eins sind. 

14) J. Scucn, Über den Begriff der Dichte in der additiven Zahlentheorie, S. B. PreuB. Akad. 
Wiss.. physik.-math. Kl. 1946. 8. 269...297, 

15) A. Braver, Cher die Dichte der Summe von Mengen positiver ganzer Zahlen I, Ann. Math 
Princeton 39, (1938), 5S. 322...340, sowie dt. II, Ann. Math. Princeton 42 (1941), S. 959. . .988 

16) H.-H. Ostuany, Über die Dichte der Summe zweier Zahlenmengen, Diss. Breslau 1938, 
erschienen in der Deutschen Math. 5 (1940), S.177...212. — Die GréBe j wird weiter unten im 
Text im AnschluB an (10) definiert werden. 

17) Vorgetragen im Mathematischen Kolloquium des Mathematischen Instituts der Universitat 
Breslau; bzgl. der Veréffentlichung s. 5). 
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1941 gelang es nun Herrn Mann }8) (5) vollständig ?) und (6,) für » — 2 Summanden 
zu beweisen. Erst 1945 bewies Herr Dyson ™) die Giiltigkeit von (6,) auch fiir belie- 
biges n. Der Beweis la8t sich mühelos auch auf (6,) übertragen,was in einer leicht les- 
baren Beweisdarstellung des Mann-Dysonschen Saizes von Herrn VAN DER CORPUT 21) 
1947 auch explizit mitausgefiihrt wurde. Damit hat der finite Fall seine vollständige 
Erledigung gefunden. Aus (4) folgt schlieBlich noch, da8 alle genannten Abschätzungen 
auch bereits für D, + Ds +...+®, an Stelle von A, +%,+...+ 2, gelten. 

Anders liegt die Situation beim asymptotischen Fall, obwohl der Begriff selbst 
der ältere ist, und Dichtenberechnungen bzw. -abschätzungen bezüglich spezieller 
Mengen schon seit langem Gegenstand vieler Untersuchungen waren. Wir be- 
schränken uns im folgenden auf den Fall n = 2. Schon die formale Ubertragung 
von (5) trifft im allgemeinen nicht zu, wie folgendes von Herrn RoHRBACH ??) ge- 
gebene einfache Beispiel zeigt: À sel die Menge aller Zahlen a = 0 oder 1 (mod 4); 
dann ist, da genau die Hälfte aller Restklassen zu À gehürt, «* — }; die Summe 
© = 2 À umfaBt genau drei Restklassen, so daB y* = 3 <2a* = 1 ist. Das erste 
Teilergebnis in dieser Richtung wurde erst 1938, und zwar von Herrn Erpos®°) 
erreicht, indem fiir den Fall zweier gleicher Summanden von ihm 


8 (20) = À a*, wenn 1E% ist, (7) 


bewiesen werden konnte. Schreibt man formal 3 «* in 3 («*+a*) um und be- 
achtet, daB in Herrn Roursacus Beispiel auch y* = à (a* + 8*) ausfällt, so lag 
die im Anschlu8 an (7) bereits auch von Herrn Ronrsacu ausgesprochene Vermutung 
nahe, daB allgemein 

y* =} (a* +6") fir 1 CAMB, at +f6* <1, (8) 


gilt. Die Richtigkeit dieser Vermutung konnte Verfasser 19394) bestatigen; zu- 
gleich ergab sich noch die Verschärfung von (8) zu 


y* = }o*%, 1EAMNB, oF <1. (9) 
Auf die Voraussetzung 1 € AB kann hier nicht verzichtet werden, wie das Bei- 


38) H. B. Mann, A proof of the fundamental theorem on the density of sums of sets of positiv 
integers, Ann. Math. Princeton (2), 43, (1942), S. 523. ..527. 

1%) Es genügt (5) für n — 2 zu beweisen; aus der Assoziativitat der Summenbildung ergibt 
sich dann die Richtigkeit sofort fiir beliebiges n. 

%) F. J. Dyson, A theorem on the densities of sets of integers, J. London math. Soc. 20 (1945), 
S. 8...14. 

21) J. G. vAN DER CorpuT, On sets of integers I und II, Proc. Akad. Wet. Amsterdam 
(1947), 60, n° 3, S. 252...261 und S. 340. ..350. 

22) Siehe ?), S. 222. 

23) P. Erpôs, On the asymtotic density of the sum of two sequences one of which forms a 
basis für the integers I], Travaux de l'institut math. de Tiblissi 3 (1938), 8. 217...223. 

24) Siehe !?). 

Archiv der Mathematik, Bd. I, Heft 5. 
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wand ganz) einer Menge Î & aufeinanderfolgende natürliche Zahlen, die zu Mt ge- 
hôüren, so lautet die eben erwähnte Verschärfung: 


Besitz 8 irgendeine mindestens k-gliedrige Mette so gilt stets 


A(z) + 457 * B(x) 

y= OCB) 2 lim Ze pe), (4) 
wenn of < 1 tat. : 
Für & = 2 ist der Erpossche Satz hierin offensichtlich enthalten. Die Voraus- 
setzung B* < a* erweist sich dabei noch als iiberfliissig, und die Voraussetzung . 
{0,1} 8 ist durch die allgemeinere Kettenbedingung ersetzbar. DaB es un- 
wesentlich ist, daB die Kette, wie im Erposschen Satz zunächst gefordert, gleich 
am Anfang liegt, ist schon unmittelbar unter Zuhilfenahme von (1) zu erkennen; 
man braucht ja zuvürderst nur den vor der Kette liegenden Abschnitt aus der 
Menge herauszustreichen, was ja an a* nichts ändert. 


Die allgemeine Formel, von der schon oben die Rede war, hat die Gestalt 
y* > lim A(x) + Ala) = He) fiir of S 1 , (15) 
x = 1,2... 


worin G(x) die Anzahlfunktion emer im Durchschnitt D = AB enthaltenen 
Menge & ist, die durch gewisse charakteristische Eigenschaften der Funktion 


J(x) = A(x) + B(z)— 7, x =0,1,2,..., (16) 


genau gekennzeichnet werden kann, was schon in einer früheren Verdéffentlichung 
des Verfassers ®) geschehen ist. Bemerkt sei jedoch noch, daB (15) für 


lim 2). 9 (17) 


in y* = o*, also in (12) übergeht, eine Bedingung, die noch wesentlich allgemeiner 
ist, als die Bedingungen, unter denen (12) hergeleitet war, und die von (17) voll 
mitumfaBt werden. Die Bedeutung der durch (16) definierten Funktion J(x) 
erhellt am unmittelbarsten aus der leicht ersichtlichen Tatsache, daB durch ein 
beliebig vorgegebenes ganzwertiges J(x), x = 0, 1, 2,..., mit den — offenbar not- 
wendigen — Eigenschaften | J(x+1)—J(z)|< 1.J (0) = = 0 Vereinigungsmenge 
und Durchschnitt zweier Mengen X und B eindeutig festgelegt werden künnen. 
Für den Fall zweier Summanden scheint insgesamt nunmehr cin gewisser Ab- 
schluB erreicht zu sein; für beliebige » Summanden sind Verfasser unmittelbare 
Abschätzungen bislang nicht bekanntgeworden. Ein Versuch, obige Abschätzungen 
auf beliebiges n zu verallgemeinern, ist in Vorbercitung: Verfasser hofft in ciner 
späteren Mitteilung darauf zuriickkommen zu kénnen. Hier mügen jetzt nur noch 





*9) Man beachte, daB hier A und YB unsvinmetrisch anftreten. also nicht durch 8 und T er- 
setzbar sind. 
30) Siehe 3), S. 241; hier ist @ die Vereinigungsmenge der dort mit , bezeichneten Mengen. 
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einige Folgerungen gezogen werden, die sich beziiglich der eingangs definierte 
Basisordnungen aus den obigen Resultaten herleiten lassen. Für die finite Bas 
ordnung h gewinnt man aus (5) sofort die Abschatzung 


> 
hScy 


wenn (a) =— [—a] ist, also die Kleinste, | nicht unterhalb a gelegene ganze Za 
bedeutet. (18) kann auch allgemein nicht verbessert werden, wie Verfasser dur 
ein allgemein konstruiertes Beispiel zeigen konnte*). Die asymptotische Bas 
ordnung h* läBt sich aus einer Formel für 6*(n À), n 21 und ganz, gewinne 
die zunächst aus (14) hergeleitet werden soll. Es gilt némlich der Satz: 
Besiizt MU irgendeine k-gliedrige Kette, so ist stets 


*(n %) = Min|1, (( (( ii )r+i)e]: n =1,2,. (! 


Beweis: Fiir n = 1 ist (19) evident. Vollstandige Induktion liefert für 6* (A+) NS 
sofort 


6 (441) 0) Z 8*(190 +° 77 8 @0 2 (a(1—+) +5) io = 
=(a(1—;) +1) a =(a+n(i-;)+s)e qe 


(19) kann zugleich als Verallgemeinerung von (7) auf beliebige n gleiche Summand 
k—1 
+6 


(i 


aufgefa8t werden. Verwendet man (14) nur in derschwachen Form y* = «* +—— 
so la4Bt sich noch sofort durch Iteration für beliebige » Summanden 
y* > a,* + dot +... FX a,*, of <1 
2 * 
herleiten, wobei eine k,-gliedrige Kette in 2, angenommen sei. 
Lést man nun, da (19) für n = 0 sinnlos ist, unter der Bedingung n > 1 


C (1) + :) a > 1— at > (a—1(1—+) ++) a* 


nach x auf, so erhält man sofort, wenn k = 1 ist, 


k 


n=1-+4 E41? 





1 
a & 1 os 
— | für 0<a* < 





was für w* < 2 stets erfiillt ist. Somit ist 


— 


o*(n A, A) = 6*(n A) + SN) > (x (1—;,) ++) at tat>1, 
also nach (11) sicher (x + 1) % von einer Stelle an mit 3 identisch, daher h* < n +1. 


31) Siche 3), S. 238. 
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Da für «* > #, ja schon für «* > 1 die Menge 2 & mit 8 von einer Stelle an zu- 
sammenfällt, ergibt sich insgesamt 


. = H(de+)—3 
h < 2 + Max 0, 21 = Max 2, ns nr s ; 


die in gewisser Weise übrigens schon genau ist. Konstruiert man nämlich in ein- 
facher Verallgemeinerung des Roursacuschen Beispiels bei vorgegebenem ratio- 


malem a* = a dicjenige Menge À, die aus allen a = 0,1,...,4—1(mod m) be- 
steht, so errechnet sich A* offenbar aus 
a(k—1) = m—1> («a—1) (k—1) 





sofort zu 
m— 1 
h* — x — Ii >. 
Ein Vergleich mit 
Lit +7] [mises] 
kL DS 


zeigt, wenn m — 1 — A(k—1) +r, OS r <k — 1, gesetzt wird, die Identität der 
beiden Ausdrücke. Auch für irrationales «* kann das Gleichheitszeichen erreicht 
werden, was sich an Hand eines früher verôffentlichten Verfahrens des Verfassers 3?) 
mühelos herausarbeiten läBt. 


Wie eingangs erwähnt, dienen die Dichten zu Abschätzungen der Anzahlfunktion, 
insonderheit bezüglich additiv komponierter Mengen. Es entsteht damit zugleich 
die weitere Frage nach dem genaueren Verhalten der Anzahlfunktion einer Summe 
bei Kenntnis der Anzahlfunktionen der Summanden, um auch Häufigkeitsschwan- 
kungen mit zu erfassen. Fiir den Fall zweier Summanden ist dies Gegenstand einer 
weiteren Arbeit des Verfassers**). Dort wird die folgende Formel bewiesen, wenn 
C=A+B,C =8+DSA +58 ist, 


C(—1,z) 2C(—1,2) 2 Hy, (—L *—4,1) + Bags C1441) —G(—1 2) 
bzw. 

C(x) = C'(x) 2 Ay, (@—%) + Wess (41) — 6), 
wobei die Definitionen der Mengen$,,, und @ der in FuBnote %) genannten — 


Arbeit des Verfassers zu entnehmen sind*), und übrigens auch wieder vermittels 
der durch (16) eingeführten Funktion J(x) gegeben werden künnen. 


(Eingegangen am 30. 8. 1948) 


32) Siehe 3), S. 231...238. 
38) Über die Anzahl der Elemente von Summenmengen, eingereicht beim Crelle Journ. 
34) Bzgl. G siehe 3°). 
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Zur Lüsung eines von Lancmuir behandelten Integrals 


Von JoHANN GeEorG von Bout in Leoben 


Einleitung 


In einer älteren Arbeit von I. Lancmuir’) finden wir das Integral 
P 
J(?, a) =J= A 0 (1) 


Darin gilt | | 
0 < Y <1 und für den Parameter a: OS asl. (2) 


Bei beliebigem a wird für @ = 0 der Integrand unendlich. Wenn « und @ sugleich den Wert Eins 
annehmen, wird der Integrand ebenfalls unendlich. Lancmuir lést dieses Integral numerisch, 
wobei er der oberen Integrationsgrenze Ÿ mehrere Festwerte zwischen Null und Eins erteilt. Zur 
Beseitigung der ersten Unendlichkeitsstelle führt er die Substitution @ = o/s ein, so daB der Inte- 
grand bei @ = 0 Eins wird. Wegen der zweiten Unendlichkeitsstelle (x = 1 und @ = 1) wird die 
numerische Integration nur bis ¥ = 1/, durchgefiihrt; Lancmurr macht dabei von der Symmetrie- 
eigenschaft des Integranden bei a= 1 Gebrauch. 


In der vorliegenden Arbeit werden die obigen Schwierigkeiten vermieden; es wird eine ge- 
schlossene Lésung des Integrals (1) angegeben. 


- 


Zurückführung von J auf elementare und elliptische Integrale 


Wir zerlegen das Integral J in die beiden Summanden J, und J, 


p 
J = J, + J, = nop — + Î ns . (3) 
V¥o+effi1—e—]] FV+alfi-6—1] 
0 1 
1+a* 


1) I. Lancmuin, The Interaction of Electron and positive lon Space Charges in Cathode Sheats, 
Physical Review 38 (1929), 958 Gleichung (11). 
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Wir haben, wie weiter unten gezeigt wird, darauf zu achten, ob Ÿ gréBer oder kleiner als 1/(1 + a*) 
werden soll. Zunächst wird in (3) die neue Veränderliche s substituiert; sie wird durch die Beziehung 


=VVor+e(Vi-e-1] (4 


gegeben. Diese Transformationsfunktion ist in 
der Fig. 1 dargestellt. Die gestrichelt einge- 
zeichnete Kurve 


2 (o- ata) - VRE 


teilt die Kurven der Schar s(@, a) mit « als 
Scharparameter in zwei Teile. Dadurch wird 
in jedem Teil durch die nicht umkehrbar ein- 
deutige Zuordnung von s und @ in (4) jedem 
Wert von «in umkehrbar eindeutiger Weise 
ein und nur ein Wert von @ zugeordnet. 
FormelmaBig drücken wir dies so aus: Die 
Umkehrfunktion von (4) lautet Fig. 1 











Dia Gy pr [ett a) — (a+ oat —1) Faaat+e)1—2a0i— vi]. 


(1 F 

Der Index 1 bezieht sich auf das negative Vorzeichen vor der Quadratwurzel in (5). Durch @, 
wird jedem Wert von s in umkehrbar eindeutiger Weise ein Wert D zugeordnet, wobei @ < 1/(1+ x?) 
sein mu8. Der Index 2 bezieht sich auf das positive Vorzeichen vor der Quadratwurzel in (6). 
@, ordnet jedem Wert von ¢ in umkehrbar eindeutiger Weise einen Wert @ zu, wenn dabei @ = 
= 1/(1+ a) bleibt. Selbstverständlich bleiben daneben die Einschrankungen (2) aufrecht. 


Für die Transformation unseres Integrals (3) benôtigen wir für den Summanden J, das Diffe- 
rential d@, und dq, fiir J,. Aus (5) ergibt sich 


a)(e+s) +a d—l+ia#+2s ds. (6) 


dd: = 
1 Vi—2a 8 #4 


48 
Team | Om 
Die Bedeutung der Indizes ist dieselbe wie oben. Nach bekannten Regeln erhalten wir nun aus (3) 
mit (4) und (6) das transformierte Integral für W > 1/(1 + a?) 

Vr+a[ÿi-#—1] 
1—1+4as8 +25 d—itéas+2s 
J= ——— — dg - -~ - . (7 
h— a+ | Î JVi-2e8—# Tf yi=s 2a st — st | ”) 
Vine +a'—a Vi+a—a 








J, wird in elementarer Weise, wenn wir hier wieder aus (4) @ einsetzen und von Null bis #inte- 
grieren zu 


J, = aa | ¢ ~ a) / v4 o(Pi— v1] («++ {Vw afi — val! ) | (7a) 


errechnet. 
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Lüsung für # > 1(1 + a?) 
Wir bezeichnen in (7) 


Jee | — ser: ds. (7b 
“J Vi-2ae a 
V f l1+a—a 
Zerlegen wir den Wurzelausdruck S in zwei Faktoren 
Sa V1—2as st P— (et 4at Pitas) (+a — 14 a3) (3) 
und führen die neue Integrationsvariable¢ ein, die durch die Gleichung 
at = (|/1+ at — a) (1-4) (9) 
definiert wird. Wenn wir zur Abkürzung 
a= V1+ 0 — a 
bezeichnen, ergibt sich aus (7b) mit 
2 — V1+ ate 
2414+ 2? 
1 . 
1 dt 
J,= — - - | [et —1+1as(1—-4)+28,64(1 —.?)"] y - (10) 
Ve Vito? , 
0 
Darin haben wir mit . 
| T=) (1—#)(1— kt) 
bezeichnet. Nach leichter Rechnung vereinfacht sich (10) zu 
1 1 1 


2 d 4(1 — as) £ dt 2(1— 2a s*_) t* dt 
J, = ET l+a - [7 + 1: ere {4 ce EEE EE (11) 
Joyita }oVviyer Vevize 6 
0 


Für das dritte Integral in (11) kénnen wir auch schreiben?) 


1 1 1 
{dt f2 dt dt 
[r= se bare [J a, me 
0 0 0 


so daB wir nach längerer elementarer Rechnung 


3, : Paie (Visa 1x) | TE (re | (12) 


ethalten. Dureh die Transformation 
t:= sing 


2) Vel. etwa: J.-A. Senret. Lehrbuch der Differential- u. Integralrechnung, 2. Bd., 3. Aufl, 


Leipzig 107, 8S. 88, 
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fübren wir die Lecenpreschen Normalformen 1. und 2. Gattung der elliptischen Integrale?) ein: 


FC, o [+ fn 


¢ 
Ep = | i= Hsnt gap, 
0 


wobei 
t 


Î an = LCF(, 9) — EE, 9) 
0 


wird. Das Integral J, nimmt dann die Form 
2Vi+e |y=- x x 
= Lee? [(yipa 4a) F F(t.) -see(t.3) (13) 
an. Im zweiten Integral in der eckigen Klammer von (7), das wird mit J, bezeichnen 


s=5,= Vve+e[yi-e— 


d—1+4a#+2# 
= | LES 7e 
5 [: Vi—2ae*— a (Ze) 


s= |yiFe—a 
führen wir dieselbe Transformation durch wie oben, beachten aber, daB wir das Ergebnis als Funk- 
tion der oberen Integrationsgrenze 


a= VV#+a[Vi-v-1] 


te te te 


4i—as) [ A1—2as%) | ys 
J,= —- ita | [3 +. ( 4%) r] Fe — Lu | oO (14) 
VeVi+e , Voir Veyite ; 


suchen. So ergibt sich 


mit 


te te te 
if dt 1 dt {2 dt 
. _ — _ — . — 9 2 __ — 
Î T 3 LÀ 7, [dream | a 
0 0 U 


gesetzt, wobei 





3) Tabuliert in E. JauxkE und F. Empe, Funktionentafeln, Leipzig u. Berlin 1909, N. 46 ff. 
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ist. Nach einigen Umformungen und Durehfiihrung der Transformation {= sin @ ergibt sich 


nee es V [#6 + 
(15) 


+ PTE [TT + de) Pee) — 8080, 9) | 


Damit lautet nun die Lôsung unseres Integrals J für P > 1/(1 + a?) 


4 2 
= qe att) c ~@) (« + +) 7 


223 meee OE DE a6 


4 2) (F (x. >) +Fee)) —8a (2(+.3) + E(k, »)]| 


In den Normalintegralen ist ¢ aus der Beziehung 


fe — TRI 
— 12l1- 








g = arcsin |/. "___- (17) 
zu bestimmen. 


Lésung für <= 1N1 + x?) 


Die Gleichung (7) vereinfacht sich zu 


no |re-a fie] 
4x | Ca Tis dat tie 
(1— x} Ji1—228@—s 


rh} 





J=J,- 


Mit der Transformation 1%) kénnen wir unter Fortlassung des Integranden 


4x 
J= ta (1 — x | 
1 


schreiben. Es ist aber 
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Das erste Integral in der Klammer ist identisch mit J, [vgl. (10)], das zweite mit J, [vgl. (14)]. Wir 


sehen also, daB wir in (7) nur ein Minuszeichen vor das zweite Integral in der Klammer (J,) zu 
setzen haben und die obigen Ableitungen beibehalten kônnen. So lautet die Lésung für Y < 1/(1+ a?) 


4 80° 
J= ap |‘ \ — a) (a + %) + 


+ ge VeVira(a- Vira V/p-#(- 3) | p-#)| — (16a) 


—+ 2Vi+e (V+ + 4 a) (F(25) - r&9) _ a(x (25) -F9))| | 


Sondertälle 


Für drei Falle môgen die sich ergebenden Vereinfachungen von (16) bzw. (16a) mitgeteilt 
werden. 


1. a = 1 (16) bzw. (16a) geht in die Form 


__ Vey { V2+4) (F(x 3) + F(k, 9) _ 8 (ex 3) + E(k, o) + 


fiber, wobei die unteren Vorzeichen für Ÿ < 1/(1 + a?) und die oberen für P => 1/(1 + x) gelten. 


2. a = 1 und P— 1. 
Es wird 8, = 0 und g = x/2, wie man aus (17) erkennen kann. Es ergibt sich somit die einfache 


Form 
J=— Vars { V2+ 4)P( 3) —8E C s)| (19) 


(18) 


mit 
1 1 
k= 5 V2- V2. 
3. P = 1, « beliebig mit der Einschrankung (2). 
Aus (16) erhalten wir 
— 4 Yi-—a 9 2_%48 
D I H+ata-3a]— (20) 


4 Vora (Vire +4 a) (F (a. 3) + F(k, p) — 8a (e(x. 3) + E(k, |}. 


(Eingegangen am 1. 10. 1948) 


Mitteilungen 


Gesellschaften, Tagungen 


Mathematiker-Tagung in Innsbruck. In der Zeit 
vom 30. August bis 3. September 1949 findet 
eine Mathematiker-Tagung in Innsbruck statt. 


Verband Deutscher Städtestatistiker. Am 7. und 
8. Februar 1919 fand in Darmstadt eine Tagung 
des Ausschusses fiir Allgemeine Methoden und 
Technik im Verband Deutscher Stadtestatistiker 
statt. Referate mathematischen Inhalts hielten 
Prof. Dr. A. WaLTRER (.. Über die Beeinflussung 
mathematischen Denkens durch die Technik, 
unter besonderer Berücksichtigung der ma- 
schinellen Statistik’), Dipl.-Math. BAMBERGER 
(..Zur Praxis der representativen Methode‘) 
sowie der Vorsitzende des Ausschusses, Direktor 
v. GQugRARD (, Auszählung nach konkurrieren- 
den Merkmalreihen’’). Ferner fanden eine Aus- 
sprache über den praktischen Wert und den 
mathematischen Inhalt der sog.,,GroBzahl- 
forschung’* und eine Vorführung der Integrier- 
Anlage des Institutes für Praktische Mathematik 
der T. H. Darmstadt statt. Die nächste Haupt- 
versammlung des Verbandes soll in Freiburg 
i. Br. stattfinden. 


Deutsche Gesellachaft für Dokumentaticn. Der 
Vorstand der Deutschen Gesellschaft für Do- 
kumentation hat beschlossen, ein Mitteilungs- 
blatt herauszugeben, das die Mitglieder der 
Gesellschaft über die Entwicklung der Doku- 
mentation auf allen Fachgebieten und in allen 
Ländern unterrichtet. Die Einrichtung einer 
Zentralstelle für Dokumentation ist geplant. 
Für die Losung bestimmter Einzelaufgaben. 
zB. Ordnungsverfahren, Aufbewahning von 
Dokumeuten, phetegraphisehe Verfahren und 
Hilfsmittel, Urheherrechtsfragen, Kurztitel von 
Zeitschriften. Titelangaben. Verzeichnisse von 
Zvitsehriften,  KReferatblattern und Sehrift- 
tumauskunftstellen sind Aussehüsse eingesetzt 
worden, Nähere Auskunft erteilt: Deutsche 
Gesellschaft fur Dokumentation, Püsseldarf, 
Pring-Georg-StraBe NT. 


Neue Fachliteratur 


Bei der Redaktion liegen folgende neue F 
schriften vor, deren Besprechung vorbeh 
bleibt: 


BaAULE, B.: Die Mathematik des Naturfors 
und Ingenieurs, Bd. II, Ausgleichs- und 
herungsrechnung. 2. Aufl. S. Hirzel. Le 
1948. 62 S. mit 30 Abb. DM 3.50. 


Betz, A.: Konforme Abbildung. Springer-Ve 
Berlin, Gottingen und Heidelberg : 
VIII u. 3598S. mit 276 Bildern. DM3 


Buiasius, H.: Mechanik. Physikalische G 
lagen vom technischen Standzunkt. | 
Teil: Statik. 4. Aufl. Eckardt u. Mess 
Hamburg 1948. VIII u. 247 S. mit 26 
u. 113 Aufgaben. DM 9.—. 


BLasics, H.: Mechanik. Physikalische G 
lagen vom technischen Standpunkt. Z: 
Teil: Elastisität und Festigkeit. 3. 
Boysen u. Maasch, Hamburg 1919. VI 
230 S. mit 194 Fig. u. 84 Aufgaben. DM 


Basics, H.: Warmelehre. Physikalische G 
lagen vom technischen Standpunkt. 5. 
Boysen u. Maasch, Hamburg 1949. V1 
2948. mit 126 Fig., 67 Aufgaben u. 1 
bellen. DM 11.50. 


V. FREYTAG GEN. LôRINGHOFrF, B.: Gedanke 
Philosophie der Mathematik. Westk 
verlag Anton Hain, Meisenheim am 
1948. 53S. DM 3.20. 


GRAF. U.: Darstellende Gecmetrie. (Hochs 
wissen in Ejinzeldarstellungen.) 5., 
besserte u. erweiterte Aufl. Quelle 
Mever, Heidelberg 1949. 208 S. mit 340 
DM 7.—. 

GRÔBNER. W. und N.Horreiter: Inte 
tafel. Erster Teil: Unbestimmte Inte 
Springer-Verlag, Wien und Innsbruck : 
VII u. 166 S. DM 18.—. 


Neiss. F.: Determinanten und Matrizea. 
verbesserte Aufl. Springer-Verlag, Be 
Géttingen und Heidelberg 1948. VII 
111 8. mit 1 Abb. DM 6.—. 


Mitteilungen 


HENEDER, K.: Fehlertheorie und Ausglei- 
ing von Rautenketten in der Nadirtri- 
rulation. (Deutsche Akademie der Wissen- 
aften zu Berlin, Verôffentlichungen des 


odätischen Institutes in Potsdam Nr.1.) _ 


ademie-Verlag, Berlin 1949. 98S. DM 


ze Buchbèsprechungen 


iO VON FREYTAG GEN. LORINGHOFF: Ge- 

m zur Philosophie der Mathematik. West- 

rverlag Anton Hain, Meisenheim am Glan 
63S. DM 3.20. 


Buch ist entstanden aus Vorträgen, die 
inem Publikum von hauptsächlich Mathe- 
cern und Naturwissenschaftlem gehalten 
en. Es will eine erste Einführung in eine 
ematik geben, die mit Recht ,, Philosophie 
lathematik‘‘ heiBen darf. 
stellt im ersten Abschnitt die Denkweise 
Philosophie derjenigen der Einzelwissen- 
ten gegenüber und begründet ihre Unter- 
le. Dann behandelt er die Frage nach der 
weise der mathematischen (regenstände auf 
Srundlage der Ontologie von GUNTHER 
sy. An sie schlieBt sich die Frage nach 
Anwendbarkeit der Mathematik. ,,Man 
; die Gebñde der Mathematik, die der 
*h rein in sich erzeugt, in der Natur wieder, 
er Mensch nicht in sich hat und nicht 
ft. Wie ist das môglich und verständ- 
Ich kann hier auf Einzelheiten nicht ein- 
, auch das Buch kann in seinem kleinen 
ren vieles nur andeuten, Ausblicke auf 
re Untersuchungen geben. Das gilt in 
starkerem Mafe fiir den letzten Abschnitt, 
n ,,Die menschliche Seite der Mathematik“ 
idelt wird. 


Büchlein ist recht geeignet zur Einführung 
is, was Philosophie der Mathematik sein 
md sein kann. Sein unbedingtes Bemühen 
\larheit wird dem Mathematiker ganz be- 
‘rs zusagen. Die Fragen. die diese Philo- 
e der Mathematik aufwirft, sind grund- 
de Fragen, die den Mathematiker und 
Fhilosophen, schlieBlich den Menschen an- 
1, keine Spekulation aus bloBer Freude am 


409 


Spekulieren. Die Wege zu ihrer Lüsung sind 
manchmal noch weit, aber gangbar und er- 
folgversprechend. Man kann aus dem Büchlein 
viel lernen und viel Anregung zu eigenem 
Weiterdenken finden. 


H. Gericke (Freiburg-Oberwolfach). 


GERHARD Knopp: Bettrdge zur Philosophie, Pa- 
dagogik und Geschtchie der Mathematik. Mit 
einem Anhang: Die mathematikgeschichilicke For- 
schung; Geometrische Integrationsmethcden bei 
LALOUVÈRE. Fr. K. Koetschau-Verlag, Berlin 
1948. 103 S. mit 7 Abb. DM 6.40. 


Es handelt sich um eine Sammlung von kurzen, 
z.T. schon früher (1943—48) in Zeitschriften 
erschienenen Aufsätzen. Aus dem bisher Un- 
gedruckten erwahne ich die Staatsexamensarbeit 
(1932), die Verf.in erster Linie wegen der (fleis- . 
sig zusammengestellten und leider heute schwer 
zugänglichen) Literaturiibersicht abdruckt. Hier 
werden einige Griinde fiir das Interesse vor- 
gebracht, das die Philosophie an mathematischen 
Gedankengängen besitzt. Die Schrift über ein 
als Landeserziehungsheim vom Aufbauschul- 
typ einzurichtendes Mathematisches Gymnasi- 
um (1945) war als (leider nicht verwirklichtes) 
Programm fiir ein aus Berlin verlagertes In- 
ternat gedacht. 

Im Anhang wird der Werdegang der mathema- 
tikgeschichtlichen Forschung seit Ende des 
18. Jahrhunderts skizziert (gute Literaturan- 
gaben). Dann folgt ein Auszug aus der mathe- 
matikgeschichtlichen Dissertation des Verf. 
(Berlin 1946). den Inhalt der ,,Quadratur des 
Kreis- und Hyperbelsegments vermittels ihres 
Schwerpunktes‘ (Toulouse 1651) betreffend, aus 
dem Verf. einige kennzeichnende Ergebnisse in 
moderner Umschrift wiedergibt. A.DE LA Lo- 
VERA (1600—1664) ist einer der letzten selb- 
stindig auf infinitesimalgeometrischem Gebiet 
tâtigen Jesuiten des 17. Jahrhunderts. Wie 
die anderen Ordensmitglieder driickt er sich 
sehr weitschweifig und rein verbal aus und 
gründet seine SchluBtechnik, die durch ge- 
schickte Weiterbildung der Schwerpunktme- 
thode des ARCHIMEDES entstanden, aber noch 
nicht hinlänglich allgemein gefabt ist, ganz auf 
die Anschauung. Daher ist es nicht leicht, zu 
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seinen tbeachtlichen) Kerngedanken durch- 
zudringen. Sie blieben bedauerlicherweise ohne 
Nachhall. und zwar deshalb, weil sich die neue 
durch DESCARTES. Pascaz und HuyGens in- 
augurierte Richtung durchsetzte, die zu der 
Mathematik der Jesuiten in schroffem Gegen- 
satz stand. Die tüchtigen, aber allzustark mit 
schulischen Aufgaben belasteten Ordensange- 
hérigen wurden daher vollig aus der lebendigen 
Forschung herausgedrängt und beschrankten 
sich seit Ende des 17. Jahrhunderts nur mehr 
auf pädagogisehe und didaktische Fragen und 
auf kleinere geometrische Einzelheiten. die ohne 
EinfluB auf die Gesamtentwicklung blieben. 
Verf. hat sich durch die kurze Chersicht über 
Lanoveras Hauptergebnisse (worunter sich das 
einschalige Drehhvperboluid. seine Kubatur und 
seine Schwerpunktbestimmung befinden) er- 
hebliche Verdienste erworben. 


J. E. Horwann clehenhausen)}. 


GroRGE SeHISCHKOFF: Ge zeonicirtige philnsophi- 
sche Probleme der Mathematik. Dr. George Lüttke 
Verlag. Berlin P44. logs. DAMA. 


Verf. behauptet S. lua: Eine neue (restait 
sewinnt wie die zukünftige se auch die bisherire 
Philosophie.” Und zwar durch ..Katevoerial- 
losische Begranduny”. besteht darin. 
dab am Anfang jeder Wissensehatt. aueh der 
Mathematik, undefinerbare Grundberritfe ste- 
hen. die ausdricklich hinzesehrieben” werden 
mussen. Das durtte noel Kemen Widerspruch 
herverraten. Fragwurdis ist aber die Forderune. 
dau diese Urbegriffe uns durch die ..Anschau- 
Loch fracwurdicer, 


difsrheirt. 


Diese 


eesebenu ser salen, 
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ARCHIMEDES’. eine Zweimonatsschrift. Her- 
ausgeber: H. Cramer. Schriftleiter: F. Deva. 
Verlag J. Habbel, Regensburg. Heft 1, Dezem- 
ber 1948. 16 S. DM —.95. 

Nie Zeitschrift hat sich zum Ziel gesetzt, ,.An- 
regungen und Aufgaben fiir Lehrer, Schiler 
und Freunde der Mathematik“ zu bringen. Sie 
führt damit die Bestrebungen fort. die Heraus- 
geber und Schriftleiter seit einigen Jahren durch 
zwanglos erscheinende hektographierte Blatter 
verfolet haben. Es handelt sich, kurz gesagt. um 
Unterhaltungsmathematik verbunden mit der 
ernsten Absicht, zum mathematischen Denken 
und zur Freude an der mathematischen Wissen- 
schaft zu erziehen. Das ist gewiB ein lobenswertes 
Beginnen. dem man Erfolg wünschen môchte. 


W. LIETZMANN (Gottingen). 


E. Asuus: Einführung in die hôhere Mathematik 
und ihre Anwendungen. Ein Hilfshuch für Cke-. 
miker, Phyaiker und andere Naturwissenschafter. 
tArbeitsmethoden der modernen Naturwissen- 
schaften. Herausgeber: A. THIEL tT.) W. de 
Gruyter. Berlin 1947. AV u. 400 S. mit 178 Abb. 
Preis br. DM 20.—. | 

Es ist verdienstvoll, wenn von seiten eines Natur- 
wissenschaftlers ein Bemühen kommt, das ma- 
thematische Niveau bei den Studierenden der 
Naturwissenschaft heben zu wollen, und es ist 
in diesem Falle didaktisch richtig, von der 
Praxis her an mathematische Fragestellungen 
heranzufihren. Allein mit einer Fülle sehr guter 
Beispicle. die vorwiegend aus der Chemie, dem 
Lehr- und Arbeitsgebiet des Verfassers ent- 
nommen sind, ist es nicht getan. Von einem 
markematischen  ..Hilfsbuch für Chemiker. 
Phvs.xer und andere Naturwissenschaitler”. 
das in einer Schriftenreihe fiir ,.Arbeitsmetho- 
der der riodernen Naturwissenschaften" er 
suhemt und sich einem groBen Leserkreis #0 
wérsies, wird man vor allen Dingen Zuver- 
“ass rest, Kiare Definitionen der benutzten Be 
site und cinwandfreie Formulierung der Re- 
sit erwarten. Selbst bei dem bescheidener 
= steckten, Zite. dem Leser ein gewisses Mab 
“ans her Fertigkeit vermitteln zu wollen. 
“russes de Heczein so mitgeteilt werden, dab 
der ieser darach auch richtig rechnen let. 
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der Verfasser aber auf die Benutzung des 
ten Betrages vollig verzichtet, statt mit 
indiger Induktion zu beweisen, nur mit 
* operiert, eine stetige Funktion als 
: definiert, ,,die in einem Zuge, ohne Ab- 

des Bleistiftes zeichenbar’ ist (S. 13), 
in notwendiges Konvergenzkriterium fiir 
liche Reihen mit konstanten Gliedern 
(S. 189), behauptet, eine ,, Funktion“, wel- 
ferenziert den Integranden ergibt, muB letz- 
ides stets erraten werden“ (S. 239), unbe- 


ch (S. 273) eine konvergente Reihe glied- , 


ntegriert, als ob dies nie zu einem falschen 
‘at führen kénne, so willdem Referenten der 
. des Buches, eine Einfithrung in die hôhere 
matik und nicht lediglich eine Sammlung 
sungsbeispielen zu sein, fraglich erscheinen. 


H. BitHarz (Freiburg-Oberwolfach). 


LENSE: Vorlesungen über hôhere Mathe- 
Leibniz Verlag, München 1948. 2605. 
Abb. Geb. DM 20.—. 


; Lehrbuch ist aus den Vorlesungen des 
an der Technischen Hochschule Miinchen 
‘gegangen und richtet sich in erster Linie 
vsiker und Ingenieure, aber auch an Stu- 
de der Mathematik. Da es bis zu den Ele- 
n der Funktionentheorie und der Dif- 
ialgleichungen heranführt (wobei aller- 
unter ,,Partielle Differentialgleichungen‘* 
ne knappe Behandlung der schwingenden 
geboten wird), gibt es dem Ingenieur und 
praktisch orientierten Physiker ein im 
tlichen ausreichendes Riistzeug der reinen 
matik. Nach der Seite der praktischen 
rischen, graphischen und instrumentellen) 
den der Mathematik ist aber gewiB nicht 
eboten, was gerade diese Studierenden an 
1und Erfahrung mit in die Praxis nehmen 
Insofern stimmt der Referent nicht 

m Verfasser iiberein. aber wenn man die 
des auf knappem Raum aus den Grund- 
heraus streng logisch entwickelten Stoffes 
haut, muB man dem Verf. auBerordent- 
ankbar sein für diese überaus klare und 
idfreie Darstellung, gerade weil sie in 
Linie der mathematischen Ausbildung 
ngenieuren und Physikern dienen soll. 
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Diesen Studierenden wird zwar ein gewisses 
MaB an Anstrengung zugemutet — das knapp 
gehaltene Buch soll im allgemeinen nur neben 
einer entsprechenden Vorlesung durchgear- 
beitet werden —, aber sie werden dann nicht 
mit jenem halb- (und das heiBt nicht-)ver- 
standenen, rezeptmaBig cingepaukten Wissen 
die Hochschule verlassen, das einige andere fiir 
sie bestimmte Lehrbücher aus neuerer Zeit 
bestenfalls vermitteln. Auch den Studierenden 
der Mathematik und der theoretischen Physik 
wird dieses Lehrbuch eine wertvolle Hilfe neben 
den Grundvorlesungen sein. Druck und Aus- 
stattung des Buches sind gut (wenn auch der 
vom Verlag gewiinschte überreïchliche Gebrauch 
des schragen Bruchstriches — zur Ersparnis von 
Raum und Satzarbeit — eine manchmal wenig 
erfreuliche Notmafnahme ist). Môge das ausge- 
zeichnete Lehrbuch weiteste Verbreitung finden. 
Gliederung: 1. Abschnitt: Analytische Geo- 
metrie der Ebene, Differential- und Integral- 
rechnung bei Funktionen einer Veränderlichen 
mit Anwendungen; 2. Abschnitt: Analvtische 
Geometrie des Raumes samt Vektorrechnung, 
Differential- und Integralrechnung bei Funk- 


- tionen von mehreren Veränderlichen mit An- 


wendungen; 3. Abschnitt: Funktionen von kom- 
plexen Veränderlichen, Differentialgleichungen 
mit Anwendungen; Ergänzungsabschnitt: De- 
terminanten, Erganzungen zur Integrairech- 
nung, Funktionentheorie und Differentialglei- 
chungen. Die drei Hauptabschnitte bilden ein 
geschlossenes Ganzes, der Ergänzungsteil dient 
dem weiteren Ausbau im einzelnen. 


H. Gorter (Freiburg-Oberwolfach). 


Oskar Perron: Trrationalzahlen.  (Güschens 
Lehrbiicherei Bd. 1.) 3., fast unveranderte Aufl. 
W. de Gruyter, Berlin 1947. VIII u. 1998. 
DM 10.—. 


Gegenüber der 2. Auflage vom Jahre 1939 weist 
die neue Auflage inhaltlich nur ganz gering- 
fügige Anderungen auf. Bei einem so bewährten 
und gut eingeführten Werk erübrigt sich jedes 
weitere Wort des Lobes. Freuen wir uns, daB 
unsere Studenten dieses Buch wieder erwerben 
konnen. (DaB das Papier auch bei bescheiden- 
sten Anspriichen nur als miserabel bezeichnet 
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werden kann, roll diese Freude nicht trüben. 
Méchte der Verlag bald in der Lage sein, einer 
weiteren Auflage eine würdigere Ausstattung 
zu geben.) 

H. GôRTLER (Freiburg-Oberwolfach). 


Worrcanc Haack: Differential-Gecmetrie, Teil 
II. (Bücher der Mathematik und Naturwissen- 
schaftcn, Herausgeber: HENRY Pottz.) Wolfen- 
bütteler Verlagsanstalt, Wolfenbiittel und Han- 
nover 1948. 131 S. mit 3 Bildern. (Notdruck.) 
DM 5.—. 

Sind im ersten Bärdchen (vgl. Referat in diesem 
Archiv 1 [1948/49], 171) die elementaren Me- 
thoden der Kurven- und Flächentheorie, soweit 
sie für eine erste Einführung in Frage kommen, 
behandelt, so werden im vorliegenden zweiten 
Bändchen tiefere Grundlagen gelegt. Zunachst 
erfolgt eine kurze Einführung in den Ricci- 
Kalkül, dessen abstrakte Methoden im Zu- 
sammenhang mit der Flächentheorie sehr ge- 
schickt entwickelt werden. Diesem Verfahren 
der Bildung von Invarianten aus ko- und kontra- 
varianten Tensoren durch Verjüngung und 
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Cherschiebung wird im zweiten Kapitel d 
Verfahren der invarianten Ableitungen a 
einer Flache gegenübergestellt. Durch die en 
Verbindung mit der elementaren Flächa 
theorie werden auch hier die Schwierigkeite 
die sich dem Anfanger entgegenstellen, wesen 
lich vermindert und wird das tiefere Eindrince 
in die Differentialgeometrie erleichtert. | 
dritten Kapitel findet man eine Einfiihrung i 
die metrische differentielle Liniengeometn 
soweit sie mit der Flachentheorie in engere 
Zusammenhang steht; im vierten Kapit 
werden die Regelflächen behandelt. Das fünf 
Kapitel bringt die Differentialgeometrie d 
Strahlensysteme unter Anwendung des Ricc 
Kalküls und das letzte als anschauliches Be 
spiel einer dreidimensionalen Mannigfaltigke 
den Geradenkomplex. 


Das Bandchen zeichnet sich wie das erste durt 
Klarheit des Ausdracks und Prazision aus; | 
wird nicht bloB dem Anfänger, sondern au 
dem Fortgeschrittenen und Fachmann vi 
Nutzen sein. 

O. Vork (Oberwolfach-Würzburg 
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Band1 Archiv der Mathematik 


Feux KLEIN 


Heft 6 (1948/49) 


Zu seinem hundertsten Geburtstage am 25. April 1949 


Von Hetimuta Kneser in Tübingen 


Feux Kerns hundertster Geburtstag 
gibt Anla8, in dankbarer Erinnerung auf 
seine Leistungen zurückzublicken. Schon 
im Jahre 1919, im Festheft der ,,Natur- 
wissenschaften“ zu seinem siebzigsten Ge- 
burtstage, haben berufene Manner Zeug- 
nis abgelegt von dem, was unsere Wissen- 
schaîten Kein verdanken. Stellen wir 
uns heute erneut diese Frage, so kann der 
grôBere Abstand bewirken, daB einige 
Einsichten noch klarer hervortreten. 

Wer, wie der Schreiber dieser Zeilen, 
Kzæein noch in seinen letzten Jahren 
kennengelernt hat, erinnert sich der hohen, 
trotz mancherlei Altersbeschwerden kaum 
gebeugten Gestalt. Man glaubte gern an 
dieser Haltung zu erkennen, daB sie in 
einem Leben erworben war, das durch 
einen ausdauerpden Pflicht- und Arbeits- 
willen zu hoher schépferischer, anregen- 





der und gestaltender Wirksamkeit geführt hatte. Milde Altersweisheit verklärte sein 
Wesen, die Herrscherzüge waren zurückgetreten, der Humor fehlte nicht. Freigebig 
spendete er dem kleinen um ihn versammelten Kreise jiingerer Mathematiker aus 
dem Schatze seiner Erinnerungen, die ein halbes Jahrhundert wissenschaftlicher 
Entwicklung umspannten, und zog die Hôürer in den Bannkreis seiner Gedanken. 
Wir wuBten: es war ein Herrscher im Leben der Wissenschaft, der zu uns sprach 
und zu dem wir sprechen durften: wir wuBten aber auch, daB nicht allein die macht- 


Anm.d. Schr: Für die freundliche Cherlassung des obenstchenden Bildes von Feuix Kueww 


sagen wir Herrn L. Praxptt auch an dieser Stelle unseren besten Dank. 


Archiy der Mathematik, Bd. 1, Heft 6. 


as 
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volle Persünlichkeit diese Erfolge erreicht hatte, sondern da8 groBe Forscherleistungen 
ihnen zugrunde lagen. 

Auf diese, auf Kerns mathematisches Werk, soll sich die gegenwärtige Be- 
trachtung beschrinken. Wir erfassen damit nur einen Teil seines gesamten Werkes; 
er selbst hat dies durch den mit Bedacht gewahlten Titel ,,Gesammelte mathematische 
Abhandlungen“ seiner dreibändigen Gesamtausgabe andeuten wollen. Worauf be- 
ruhte, worin besteht KLEINS mathematisches Werk — so wollen wir heute fragen —, 
wenn wir es an der seitherigen Entwicklung der Wissenschaft und diese Entwicklung 
an ihm messen ? | 

Der Baustoff zu KLEINS mathematischem Werk stammt im wesentlichen aus den 
Jahren seiner überquellenden Fruchtbarkeit, den vierzehn Jahren von 1868 bis 
1882. Man weiB aus KLEINs eigenem Bericht von der unerhérten Anstrengung des 
steilen Anstiegs bis zum Gipfel, dem Grenzkreistheorem oder, wie man heute sagt, 
zur Uniformisierung beliebiger algebraischer Gebilde; man weiB, daB dieser An- 
stieg, im Wettlauf mit Poincaré zurückgelegt, einen Zusammenbruch von Kzerxs 
Giesundheit zur Folge hatte, von dem er sich nach seinem eigenen Urteil nie wieder 
zu seiner vollen früheren Leistungsfähigkeit erholt hat. Man weiB aber auch, einen 
wie wesentlichen Teil seines Lebenswerkes KLEjn trotz dieses Verlustes an Arbeits- 
kraft in den folgenden Jahrzehnten vollbracht hat. Und lagen selbst die mehr 
organisatorischen Leistungen nicht vor: trotzdem steht sein mathematisches Werk 

in eindrucksvoller Héhe und Geschlossenheit vor uns, abgerundet und erweitert 
durch die mehrende, ordnende und klarende Arbeit der zweiten Lebenshälfte. 


Versuchen wir, die Urspriinge von KLEINS mathematischen Leistungen aufzu- 
spüren, so tritt uns auf der Seite sciner Gaben seine lebhafte, wunderbar anpassungs- 
fahige Raumvorstellung entgegen, verbunden mit einer unvergleichlich ordnenden 
Kraft der Gedanken, die auch der Siebzigjährige noch zeigte, wenn es galt, aus einem 
nicht ganz iibersichtlichen Vortrag, etwa in der Gôttinger Mathematischen Gesell- 
schaft. das Wesentliche hervorzuheben und zu sammeln. An sachlichen Leitge- 
danken finden wir zwei, die sein ganzes Werk durchziehen: den Grundgedanken des 
Erlanger Programms, also dic Invarianz gegeniiber Transformationsgruppen, und 
den Gredanken, den er als Prinzip von RrEMANNs geometrischer Funktionentheorie 
zu rühmen und anzuwenden nicht müde wurde. 

Schon in KLEINS erstem Arbeitsgebiet. der Liniengeometrie, zeichnet sich der 
Leitgedanke des Erlanger Programms ab. Besteht doch sein Fortschritt über 
PLUCKER und die anderen Vorginger grade in der Auffassung der Geometrie der 
graden Linien im Raume als Geometrie der Punkte auf einer Quadrik in fünf Di- 
mensionen, in dem freien Wechsel von der quaternären linearen Gruppe zur senären, 
orthogonalen. 

Kinen Markstein der Naturphilosophie bilden ALE ns Arbeiten über die nicht- 
cuklidische Geometrie: zeigen sie doch zum ersten Male. daB diese genau so wider- 
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spruchsfrei ist wie die euklidische. Dem axiomatisch unentbehrlichen, elementar- 
geometrischen Zugang von LoBaTScHEWskKI und J. Botyar stellen sie einen weit 
bequemeren zur Seite, der wesentliche Einsichten erôffnet. Der Schliissel zu diesem 
Tor ist aber die Beherrschung der zuständigen Bewegungsgruppen im Sinne des 
Erlanger Programms. | 


Eine Vorstufe zu dem oben mit RiEMANNs Namen bezeichneten Prinzip kann 
man in Kzeins Arbeit über die Flächen dritter Ordnung erkennen. Spricht man 
das Prinzip dahin aus, daB man die Gebilde der Analysis oder der Geometrie aus 
ihren Stetigkeitseigenschaften und ihren einzelnen Abweichungen davon, den 
Singularitäten verstehen will, so ist es genau dieser Grundsatz, der es KLEIN müg- 
lich machte, die Flächen dritter Ordnung, von denen man viele Eigenschaften, 
besonders die so merkwiirdigen 27 graden Linien auf ihnen, kannte, auch nach 
ihrer reellen Gestalt zu erkennen und zu ordnen. Die Flachen mit vier Doppel- 
punkten waren der Angriffspunkt, sie sind durch die vier Doppelpunkte grade 
so weit vereinfacht, daB sie noch nicht trivial, aber doch vollkommen übersichtlich 
sind; und die ihnen benachbarten Flachen geben den gewiinschten AufschluB über 
die Fiille der Gestalten, die in der 19-dimensionalen Mannigfaltigkeit aller Flachen 
dritter Ordnung auftreten. 

In doppelter Hinsicht bezeichnend für KLErns Eigenart ist seine Konstruktion 
der projektiv invarianten Riemannschen Fläche zu einer ebenen analytischen Kurve. 
An ihr sehen wir sein starkes Bedürfnis nach raumlicher Deutung abstrakter Be- 
griffe und seine Fähigkeit, eine solche Deutung zu finden, durchzuführen und 
fruchtbar zu machen. Bemerkenswert ist auch, daB hier in einer neuartigen Weise 
einer Mannigfaltigkeit eine quadratische Metrik aufgeprägt wird, die nicht aus der 
elementaren entspringt, ein Verfahren, das seitdem in der Differentialgeometrie 
weittragende Bedeutung gewonnen hat. 


Im weiteren Fortschreiten von KLeins Forscherarbeit vereinigen sich die beiden 
Leitgedanken: Gruppentheorie und RieManns Funktionentheorie zu einem mäch- 
tigen Strom. Zwischen KLEIN und seinem Freunde Lik ergab sich die Arbeits- 
teilung, nach der Lik die stetigen, KLEIN die diskreten Gruppen übernahm. Die 
endlichen binären linearen Gruppen wurden aufgestellt, auf der Riemannschen 
Zahlenkugel gedeutet und algebraisch ausgewertet. Das Ergebnis waren die Unter- 
suchungen über das Ikosaeder und die algebraische Klärung der verschiedenen Ver- 
fahren zur Auflésung der Gleichungen fünften Grades. Damit traten die elliptischen 
Funktionen, besonders die elliptischen Modulfunktionen in KLeins Arbeitsgebiet 
ein. An den Arbeiten iiber diesen Gegenstand zeigt sich in hellem Licht, wie er 
Arithmetik und Algebra mit Funktionentheorie und Geometrie zu einem weit- 
räumigen, klar gegliederten Bau zusammenzufassen verstand. Die Arbeit über die 
Transformation siebenter Ordnung im vierzehnten Band der Annalen mit der 
glänzenden Entdeckung der ternären 168cr-Grupre ist ein Denkmal dieser um- 
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fassenden Forschungsweise. Es hat unkräftige Mitläufer gegeben, die sich durch 
den groBen Zug in KiEins Arbeiten zu der Ansicht verleiten lieBen, man künne 
alle méglichen Erfolge durch bequem-anschauliche Traéumereien erzielen. Dieser 
Irrtum fällt in sich zusammen, wenn man sieht, wie KLEIN zwar von allgemeinen 
Begriffen ausgeht und seine Kunst der wechselnden Benutzung verschiedener 
anschaulicher Bilder wirken läBt, dann aber die so erkannten geeigneten Trans- 
formationsgréBen fest in den Schraubstock der Rechnung spannt und zurechtfeilt, 
bis er zu expliziten Formeln gelangt, die sogar die Probe der Eignung zu Zahlen- 
rechnungen bestehen. 


Als Hohepunkt seiner Forschertätigkeit hat KLEIN selbst seine Arbeiten über 
automorphe Funktionen betrachtet. Durch die Erforschung der Modulfunktionen 
vorbereitet, gipfelten sie in der Aufstellung des ,,Grenzkreistheorems‘, dessen 
Hauptinhalt die Aussage ist, daB jede algebraische — bei PorNcaRE sogar jede 
analytische — Funktion durch automorphe Funktionen uniformisiert werden kann. 
Beide Forscher waren damit ihrer Zeit um 25 Jahre vorausgeeilt; denn erst 1907 
wurden die aufgestellten Sätze von Poincaré und KoëBE vollständig bewiesen. 
Poincare benutzt den Harnackschen Satz der Potentialtheorie und arbeitet mit 
fein ersonnenen Überlagerungsflächen; man kann seinen Beweis als folgerichtige 
Ausbildung seiner früheren Methoden bezeichnen. Korse dagegen stiitzt sich 
wesentlich auf die universelle Überlagerungsfläche, die, von H. A. Scuwanrz erfun- 
den, schon bei Krein stark hervorgetreten war. Als ganz neues, dem 20. Jahr- 
hundert eigentiimliches Hilfsmittel tritt der Verzerrungssatz hinzu. 


Ankniipfend an diese geschichtliche Einzeltatsache wollen wir einen Blick werfen 
auf Kierns Stellung im Gesamtbilde der Entwicklung der Mathematik. Sucht man 
in der Mathematik des 19. und des 20. Jahrhunderts groBe Linien zu erkennen, 
soweit der noch geringe Abstand das zulaBt, so zeichnet sich — jedenfalls in der 
Algebra und Analysis — weniger deutlich in der Geometrie — die Uberwindung der 
Rechnung durch begriffliches Vorgehen als eine solche Linie ab. Die rechnerische 
Behandlung einer Fiille von Einzelaufgaben oder ausgedehnten Klassen von Auf- 
gaben, die einen EuLER, cinen LAGRANGE zu groBen Baumeistern unserer Wissen- 
schaft hatte werden lassen, begann sich totzulaufen, besonders in den Händen von 
Forschern, die, so sehr wir ihr Verdienst und Bedeutung wiirdigen, doch nicht von 
demselben hohen Genius geleitet wurden wie jene GroBen. Die Aufgaben, die der 
Mathematik schon vorlagen oder die sich ihr aus ihrem eigenen Wachstum entgegen- 
stellten, verlangten nach angemessenen Begriffen, für die kein Kalkül ausgebildet 
war und die nach einem solchen auch noch nicht verlangten. RIEMANNs Behand- 
lung der Funktionentheorie, insbesondere das Eingreifen der Topologie, DEDEKINDS 
arithmetisch-algebraische Begriffe sind hervorragende Beispiele dieser Entwicklung: 
die Theorie der recllen Funktionen und die Mengenlehre, erwachsen aus den offenen 
Fragen über Fourtersche Reihen, kann man hinzufügen. 
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In dieser Bewegung steht KLEIN mitten drin. Wenn auch Arithmetik und reelle 
Funktionen nicht zu seinem eigensten Gebiet gehéren, wenn er sich auch in der 
Funktionentheorie gerne die bescheidenere Stellung eines Jiingers und Verkiinders 
von Rremanns Lehren zuma$, so bedarf doch jede Lehre tatkraftiger Verkiinder, 
soll sie rechte Wirkung tun. In der Geometrie aber ist die Bewegung, die der eben 
geschilderten gleichlauft, nichts anderes als die Anwendung und Durchführung des 
Erlanger Programms in allen Teilen des ausgebreiteten Gebäudes der Geometrie. 
So ist uns, was KLEIN erarbeitete, vielfach so vertraut geworden, daB wir darin 
leben, ohne viel daran zu denken. Wer aber Kierns rechter Nachfolger sein will, 
darf auch das nicht vergessen, was er vorgelebt hat: strenge Forscherarbeit im 
Dienste der Wissenschaft und kraftiges Eintreten fiir ihre Geltung und Wirkung 
im gesamten Bildungs- und Kulturleben. 


(Eingegangen am 16. 4. 1949) 


Invariante Kennzeichnung der vierten vollstandigen Klasse 
von Biegungsflachen 


Von Rosert Ritter in Berlin-Charlottenburg 


& 1. Biegungsgleichungen und Differentialinvarianten 
1. Seit 1932 ist es mein Bestreben, die Bour-Darsouxsche Biegungsgleichung 
Ag x = (1—A, x) K (1) 


im Gegensatz zu der durch Voss?) in der Encyklopädie ausgesprochenen Behauptung 
als die gemeinsame Quelle aller Einzelergebnisse über vollständige Biegungs- 
klassen aufzuweisen. Wahrscheinlich auf der Ansicht von WEINGARTEN?) fuBend, 
wird dort betont, sie besäBe keine Zwischenintegrale. Auch LiEBmanxx®) äuBerte 
sich zunächst skeptisch über Bours Gleichung, erkannte jedoch selbst kurz darauf*), 
daB sie in besonderen Fallen durchaus Zwischenintegrale zulaBt. 


Der Fall der seit EuLErR bekannten Developpablen (Biegungsklasse I) 
K =0 (D 


ist trivial. Im nichttrivialen Fall benutzen wir aus Griinden der Dimension den 
Pseudoradius | 
— ! lp. 
op = K = | FR, Re, 


welcher für die zu betrachtenden Flächenklassen reell wird, da das Gausssche 
KrümmungsmaB À positiv ausfallt. Dann schreiben wir die Biegungsgleichung 
dimensionslos 

0? A~x=1—A,2. (2) 


(ielegentlich einer Verbesserung des von LiEBMANN für die Rotationsflache der 
Kettenlinienevolute (Biegungsklasse II) unter Zugrundelegung spezieller Flachen- 
parameter gewonnenen Ergebnisses fand ich, daB die Biegungsgleichung in dieser 


1) A. Voss, Abbildung und Abwicklung zweier Flachen auf einander. Encyklopädie d. math. 
Wiss. TIT D 6a (1903), S. 397. 

2) J. WEINGARTEN, Über die Theorie der aufeinander abwickelbaren Oberflächen. Festschr. 
d. Techn. Hochsch. Berlin 1884, S. 1— 43. 

3) H. LIEBMANX. Die Bour-Darpouxsche Biegungsgleichung und die FundamentalgrôBen 
zweiter Ordnung. Jahresber. I). M. V. 30 (1921), S. 189 — 196. 

t) H. LiEnmaxx, Die Boursche Methode der Flächenbestimmung aus dem Linienelement. 
Minch. Ber. 1922, S. 39 —50. 
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Form auch fiir allgemein-tensorielle Untersuchungen im Sinne der klassischen 
Integrationstheorie geeignet ist. Für diese Fläche und zugleich für das Rotations- 
paraboloid (Biegungsklasse III) konnte auf diesem Wege 1933 ein Zwischenintegral 
von folgender invarianten Form gewonnen werden 


V =o *|40(0,2) + ¥—(—A, 2)]. (3) 
Auf die analytische Festlegung dieser Klassen kommen wir in Nr. 6 zuriick. 

2. Aus dem damaligen Dilemma heraus fand WEINGARTEN®) bekanntlich den 
Ausweg, von einer fiir jede Fläche méglichen ,,reduzierten Form“ des Linien- 
elementes ausgehend, mittels sphärischer Abbildung gewisser Tangenten eine neue 
Biegungsgleichung aufzustellen, welche fiir das Linienelement der Biegungsklassen I 
bis II: | 
ds? = v? du? + (lv? + m) dv? (l,m konst.) (4) 
zwei Zwischenintegrale zuläBt und dann nach der Methode von AMPERE vollständig 
integriert werden kann. Die weiteren Falle, in welchen WEINGARTEN seine Biegungs- 
gleichung mittels der Methode von LapLace integriert, kann ich ebenfalls aus der 
Bourschen Biegungsgleichung invariant herleiten. Bekanntlich setzte man sich 
stets die Bestimmung aller Reprasentanten eines irgendwie gegebenen Linien- 
elementes zum Ziel. Aber gerade die Art dieses ,,Gegebenseins“ aller ,,besonders 
leicht“ zu realisierenden Metriken erscheint mir noch genauerer Betrachtung wert, 
da eine sachliche Klassifikation hierdurch begiinstigt wird. In jedem Fall erstreben 
wir letzten Endes eine ,, kanonische Form‘ des Linienelementes. wobei wir die Linien 
konstanter Flächenkrümmung (d.h. mit konstantem Pseudoradius) und deren 
orthogonale Trajektorien als Parameterlinien zugrunde legen. 


3. Fiir die beabsichtigte invariante Charakterisierung der einzelnen Biegungs- 
klassen mittels des Pseudoradius 9 benôtigen wir den Differentialparameter 1. Ord- 
nung 

A, e = A(e, 0) = 9” 0: 0; = 9" 010, + 2 9°? 0; 02 + 9°? O2 Oe (5) 
sowie folgende drei Differentialparameter 2. Ordnung, welche als homogene Linear- 
formen der drei kovarianten Ableitungen 2. Ordnung erscheinen 


A,e=9' 0;=9 On +29 012 +977 0 x, 
= Alo, A; 0) =, 9% oA, 0), = 9" 0; v'e; =o’ 0;— 0 0 On + 
+ 20107 012+ 07 07 O29, (6) 
5 (0, 40) = 5 Yade); = À a0 Oy =— wo @8 Qu + 
+ - (01 0! — 02 0?) 0 12 +o 0107 Oe, 


5) J. WEINGARTEN, Sur la déformation des surfaces. Acta Math. 20 (1897), S. 159— 200. 


~ 
- - 
= si. = 


DOS PL org 0 eT ggPevereer Enr den Surfhstahen s: bezeichnet 
æe = ete = 5 one? (1 


— : tea. da — 5 Gro. 1,0). 


. = — de wt a ee) 
— - a ~ - 


>. AVENIR und Rotatiensflicken 


Torre inemespen Gr <1 Swnenemntesrai F erster Ordnung de 
erm tine ot: eee cw lhrfevennaigieichungen. welche in den 


Bo Temes 1 es -enmesx “mt tremumenten [mear-homogen sind 
tome OTs ate trarumerer :- et) oe =lienennordmate r und ihre Ab 
‘romero T tam ir des resemumespaar die drei ersten Involutions- 


ol 0 CU TA ot tear-mesene “cleichungen für die partiellen 

Sout C1 7  & Lsenpe rer “imirainigen Aoeffimentendeterminante 

ds mew mes oer cooupasenen Sorm von Eure 

Lo does metre 2 tm silewenempert des Integrals r(u'.u?) 1ä6t der 

seu ee MULTI 2 vuetem Less rüsatansche Form identiach in z,,, 2,2 w7- 

de cum CUT ele, CRUE Le it’ ee Cnvoirtonsgisichungen linear abhangig. 
S > de o-varauten Loiecuneen 2 Ordnung des Pseudoradius 


— rs 22. 18. 5 — 1.2). 


- - — _ 


‘ol va" ara deses Svstem m das folgende 


na i ts = — 4. 34. 9 — À e O(o, 4,9) = 0. (T1/1)) 


~ = _ - 


eg te Siege 2 | amt ZT in sich und wird dementsprechend 
Snemeemeds + oa Vaixcaarss In mehttrivialen Fall 2 + 0 erfiillt 


more lytoyeatien Éeser aacirlichen Gleichungen ergibt die Auf- 
ete CE tte et Vtech e: 


yh ae cn chum Coadaniet Pursmeter freien invarianten Gleichungen 
Mie ho 24,0 =2 (I) 
meter t Le S.spurgacdase 11 mit dem kanonischen Linienelement 


8 


Lx =: ‘ - — o dÜ®. (8) 


ey À Dennen und W. Maver. Differentialgeometrie I (1930), S. 99. 
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b) Für a>0 als Parabelparameter kennzeichnet das invariante Gleichungspaar 
A,o=4—4ao}, 04,0=2+2a0"! (ID) 


die Biegungsklasse III mit dem kanonischen Linienelement 


det = 2% + (9 a) a 82. (9) 


Für beide Biegungsklassen gemeinsam bestätigt sich das Zwischenintegral (3) leicht 
mittels der Konstanz der MaB- und Diskriminantentensoren bei kovarianter Ab- 
leitung. Der bemerkenswert einfache Charakter der invarianten Definitions- 
gleichungen, in denen als maBgebende Zahlfaktoren nur Zweierpotenzen auftreten, 
b'eibt auch bei den weiteren Biegungsklassen erhalten. Alle derartigen Beziehungen 
sind im Grunde Resultate viermaliger Differentiation der MaBtensoren, d. h. fünf- 
maliger Ableitung der Koordinaten der Biegungsflachen nach beliebigen Parametern 
und Elimination derselben. Die Hauptschwierigkeit besteht jedoch umgekehrt in 
dem Beweis, da8 derartige Gleichungen eine Biegungsklasse im einzelnen Fall auch 
eindeutig festlegen. Letzten Endes geniigen sämtliche Definitionssysteme voll- 
ständiger Biegungsklassen dem gemeinsamen Gleichungspaar 


0? Aes 0 = — (4; ep—4), 0 A(o, 4; 0) = 2 (0 4, e—4) (4; e—4). 


§ 3. Der erste Fall von Nichtrotationsflichen 


7. Bekanntlich deutete WEINGARTEN‘) eine seiner Ableitungsgleichungen für 
eine beliebige Minimalfläche x®) mit passenden Parametern p,q als Integrabilitäts- 
bedingung fiir eine neue Fläche ÿ. Da sich deren Linienelement als von der speziellen 
Minimalflache unabhängig erwies, gewann er eine vierte vollständige Biegungsklasse 
ohne Rotationsflichen. Ihr Linienelement trat in den drei Formen auf 


(dy)? = ds? — g?dp*? + 2 pqdpdq + q* dg? = (10) 
= 2q' dp'? +92 p' dp’ dq’ + dq’? = (af + pt) (da? + dB). 


Die mittlere, welche mit vertauschten p’,q’ bereits 1884 von WEINGARTEN bei- 
läufig angegeben wurde, eignet sich trotz ihrer nichtorthogonalen Gestalt gut zur 
Aufstellung der uns interessierenden, invarianten Beziehungen. Besser ist die 
von Herrn Mour angegebene Orthogonalform 


de? = 2 (Q — P?) dP? + dQ 


7) J. WEINGARTEN, Eine neue Klasse aufeinander abwickelbarer Flächen. Gôttinger Nach- 
richten, 1887, 5. 28—31. ° 

8) Sie darf jedoch kein Stiick einer Ebene oder einer Kettenfläche sein, deren Achse durch 
den Ursprung geht. 
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Auf x sind die Wrrncartenschen FKlächenparameter 1. Art definiert durch 
p=tn, g@=?, 
diejenigen 2. Art jedoch gem&B 
P=P,g= 7 
Flachenparameter 3. Art sind 
P=p,Q=?-2!. 


Vie ersteren hangen mit den isothermen Flächenparametern «, 8. welche det 
Linienelement eine LiouviLLesche Form verleihen, zusammen mittels 


a=3 *(q +p), B=3*q—p). 


® An diese WEINGARTENSChe Entdeckung knüpfen wir zwei Bemerkungen at: 
Zunächst folgern wir die von WEINGARTEN erkannte Tatsache, daB sich aus x eine 
Fläche y dieser Biegungsklasse IF durch die einfache Quadratur gewinnen Bit 





= f {x(gdu) + n(¢dz)} = f (gdp +qn da), (11 
leicht aus der Existenz der zur Minimalfläche x adjungierten Minimalfläche 
X.-/nx dz. (13) 


Der zunächst fiir eine beliebige Fläche x aufgestellte, differentielle Vektorausdruck 
= e(gdn) -n(r dr) 
lautet bei beliebigen Parametern uw, u? entwickelt 
M = {x(x my) + n(x gy} dul + {xe ne) + n(x y)} du. 
Zwecks Priifung seiner Integrabilität bilden wir die endliche Vektordifferenz 
W == Ya(E My) + Ne Ty) — EX Me) — T(E Ee) 
= TX {Qh X mh —(% X ne}. 


Da nach Biascuke®) der Vektor in der geschweiften Klammer gerade dann ver- 
schwindet. wenn x eine Minimalfläche ist. d. h. @ = 0, so ist in diesem Fall & ein 
vollständiges Vektordifferential. 


9 Herrn Reues verdanke ich den wertvollen Hinweis, zur Priifung der Frage. 
fiir welche Flächen x iiberhaupt Flächen n durch eine Quadratur von der Art (11) 
gewonnen werden kinnen, folgende partielle Integration in bezug auf das Diffe- 
rential der Normale durchzuführen 

bf t{x(rdw) --n(tdr)} = rir) + / {nt dr) —dg(z n)}. 

* W. Brascuke, Differentialgeometrie 1 (1924). S. 174: 4. Aufl. (1945), S. 244. 
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rdurch wird nämlich die Forderung auf diejenige der Existenz der folgenden 
she 3 reduziert 

a= [tx (nx dz). (13) 
anntlich nannte Brancu1’) allgemein zwei Flächen x und & ,,assoziiert‘‘1), 
a sie sich unter Parallelismus ihrer Normalen so in Beziehung setzen lassen, 
den Haupttangentenkurven einer jeden ein konjugiertes System auf der anderen 
spricht. Dies bedeutet analytisch, daB r x dX und X x dy vollständige Diffe- 
iale sind1#). Nun sind aber zwei adjungierte Minimalflächen ¢ und X = f n x dy 
liesem Sinne assoziiert: Die Tatsache, daB À = £(x dn) + n(x dr) für eine Mini- 
fliche x ein vollstandiges Differential ist, beruht somit auf dem Umstand, daB 
=~ x dX ein solches ist, wobei X die adjungierte Minimalfläche bedeutet. 


Die Flächen ÿ der Biegungsklasse IV sind infolgedessen durch die Minimal- 
hen x und die ihnen nach (13) zugeordneten Flächen 3 darstellbar gem&B 


D=pPE +3. (14) 
10. Über diese theoretische Vereinfachung hinaus ermôglicht die obige Re- 
tion jedoch iiberhaupt erst, ein reelles, typisches Individuum der Biegungs- 
se IV praktisch zu bestimmen, was unseres Wissens bislang noch nicht durch- 
ihrt wurde. Ein imagindres mit der Gleichung | 
x(y +i2) =k (y—i2z) (15) 
de wohl zuerst von DarBoux !#) behandelt. Man kénnte es nach Gosse-) als 
8 WEINGARTENSches Paraboloid bezeichnen. Die Konstante & spielt in unserer 
rachtung eine unwesentliche Rolle, da sie nicht in die invarianten Beziehungen 
eht45). Uns erschien es zweckmaBig, die einfachste algebraische Minimalfläche, 
lich die ENNEpERSche, als Urfläche x zu benutzen, welche bekanntlich eine 
‘he neunter Ordnung ist 1) 


xi = —(u3—3uv?—3u), 2? = vi—3vu?— 3, x? = 3(u?—v?). (16) 


stimmt der Gestalt nach mit ihrer adjungierten Minimalflache X überein "). 
lytisch ist diese gegeben durch 





0) L. Brancui-M. Luxat, Differentialgeometrie, 2. Aufl. 1910, S.299, 373. Hier werden 
cens ,,adjungierte*’ Minimalflichen als ..konjugierte’ bezeichnet. 

‘t) Nicht im Sinne ,,assoziierter’’ Minimalflichen. 

2) E. Sazkowski, Affine Differentialgeometrie. 1934, S. 173—174. 

'3) G. DarBoux, Leçons sur la théorie générale des surfaces. 4 (1896), S. 334. 

4) R. Gosse, Le problème de la déformation des surfaces. Acta Math. 51 (1928). S. 319—389. 
5) Im Gegensatz zur Konstanten & in der entsprechenden :weiten Paraboloid-Gleichung der 
ungsklasse VI. 

6) a. a. O. 10) 8.376. 

17) V. KomMERELL-K. KOMMERELL, Theorie der Raumkurven und krummen Flächen. II, 
ufl. 1931, S. 180. 
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X1 = —(v3—30u? +30), X¥? = —(u?— uv? +34), X?=—6ue(_ 1 
und die zugehérige Flache 3 durch 


zi— $45 4+3ui+3uv! + 9x vi, z2?@— 295 +307 +3044 4+ 9vu?, 


2 = fu + + pute? + 3 ot u?— fut — § of 4 9 uv? — fu? — 3 ct. c 


Wahrend die Koordinaten der drei Flächen 7, X, 3 als ganze rationale Funktiæ me, 
der Parameter u,v der ebenen Krümmungslinien von £ auftreten, erscheinen die 
Koordinaten für den gesuchten typischen Repräsentanten t) der Biegungsklasse. 17 
als gebrochene, rationale Funktionen von 4, v. 


Diese algebraische Flache ist demgem&8 darstellbar durch 


y} (u2 +07 +1) =f ut + Fh us nv + 2h ud + 4ud ot + Qh uF vi + 12 us, 

y? (wu? Loi +1) = $0? + 24 wu? + 24 oF + 403 ut + 24 v3 ui + 12 03, 

y? (u2 +92 +1) = buh +4 8% +248 vi 4-2 Fu? +3 uf of 42 uf + 2 of + 
+ 6 uf v? + Got u? + 3 ut +3 ot — 18 u3 v? — 3 u? — 2 v?. 


(19) 


11. Die Betrachtung der Differentialinvarianten ergibt folgende Charakter- 
sicrung: 


Für die Zugehérigkeit einer Fläche F zur Biegungsklasse IV ist notwendig und 
hinreichend, daB ihr Pseudoradius o den drei invarianten Beziehungen genügt 
0 A0 — —+# 410, pe A (0, 4; e) = —(4;e + 8) (41 e — 4), 
e O(0, 410) = 16 V A0 —4. (Iv) 
Zum Beweis bemerken wir, daB sich 4, p und A,o nur um ein Vielfaches von p 


als Faktor unterscheiden, so da8 die orthogonalen Parameterlinien 9 — const. und 
& = const. ein tsothermes Netz bilden. 


Allgemein gelten ja für den ersten von zwei orthogonalen Flachenparametern 
die Darstellungen seiner ersten Differentialparameter 


1 
4e =g"— Ma? A0 = 9" 01, +972 02 = —g lt gt Te = 


= (ny/#) | 
911 fu /e 
Ae _/ y/) 
de In fu /e 


nach Vor. nur von o abhängt, ergibt die Integration dieser partiellen Differential- 
gleichung 1. Ordnung unter Benutzung der Abkürzung 


Da der Quotient 


} 
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f(g) = exp (2 Î Fe de) 


und einer willkiirlichen Funktion (8) das vorläufige Linienelement 


f(e) 


welches offenbar nach Einzeltransformationen von oe und @ eine isotherme Form 
annimmt. Insbesondere kann g = 1 erreicht werden. 

Die erste Gleichung (IV) liefert jetzt für unseren Spezialfall {(o) = a d. h. 
zunächst 


dot = fe) | fe + 9%(0) 404), 


ds* = — LS o (e do? + dÿ?). 


Die einzige Unbekannte hierin ist noch die Funktion 4, pe = y(o, #), welche aus 
den beiden letzten Gleichungen (IV) bestimmt werden muB. Die den Entwick- 
lungen (6) entsprechenden Darstellungen 


A(o, A, e) = 9" @, (4,0), + 9'* [e1(A10)a + 02(410h] +977 02(410)2s 
9(0,4,0) = = Le(410) — (46h) 


ergeben aus (IV) wegen 9, = 1, 0, = 0 und 


_ 1 g — 0 g — i __ i w—= 1! 
mu Ae?) M 7 Boo Tee Ve ave’ 
gi=A,o, g#=0, g#—0o4,o 
das Gleichungspaar 


A 410) = 4,0 (A18h =—— (410 +8) (41e — 4, 
O(e, 4, 6) = Ve 410 (A: 6) = — 7 VAe—4: 


d. h. das der Integrabilitétsbedingung (nicht sdentiseh geniigende System zweier 
partieller Differentialgleichungen 1. Ordnung 


1 _ 
Ve = — 5 (P+8)(p—4), Y = - Vy—4. 
Durch die Substitution einer neuen unbekannten Funktion 6 = Ô(o. 7) gemaB 


A,e=y=4412 0? 071 
geht es über in 
_ _. ÿ. ô. — J 
vo BPE? 8 388+) 
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Die zweite Gleichung verlangt, daB 9 folgende kubische Form von 6 ist 


0 = 73 (6 +04) + (0). 


wobei die erste erfordert, daB sich die Funktion (0) auf eine Konstante reduziert, 
welche o. B. d. A. gleich Null gewonnen werden kann. Das invariante System (IV) — 
ist also vollkommen eindeutig integriert durch das kanonische Lintenelement de 
Biegungsklasse IV 

odgt+d& 


(Eingegangen am 27. 3. 1948) 





Uber konvexe Kérper mit Ecken und Kanten 


Von Gerrit Bot in Freiburg und H. Knotue in Bremen 


Ist L der Umfang, O die Oberfläche eines ebenen konvexen Bereiches B, so 
gilt bekanntlich die isoperimetrische Ungleichung 


E?—4x02>0, (1) 
in der das Gleichheitszeichen nur für den Kreis richtig ist. 
Diese Ungleichung läBt sich verschärfen, wenn unser Bereich Ecken hat, in 
diesem Falle gilt 
D?—4002=2 0. (2) 


O ist hierbei die Oberfläche eines Bereiches B, der entsteht, indem an einen Einhcits- 
kreis Tangenten gezogen werden, die zu den Eckentangenten von B parallel sind. 
Ist B ein Polygon, so ist B das dem Einheitskreis umbeschriebene Polygon, dessen 
Seiten zu denen von B parallel sind. 


Aus der Erklärung von B geht hervor, daB O > x, so daB (2) wirklich eine 
Verschärfung von (1) ist; genauer ist 


~ 9; 
wobei über alle Ecken von B summiert wird, und w, der Drehwinkel der Tangente 
an der i-ten Ecke von B ist. | 

Das Gleichheitszeichen in (37) gilt dann und nur dann, wenn B zu B homo- 
thetisch, also Kappenbereich eines Kreises ist. Man vergleiche zu diesen Sätzen 
insbesondere die Arbeiten [1] und [4] im Literaturverzeichnis am SchluB der Arbeit. 

Im folgenden soll nun gezeigt werden, da8 im Raum ebenso einfache Verschär- 
fungen der üblichen Ungleichungen gelten. 

Sind V,0, M der Reihe nach das Volumen, die Oberfläche und das Integral der 


mittleren Kriimmung eines konvexen Kôürpers, so gelten nach H. Minkowsk1 die 
Ungleichungen 


M?—4n02>0, (4) 08—36xV2?=20,(5) O?—3MVZ0. (6) 


a 


428 G. Bot 


Die Theorie der ,.Parallelflächen nach innen“ eines konvexen Kôrpers!) liefert 
leicht eine Verschärfung von (6). es gilt nämlich 


o?—3M*V>0. tn 
Dabei ist M* > M, fiir Polyeder ist analog zu (3) 
w= De. ® 


wobei über alle Kanten summiert wird und 1; die Lange der i-ten Kante, ¢; den 
Winkel der Normalen der in ihr zusammenstoBenden Seitenebenen darstellt. 
Allgemein kann man M* erklären durch 
40 (i) 
sa =[2,_, ® 
wobei O(—A) die Oberfläche des Parallelbereiches nach innen im Abstand / darstellt— 

Das Gleichheitszeichen steht in (7) für die Tangentialkérper der Kugeln und ns # 
fiir sie. 

Wir wollen nun weiter zeigen, daB auch die Ungleichungen (4) und (5) sich ic 
ahnlicher Weise verallgemeinern bzw. verschärfen lassen. Dabei lehnen wir w 
in den Bezeichnungen und der Beweismethode an [2] an. 

Wir denken uns unseren Kôrper erklärt als Durchschnitt von Halbräumen, die 
von Stiitzebenen des Kérpers begrenzt werden. Das gelingt immer, wenn man 
jede Stiitzebene des Kürpers als Begrenzung eines Halbraumes betrachtet und in 
vielen Fallen, so z. B. bei der Kugel und dem Ellipsoid, ist auch keiner dieser Halb- 
räume überflüssig. Bei anderen Kérpern ist es aber nicht notwendig, alle Stiitz- 
ebenen in Betracht zu ziehen, so genügen bei einem Polyeder die endlich vielen 
Halbräume, die von den Seitenebenen begrenzt werden. 

Wir künnen die zu unserem Zweck verwendeten Stützebenen am besten dadurch Æ 
festlegen, daB wir auf einer Einheitskugel ihr sphärisches Normalenbild angeben. — 
So erhalten wir auf dieser spharischen Bildkugel eine Punktmenge y, über die wir 
die einschrankende Voraussetzung machen wollen, da8 sie abgeschlossen sein soll_ 4 

Wir legen nun in den Punkten von x die Tangentenebenen an die Einheitskugel. # 
jede ist zur zugehérigen Stützebene unseres Kôürpers B parallel. Diese Ebeneræ 
bestimmen einen Tangentialkérper B der spharischen Bildkugel; ¥ und O seem 
Volumen und Oberfläche von B, während M* fiir diesen Kérper den Wert If 
haben mige. 

Dann ist bekanntlich?), da B Tangentialkôrper der Einheitskugel ist, 


37=-0=m", (ao) 


teow id 


any 





Über konvexe Kôrper mit Ecken und Kanten 


Von Gerrit Bot in Freiburg und H. Knotne in Bremen 


Ist L der Umfang, O die Oberfläche eines ebenen konvexen Bereiches B, 80 
gilt bekanntlich die isoperimetrische Ungleichung 


_ L—4r020, (1) 
in der das Gleichheitszeichen nur für den Kreis richtig ist. 
Diese Ungleichung läBt sich verschärfen, wenn unser Bereich Ecken hat, in 
diesem Falle gilt 
L?—4002 0. (2) 


O ist hierbei die Oberflache eines Bereiches B, der entsteht, indem an einen Einheits- 
kreis Tangenten gezogen werden, die zu den Eckentangenten von B parallel sind. 
Ist B ein Polygon, so ist B das dem Einheitskreis umbeschriebene Polygon, dessen 
Seiten zu denen von B parallel sind. 


Aus der Erklärung von B geht hervor, daB OZ x, so da (2) wirklich eine 
Verschärfung von (1) ist; genauer ist 


wobei über alle Ecken von B summiert wird, und gy, der Drehwinkel der Tangente 
-an der :-ten Ecke von B ist. | 

Das Gleichheitszeichen in (37) gilt dann und nur dann, wenn B zu B homo- 
thetisch, also Kappenbereich eines Kreises ist. Man vergleiche zu diesen Sätzen 
insbesondere die Arbeiten [1] und [4] im Literaturverzeichnis am SchluB der Arbeit. 

Im folgenden soll nun gezeigt werden, daB im Raum ebenso einfache Verschär- 
fungen der üblichen Ungleichungen gelten. 

Sind V,0, M der Reihe nach das Volumen, die Oberfläche und das Integral der 
mittleren Kriimmung eines konvexen Kôrpers, so gelten nach H. Minkowski die 
Ungleichungen 


M?*—4n0=0, (4) O8—36nV22=0, (5) O?—3MVZ0. (6) 
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Funktionen von a. Daraus folgt. daB die Ableitungen 
M*\a - 
Jo UT ri 08 
monoton abnehmende Funktionen von a sind. 
Die beiden Quotienten in (15) sind nun aber invariant gegen ähnliche Ver- 
grüBerung des betrachteten Kürpers. Wir kénnen also statt unserer Parallelkorper- 
schar auch die Kürper ‘ B(a) betrachten. die für a + oo offenbar dem Korper B 


als (;renzkérper zustreben. Denn für jede zugehérige Normalenrichtung hat die 
Stiitzfunktion den Grenzwert 1. 

Aus der bewiesenen Monotonie folgt jetzt aber, wenn wir die Werte für a = 0 
und a = x vergleichen 


= ps 
se 0. 6 
| oO 16 rs Ti 


und daraus wegen (10) sofort die behaupteten Ungleichungen (13) und (14). 
Das Gleichheitszeichen steht in beiden dann und nur dann, wenn die betrachtete 
konkave Funktion linear ist. Das ist aber bekanntlich dann und nur dann der 
Fall, wenn die Schar konvexer Kürper eine Linearschar ist und aus homothetischen 
Kôrpern besteht. also wenn B und B homothetisch sind, wie behauptet wurde. 
Die Ungleichung (14) ist eine Verschärfung von (5). Dagegen ist (15) im all- 
gemeinen keine Verscharfung von (4). In vielen Fallen kann man aber aus (13) 
eine solche Verscharfung von (4) herleiten. Ist beispielsweise unser Kérper B 
Kappenkorper eines Kérpers mit stetig gekriimmter Berandung, so ist für ihn 


M=M*, (16) 
und (13) liefert in diesem Falle die Ungleichung 
M?2—002>0. (17) 


In anderen Fallen kann man die Menge u so wahlen, daB (17) gilt. Sind nämlich 
die Lücken, die auf der Einheitskugel läSt, klein genug, so gilt zwar nicht (16), 
aber doch 
| dO ta) | 
| da Jou - 0 


=2M (18) 


und auch hieraus kann man auf (17) schlieBen. Da (18) trivialerweise gilt, wenn wir für 
fe die volle Einheitskugel wahlen, kann man x sogar immer so wählen, da8 (17) gilt. 

Ist etwa B ein Polyveder. so gilt (17). wenn x nicht nur die spharischen Bilder 
der Ecken, sondern auch diejenigen verbindenden GroBkreisbogen enthält, die den 
Stiitzebenen entsprechen, welche B lings den Kanten berühren. Denn dann weichen 
unsere Parallelbereiche B(a) von den gewühnlichen Parallelbereichen nach auBen 


Über konvexe K5rper mit Ecken und Kanten 431 


nur an den Ecken ab, so daB (17) gelten mu8*). Die Berandung von B besteht 
in diesem Falle aus Teilen von Kreiszylinderflächen, deren Achsen zu den Kanten 
voneB parallel sind. 

Allgemein gilt (16), wenn x die Bilder aller Stützebenen von B enthält, die 
eine Tangente einer Kante von B enthalten. 

Wir weisen zum Schlu8 darauf hin, daB unsere Betrachtungen sich vielfach 
verallgemeinern lassen. Einerseits gelten sie nämlich in der Relativgeometrie, 
wenn also statt der Einheitskugel ein beliebiger konvexer Eibereich als Eichkôrper 
zugrundegelegt wird, andererseits auch im n-dimensionalen Raum. Weiter kann 
man sie auf die vom ersten Verfasser gelegentlich betrachteten Integrale 


Î a’ dv 
ausdehnen, wobei dv das Volumenelement des Kérpers B, « den Abstand zum 
Rand und eine beliebige Konstante darstellt®), und allgemein auf die vom zweiten 
Verfasser untersuchten Integrale 


fedv, 
wobei @ ein geeignet im Innern des Kôrpers erklärtes logarithmisch konvexes 
Funktional bedeutetf). 
SchlieBlich sei erwähnt, daB auch die Ergebnisse von A. Dincuas in [6] in den 
obigen mit enthalten sind, y entsteht hier, indem man aus der Einheitskugel endlich 
oder abzählbar unendlich viele zueinander fremde, offene Kreisscheiben ausschneidet. 
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Reihenentwicklungen vom Srecerschen Typus 
für die Sphäroid-Funktionen 


Von JoSEF MEIXNER in Aachen 


1. Einleltung. Für die Lôsungen der Differentialgleichung der Spharoid-Funktionen 


Le af df ; pi 7 
Life (DE +28 oe (re gM -a)1=0 ) 
kennt man seit Niven!) Reihenentwicklungen nach Kugelfunktionen und solche nach Zvlinder- 
funktionen; sie sind von Cot und Stratton?) auf beliebige Werte der Parameter erweitert worder. 
lie Konvergenzbereiche dieser Reihen sind derart, daB für jedes 5 + + 1,50 eine konvergente 
Entwicklung angegeben werden kann, die grundsätzlich zur numerischen Berechnung der Sphäroïd- 
Funktionen geeignet ist. Doch ist die Konvergenz. auch in praktisch wichtigen Fallen, gelegent- 
lich ao langsam, daB man entweder auf die direkte numerische Integration der Differentialie- 
chung (1) zurückgrvifen muB oder daB man versuchen muB, andere geeignete Darstellungen der 
Sphäroid-Funktionen zu finden. 

Im Falle y = =- 1 2 geht die Differentialgleichung (1) nach Ausführung einer einfachen Tran 
formation in die Matniecsche Differentialgleichung über. Für ihre Lôsungen hat Srecex’) 2 
einer Arbeit über die Beugung elektromagnetischer Wellen am elliptischen Zvlinder Reihenest- 
wicklungen hergeleitet, deren Glieder Produkte von Zvlinderfunktionen mit verschiedenen Alt 
menten sind, Sie sind wegen ihrer raschen Konvergenz für die numerische Berechnung der Maraitt- 
xchen Funktionen in vielen Fallen besonders geeignet. 

Es liegt daher nahe, diese Entwicklungen auf den aligemeinen Fall y = — 1 2 zu ubertragen, 
wie das schon Strut) angedeutet hat und das Biidungsgesetz ihrer Koeffizienten zu ermittels 
Les gelingt in dem fir die Anwendungen wichtigen Fall. daB 4 ein Eigenwert der Differentiakle- 
chung (1) ist. doh. fur selche Wahl von 4. daë es eine in — 1 < $< — 1 beschränkte Lou 
von Ch) gibt, welche wir Ficenfunktten von +t) nennen. 


*. Einige Firensehalten der Sphareid-Fanktionen. Die Differentialgleichung der Spharoid- 
Funkoonen ergibt sich. wenn man die Weuengieichans Je — Eu = 0 in rotationssvmmetrischen 
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definiert sind, separiert. Zur Abkürzung ist y = ke gesetzt. Für Wellenfunktionen mit der g- 
Abhangigkeit e’9 läBt sich die Wellengleichung auch in der Gestalt 


(L; —L,) u=0 3) 


schreiben, worin L; bzw. L, der in (1) definierte Differentialoperator ist. 

Es gilt der Satz: Ist A ein à Eigenwert und S(n) eine Eigenfunktion von (1), ist ferner K(é, 7) “ 
eine in —1< 7 < + 1 endliche Lésung der Wellengleichung, d.h. gilt (L: — L,) K(£,7) = 
s0 ist 


1 . 
S(£) = J K(£,7) S(n)d n (4) 


eine Iôsung der Differentialgleichung (1) zum selben Wert von A. 

Zum Beweise wende man auf (4) den Operator L: an, ersetze L: K(£,) durch L, K(&,) und 
integriere zweimal partiell. Die Beitrige von den Grenzen — 1 und + 1 bei der partiellen Inte- 
gration verschwinden; denn wenn man, was offenbar keine Einschränkung bedeutet, Rez = 0 
voraussetzt, so hat S(n) die Gestalt (1 — n?¥‘/2 multipliziert mit einer ganzen transzendenten 
Funktion in y. Der Integrand lautet dann K(é, 7) L, S(n) und verschwindet ebenfalls wegen der 
Voraussetzung L, S(y) = 0 und daher ist auch Ls S(£) = 0. 


3. Die Reihenentwicklungen. Seien £, 7, p zunächst beliebig komplex, 
Re u => 0. Es ist durch Umschreiben in Kugelkoordinaten leicht zu zeigen, daB 
die Funktion 


KE, nee = (EN na Buen VE Fa): 

2 (ER AY (1 98)" (ER me — Ie, (6) 
wo 3,41, eine Zylinderfunktion ist, der Wellengleichung genügt und wenigstens für 
[él> 1in—1<n< +1 endlich ist. K(£, 7) erfüllt also die für die Gültigkeit 
von (4) notwendigen Voraussetzungen. 

Wir bemerken nun, daB in dem von den GrôBen }/é? + 4?— 1, 3 (£ +} é?—D), 


4(€é— } ‘€2—1) gebildeten Dreieck der Cosinus des Winkels zwischen den beiden 
letzten Seiten gleich 1— 2 7? ist. Daher la8t sich das bekannte Additionstheorem 
der Zylinderfunktionen in der Gestalt schreiben 


(Er) Bia, PEMD) = 6) 
= PMOL EY Y HAF DI pps) Burson, OCH 209), 


(arg y VE +9? +7 2__1— argy 2/8 v — arg w für £ — 00) 
worin zur Abkiirzung gesetzt ist 
2v = y(E—) &—1), 2w = y(E +} E—1) (7) 
und die C+") die Gecexsaverschen Funktionen sind. Für die Giiltigkcit von (6) 
ist noch vorauszusetzen, daB 


E+ Veil lye] 2-1]. (8) 
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Da wir dieses Additionstheorem nur für reelle 7 im Intervall — 1 < 7 < +1 a- 
wenden werden, kann die Bedingung (8) auch so geschrieben werden 


16+ Ve—i[>1. 9 
Wir setzen nun die Reithe (6) in (5) und dann K(é, 7) in (4) ein und vertauschen 
daraufhin Integration und Summation. Dies ist zulässig, da die Reihe (6) wegen der 
Abschatzungen (41), (43), (44) für Zylinder- und GeGENBAavERsche Funktionen 
durch eine Reihe D(£)- D 1j" lle 'E + Pé?#—1|-™, oder wenn 8,,:, = J n, ! 
sogar durch eine Reihe @(é) - > ly#1.(16 5151) majorisiert werden kann, worin 6(é) 
in jedem abgeschlossenen Bereich der £-Ebene, der den Punkt £ —‘ nicht enthilt, 
beschränkt ist. Daher ergibt sich 


S(é) = (£2—1)"*° À (u +77 4) À; Jr, (v) Busser, (20) (10) 
j= 
mit 


1 
A, = f (1—72)"*- 07") (129.93) -S(q)dqn (Rem SO). (1) 
-1 


Die Reihe in (10) ist absolut und gleichmäBig konvergent in jedem abgeschlosse- 
wen Bereich, der das Intervall — 1 < £ < +1 und den Punkt £ — o nicht ent- 
halt, für By; = J,,;.1, sogar, wie man leicht überlegt, auch in den Punkten 


1:.&<; +1. Für die Koeffizienten À; folgt aus der Abschätzung (41) 
lim sup | | 4;| <1. (12) 
jr 

hie Reihe (10) konvergiert für groBe j mindestens so gut wie die geometrische 
Kteihe mit dem Quotienten | £ + /—1 |-%, für 8 =J 80 gut wie die Reihe 
mit dem allgemeinen Glied | y?’;;(16 j! 7!). 

Ist S (7) eine in 7 ungerade Funktion, so verschwinden sämtliche Koeffizienten 4. 
Jn diesem Fall ist für K(é, 7) folgende Funktion zu wählen 


K(E, 1j) == ( ? ye Gy Saas (y Ve + n?—1) . 
(B+ DE ER — PEL — ry? En, (D 


die mit e“* multipliziert, ebenfalls eine Lésung der Wellengleichung gibt. Auf die- 
stlbe Weise wie oben erhält man mit den gleichen Konvergenzeigenschaften 


S (&) — (&? — 1}"? -£: 2, (ue +9 + 3) C; ; Jutj+is (v) Bu+s+, (w) ? (14 | 
wa) 


1 . _ 
C, =| (1 — 2)? OF) (1 — 2 2) - n B(n) dn. (15) 
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Es ist zweckmäBig, (14) mit Hilfe der Beziehung 


Ed is (0) Bugzer, @0) = t (5 + 5) Fuss, (©) Burjry, (0) = 


= Bint Oy: FEB Masse (0) Burien) tI nse, O) Busser, (we) + (16) 


+ Tutitis (v) Butst, (w) + J M+sy+*/s (v) Burzey, (2)] 
umzuschreiben in 


S(é) = — (é? — 1}"* > B, [J NM+SI+ Us (v) Besse (w) +J MASH 4s (v) Burst, (w)] (17) 


worin 


B,=4(C, +6,_,) für j = 1 und BC. (18) 
Auch für die B, läBt sich leicht zeigen, das 
lim sup 18, <1. (19) 
J—00 


4 Die Rekursionsformeln für die A; und B. Wir behaupten, daB für die 
Koeffizienten A; und B, die folgenden viergliedrigen Rekursionssysteme bestehen: 
y3jtauntil 


y? 1] . . 
T4 Fur 4-2 + (pret iets + +3 pu —1) (2) +3) — à] A,_ 


»35+2 pu — ye _J+1 
— {+ jeu + Bi +H +1) (25 +u)—A] 4, Hirpidins 0 


(Gj = 0,1,2,...; A_,=A_,=0; Re u = 0; w+ 4, 3, 4.-.)3 (20) 





_# it®u p pL ee ne 80 Ay 


4j+u—} 4 jgtu-—} 
—|#33+2n+4 _ dt 


(3 = 0, 1, 2,...; B_, = B_,=0; Re u = 0; phat... (21) 


Für (20) führen wir den Beweis so: Wir setzen fiir die A, die Darstellung (11) 
ein und betrachten zunachst die Glieder mit dem Koeffizienten y?/4 für sich. COV 4" 
und C$") drücken wir unter Anwendung der Rekursionsformel der GEGENBAUER- 
schen "Funktionen 


GANG 0) = (25 +2u +t +) —(G +24) CP) (22) 
durch C#*") und Ct") aus. Dann lautet die zu beweisende Beziehung 
1 
J (1 — 1°}? S(n) {(A — y? 73) [out _—_ Cutty 
+ (29 +34—J) (25+3u) CT 9 — (25 +e +) (25 +4) Cf} dy =0. (23) 
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Hierin ersetzen wir (A—y* n°) S(n) mit Hilfe der in 7 geschriebenen Differeata- 
geichung (1), integrieren zweimal partiell, wobei die Beitrige von den Grum 
des Integrals wegen der Voraussetzung Re « = 0 wegfallen und kommen dam a 


D. d d pi u!2 ", M, 
J S(r)dn | — dn (1 — 7?) dn ry - [(1 — n*) (+ 19 — CF 2) (A 
+ (1— 7} ((25 +3u—1) (25 +84) CE") — (25 + +1) (2) +u) cs] = 
Mit Hilfe der Differentialgleichung und der Rekursionsformel der GEGENBAUERgche 
Funktionen lä8t sich schlieBlich zeigen, daB der Integrand in (24) verschwindet. 

Auf entsprechende Weise ist der Beweis für (21) zu führen. 

b. €-Asymptotik und Normierung der Reihen (10) und (17). Es lage nahe, 
das asymptotische Verhalten von S(&) in (10) für groBe |£| herzuleiten, indem man 
in den einzelnen Reihengliedern die Naherungen für groBe | | einsetzt. Dann wiirde 
sich ergeben, daB für das asymptotische Verhalten in erster Näherung das erste 


Reihenglied allein maBgebend ist. Doch hat dieses Verfahren, obwohl es auf richtige 
Ergebnisse führt, nur formalen Charakter. 


Am einfachsten gewinnt man das asymptotische Verhalten, indem man aus (5) 
schlieBt 


Ken = (5) pen, 6 D me [1 +0(-2)], es 


worin & - 0(1/€) für alle 7 des Intervalls — 1 <= 7 <= + 1 und alle £ von binreichend 
groBem Betrag unterhalb einer von 7 unabhangigen Schranke liegt. Einsetzen in 
(4) liefert daher wegen (11) 


SO = (3) rer Sen 40° [1+0(E)]. eH 


Bezeichnen wir die Eigenwerte von (1) mit A%, ,(&), wo p = 0, 2, 4,... für die 
geraden, p = 1, 3, 5,... für die ungeraden Eigenwerte ist, und definieren wir vier 
Lüsungen von (1) durch das asymptotische Verhalten 


ul e 1 + 1 
si Gin de eos(y # Mt rt), 





vil . 1 . + 1 
Suey (ET) <> sin (y g—FTET a), 


rf 
s 





. u+p+i 
Yi 1 S[7i— —- + (21) 
SN) oe e (eS), 
wu 1 ri B= * a) 
sit (£; y) ~ JE € 2 “5 


(— x < arg (y £) < x) 
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80 werden die Funktionen S(£) aus (26) mit den durch (27) definierten Sphäroid- 
nktionen identisch, wenn À = A", ,(y), wenn man sie mit 


1 sxpi2 —p— 
ä,° p gsutiy ! Val (u +5] (28) 
Multipliziert und wenn 8,,., der Reihe nach die Bessezsche, Neumannsche, 
Hanxexsche Funktion erster und zweiter Art ist. 


Führen wir statt der Zylinderfunktionen die Funktionen 


yl) (w) = be Fy4,(%)> Po) = Vas Meas, (w), (29) 
(0) = Vx HM, — vl (0) = 9g, Ha, (0) 
ein, so wird mit k = 1, 2, 3, 4 und q = 0, 1, 2,... 
si, (Ey) = (30) 


— (— 1)" 9st yl eae (£2 — 1)"/? > (u + j + 4 À Z yl) (v) yn (w). 
Ebenso leitet man ab, daB mit k = 1, 2, 3 4 und g= 0,1, 2,... 


gi cu TC à 
Saga (E52) = (D 2 pre “ED (a — yi? Gi) 
DE COOP CEE nl) 920] 
J=0 
In (30) und (31) ist |argw| <2, argv — are vile | arg y | <2, arg(¢?—1) = 0 
für reelle £ > 1. 


6. Bereehnung der Koeffizienten A, B,. Die numerische Berechnung der 
Koeffizienten 4,, B; kann mit Hilfe der Rekursionsformeln (20), (21) erfolgen. Für 
die dazu benûütigten Eigenwerte A gibt es Tabellen$) 6); soweit sie nicht ausreichen, 
ist auf die direkten numerischen Verfahren zur Berechnung der Eigenwerte [vgl. 2) 5)], 
auf Potenzreihenentwicklungen’) oder auch auf asymptotische Entwicklungen’) ®) 
der Eigenwerte zurückzugreifen. 


Wegen des beträchtlichen Stellenverlustes, der bei der Berechnung der Lüsung 
eines solchen Rekursionssystems auftritt, mu8 man jedoch im allgemeinen die 


+) Cu. J. Bouwkamp, Theoretische en numerieke behandeling van de buiging door en ronde 
opening. Diss. (Groningen), Groningen-Batavia 1941. 

6) J. A. Stratton, P. M. Morse, L. J. Cuu und R. A. Hutner, Elliptic cylinder and spheroidal 
wave functions, including tables of separation constants and coefficients. New York 1941. 

7) J. Meixner, Die Lauéschen Wellenfunktionen des Drehellipsoids. Bericht der ZWB. 
Nr. 1962, 1944. 

8) J. Meixner, Zschr. angew. Math. Mech., 28, 304 (1948). 
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Rechnung mit einer sehr groBen Zahl von Stellen beginnen; mit einer entsprecher- 
den Genauigkeit miiBte À bekannt sein. 


Diesen Nachteil kann man vermeiden, wenn man die A, und B; durch die Koeffi 
zienten ausdriickt, welche bei der Entwicklung der Spharoid-Funktionen natch 
Kugelfunktionen auftreten. 


| 
I 


Wir beschranken uns auf den Fall ganzer nicht negativer # und schreiben, um 
dies zum Ausdruck zu bringen, m statt u. Sei n ebenfalls nicht negativ ganz und 
n >=m= 0. Dann läBt sich eine Lüsung der Differentialgleichung (1), welche wir 
mit Sp™(7;y) bezeichnen, in der Gestalt schreiben 


Sp (1; y) = ie 1) a® 9, (7) Pte, (n). (32) 


Die Summation über s beginnt bei s = (m—n)/2, wenn m—n gerade, bei s= 
= (m—n +1)/2, wenn m—n ungerade ist. Diese Reihe konvergiert absolut und 
gleichmäBig in jedem im Endlichen liegenden, abgeschlossenen Bereich der 7-Ebene. 
Setzt man (32) in (11) für S(7) ein, so erkennt man, daB es auf die Berechnung 
der von y unabhangigen integrale 


=| (1 5°)" ® Om rn) (1 — 27%) - PR +29(”) dn (33) 


ankommt. Sie verschwinden wegen der Orthogonalitätseigenschaften der Kugel- 
, funktionen für 7 < p, weil dann C(*t') ein Polynom in 7 von kleinerem Grad als 
2p ist. Ferner rechnet man leicht aus, daB 


_ m oipimii C(p+m+h)  (m+2p)l (m+ 2p)! , 
op = (— 1h SR TS tape 





Dazu braucht man, was wegen der Orthogonalitätseigenschaften der Kugelfunktionen 
môglich ist, nur (1 —7%)*/? -CQ"+') (1 —2 7?) durch ein solches Vielfaches von 
Px+2p(y) zu ersetzen, daB der Koeffizient der héchsten Potenz in 7 ungeändert 
bleibt und dann die Normierungsbedingungen der Kugelfunktionen anzuwenden 

Für y = 0 wird Sp? _.,(n; 0) = Ph, (7) und daher, wie ein Vergleich 
mit (11) zeigt, a, — 4. Aus dem Rekursionssystem (20) folgt für y — 0 wegen 
2 = (m-+2p)(m+2p +1) 

A; ap 2j+4m+?p 2j+2m—2p—1 


TI — — - in a a, SO 30 
A;_1 Or 1,p 2j+92m+2p+1 2j —2?p 


Daher wird schlieBlich nach einfachen Umformungen 


= (—1ÿt" 27" lin+<p+i)l(m+j—r?+; 2) TG) _Cm+j+p)l ( 


re eee _ 


l'(m+:)T(m+})l(m+ji+p+3)  G—plrl : 
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Es wird also \ 
1 
A, = f (1 —7*)"" ° Conti) (1— 27°): > (— 1)’ On + 2p, os (7) Pr +29425(") dn 
i 7? (37) 
= 2 1) Xr pts On +2p,25 (y) ° 


Derselbe Satz von Koeffizienten a, kann somit für alle Spharoid-Funktionen 
mit gleichem m, unabhängig vom Wert des Parameters y, Verwendung finden. 
Das ist fiir die numerische Berechnung der A, von Vorteil. 


In entsprechender Weise ergibt sich 


~ B= = SC 1) By p42 Om zop4s.2(Y) » (38) 


s=-—p 


worin 
B,=(—1ÿ+"2-" Lim + p+ Pmt j—p+ HT) (2m+j+ pt 1)! . (39) 





P(m+4)C(m+4a)C(m+j+pt+h) O—phrl 


Die numerische Berechnung der A, und B; ist damit praktisch geleistet, weil 
es für die Koeffizienten a”., (y) Tabellen gibt>)*); und soweit letztere nicht aus- 
reichen, kénnen diese Koeffizienten verhältnismäfig einfach berechnet werden, 
wenn einmal die Eigenwerte bekannt sind. 





7. Einige Abschitzungen. Wir leiten hier die im 3. Abschnitt erwähnten Abschatzungen her. 
Aus der Integraldarstellung für die GEGENBAUERSchen Funktionen 


oH) ya Le LORHIHO TUE D fy yj cou sind u 
C; ()= Jn TCRTI) TU +1) | t+ye 1cosu)/ sin“ u-du (40) 
0 


folgt für reelle ¢ im Intervall -1<¢ < + 1 unmittelbar 


joe ys ÉRIC) G=0,1,2...) (41) 


wo C(u) eine von j unabhängige positive Konstante ist. 


Die benôtigte Abschätzung der Zylinderfunktionen leitet sich aus der Reihenentwicklung der 
Besse.-Funktionen 


(se) 


fu \net+stis (iw/2)°° | 
Ju++17, (0) = (+) 2 DPITES EN ES) (42) 


her. Sei « die dem Betrag nach kleinste aller Zahlen, die sich von # + 4 um eine ganze Zahl unter- 
scheiden. Sie ist unter der Voraussetzung y + À (mod 1) von Null verschieden. Dann gilt 


\Pwetjt+l+ Pl 214+ j+ Pl ial? (—=0,1,2,...) 
und daher ergibt sich aus (42) die Abschätzung 


n+j+s | e ita 
| Fu tit's (vw) = (. 5) | ° Tu+j+3) (43) 
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Sie l4Bt sich unmittelbar auf J_,,_ ;~1;, (w) umschreiben. Da sich jede Zylinderfunktion 3,,, ;,1,, 
wenn y + } (mod 1), aus J,,;,1,, und J'_,,_;_:1,, linear zusammensetzen JäBt mit Koeffizienten 
p(a), g(x), deren Betrag nicht von j und w, sondern nur von « abhängt, so ist damit für jede Zy- 
linderfunktion eine Abschatzung gewonnen 


uty a lee? /4a} 
[Burst (| splay) (OP Ee 


+ at): | OMR 


Es ist nur dann g(a) = 0, wenn 8,4+;41, (w) = J,4;;1, (w). Für genügend grofe, ganze pos- 
tive 7 ist daher 





. 1 . . 
ew4a', q TU+i— Pine 


Barre, (0) |< Po) PET nu +00 
++ SENG) GT (4) 


2/7 os , 

+ Qa, w) cs jg | (1 + 0 GI, 
worin P(a,w) und Q(a, w) für endliche w + 0 beschränkt, positiv und von j unabhangig sind. 
Ist Bu, (wo) + Jis;4a, (w), somit Q(a,w) + 0, 80 kann man in der Abschatzung (44) dea 
Term mit P(a, w) in das Glied O(j—?) des zweiten Terms hineinnehmen. 


Aachen, Institut fiir theoretische Physik der Technischen Hochschule. 


(Eingegangen am 4. 9. 1948) 


Uber den Allgemeinen Plankalkül als Mittel zur Formulierung 
schematisch-kombinativer Aufgaben’) 


Von Konrap Zuse in Hopferau bei Fiissen 


Vorwort 


Die Entwicklung mathematischer Rechengerate ist in den letzten zehn Jahren 
erheblich vorangeschritten. Vor allem in USA. und Deutschland sind die Ent- 
wicklungen unabhängig voneinander ähnliche Wege gegangen. Unter diesen Ent- 
wicklungen sind zu nennen: | 


1. Die mathematischen Instrumente vom Typ der Differentialanalysatoren 


In USA.: Busn-Geräte (MIT). 


In Deutschland: Institut für Praktische Mathematik, Darmstadt, in Zusammen- 
arbeit mit Fa. Orr, ferner Askania, jetzt fortgesetzt durch Fa. Rechenauto- 
maten-GmbH. Gôttingen. 


2. Programmgesteuerte numerische Rechengerate 
USA.: Verschiedene Ger&te, deren bekanntestes ENIAC ist. 


Deutschland: Zuse-Apparatebau Berlin, jetzt Zuse-Ingenieur-Biiro Hopferau. 
In den amerikanischen Geräten wurden erstmals in groBem Stile Elektronenréhren 
zur Durchführung der Rechnungen verwandt. Eine analoge Entwicklung wurde 
in Deutschland unabhängig davon durch Dr.-Ing. SCHREYER in Zusammenarbeit 
mit dem Verfasser betrieben, kam jedoch wegen kriegsbedingter Schwierigkeiten 
nicht über das Versuchsstadium hinaus. 


Wahrend die unter 1. und 2. genannten Geräte instrumentell oder ziffernmaBig 
der Zahlenrechnung dienen, hat der Verfasser am 24. 9. 1948 auf der Tagung der 
GAMM, Gottingen, einen neuen Gerätetyp skizziert, welcher der automatischen 
Lésung schematisch-kombinativer Probleme dient, die über das Zahlenrechnen hinaus- 
gehen. 


1) Es sei darauf hingewiesen, daB ,.kombinative‘* Aufgaben nicht auf das Gebiet der ,,kom- 
binatorischen‘* Aufgaben der Mathematik beschränkt sind. 
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Aufgabenstellung 


Es handelt sich zunächst darum, die mathematischen Voraussetzungen für die 
Formulierung beliebiger schematisch-kombinativer Aufgaben in Form einer Rechen- 
anweisung zu schaffen, nach welcher entsprechende Rechengeräte diese Aufgabe 
selbsttätig lisen künnen. Der Verfasser hat in den letzten Jahren eine Theore 
des allgemeinen Rechnens entwickelt, welche auf diese praktische Aulgabenstellng 
zugeschnitten ist. Ausgangspunkt der Theorie ist folgender Satz: 


,»Rechnen heiBt: Aus gegebenen Angaben nach einer Vorschrift neue Angaben 
bilden.* 


Dementsprechend ist zunächst der Begriff der ., Angabe‘ zu analysieren, und danach 
die Gesetze, nach denen diese Angaben zu kombinieren sind. 


,Angaben‘* kénnen sehr verschicdenartig sein, z. B. Zahlen, Aussagen, Namen, 
Adressen, Koordinaten usw. Sie unterscheiden sich nach ihrer Struktur. Die ein- 
fachste Struktur hat der Ja-Nein=Wert (z. B. Vorzeichen einer Zahl, einzelne Dual- 
ziffer). Es zeigt sich, daB alle komplizierteren Angaben aus *Ja-Nein-Werten auf- 


gebaut werden kônnen. Dementsprechend ist ein sorgfältig aufgebauter , ,Strukturen- 
kalkiil™ erforderlich. 


Als ,,Rechenvorschriften® kinnen alle schematischen Operationen, Formeln, 
Ableitungen, Algorithmen, Anweisungen usw. dienen, bei denen fiir alle in Frage 
kommenden Falle nach einer bestimmten Vorschrift aus gegebenen Ausgangs- 
angaben bestimmte Resultatangaben abgeleitet werden kénnen. Zu ihrer exakten 
Formulierung dient der ,,Aligemeine Plankalkil‘‘. Dieser baut auf dem Aussaget- 
und Pradikatenkalkiil der Logistik auf. 


Der Unterschied zwischen dem Allgemeinen Plankalkiil und den genannten 
logistischen Kalkülen ist folgender: Die Kalküle der Logistik dienen der impliziten 
Darstellung mathematischer Sätze mit dem Zweck des axiomatischen Aufbaues 
der Mathematik. Der Allgemeine Plankalkiil dient der expliziten Formulierung von 
Rechenvorschriften. Eine eingehende Darstellung dieses Kalkiils kann hier aus 
Platzgriinden nicht gegeben werden. Es soll jedoch versucht werden, an Hand eines 
Beispieles einen Begriff dieses Kalkiils zu geben. 





Darstellung der Lüsungsmittel an Hand eines Beispiels 


Die formale Behandlung z. B. mathematischer Aufgaben besteht zum grofen 
Teil in der nach einem Schema verlaufenden Anwendung gegebener Gesetze. 

So ist die Bildung der Ableitung einer gegebenen Funktion in allen Fallen durch 
Gesctze festgelegt. Dadurch ist der ProzeB des Bildens der Ableitung der Mechani- 
sierung zugänglich, wobei in diesem Zusammenhang nicht die Errechnung der Ab- 
leitung als Kurve nach Art der Diffcrentialanalysatoren gemeint ist, sondern das 


Uber den Allgemeinen Plankalkül als Mitte] zur Formulierung usw. 443 


Aufsetzen der Ableitung als Zeichenfolge an Hand der ebenfalls als Zeichenfolge 
gegebenen Funktion. 


Ahnliche Operationen sind: Die Ermittlung von Eigenschaften von Funktionen, 
das Ordnen der Glieder einer Funktion nach gegebenen Gesichtspunkten, Umformen 
von Ausdriicken, Einsetzen von Ausdriicken an Stelle von Variablen usw. 


Bei allen derartigen Operationen werden die mathematischen Ausdriicke vorteil- 
hafterweise durch Zeichenfolgen dargestellt. Es sei nun als Beispiel die Aufgabe 
betrachtet, einen gegebenen aussagenlogischen Ausdruck daraufhin zu untersuchen, 
ob das Prädikat ,,Es ist eine sinnvolle Zeichenfolge‘* auf ihn zutrifft. Die Aus- 
fiihrungen sollen hier auf den wesentlichsten Teil dieser Aufgabe beschränkt werden, 
der darin besteht, das Pradikat ,,Sinnvolle Zeichenfolge in Form einer Rechen- 
anweisung zu formulieren, nach der eine Maschine die Untersuchung durchfiihren 
kénnte. Der Gang der Untersuchung wird hier aus Griinden der einfachen Dar- 
stellung am Aussagenkalkül gezeigt. Selbstverständlich kann die gleiche Unter- 
suchung auch bei den bekannten arithmetischen Formeln oder anderen Kalkiilen 
in &hniicher Weise durchgeführt werden. 


Zuvor noch einige allgemeine Bemerkungen iiber die Darstellung dieses Kalkiils 
durch Zeichenfolgen. Im wesentlichen wird mit dem Hicsertschen Formalismus 
gearbeitet, jedoch mit folgenden Unterschieden: 


a) Operationszeichen werden nie fortgelassen, 


b) die Negation wird durch Vorsetzen eines Negationszeichens vor den zu 
negierenden Ausdruck dargestellt, 


c) es wird nur eine Art von Klammerzeichen verwendet. 


Diese Art der Darstellung hat dann die Form reiner Zeichenfolgen, zum Beispiel: 
—(aV b)~—a&—b. (1) 


Derartig aufgebaute Ausdriicke enthalten folgende Zeichen: Variablenzeichen, Ne- 
gationszeichen, Operationszeichen, Klammerzeichen und Zwischenraumzeichen, 
welches bei der Mechanisierung zur Abgrenzung einzelner Ausdriicke erforderlich 
ist. Die einzelnen Zeichen werden durch Folgen von Ja-Nein-Werten verschliisselt 


dargestellt. 


Es werden 8 Ja-Nein-Werte zur Darstellung jedes cinzelnen Zeichens Eenutzt 
(Komponente K,, K,.... K,). Es wird festgelegt, daB ein Variablenzeichen da- 
durch gekennzeichnet ist, daB der Ietzte der 8 Ja-Nein-Werte,dieKomponente K, 
positiv ist. Die Komponenten X, bis Kg, dienen dann als Dualzahl der Unter- 
scheidung der einzelnen Variablen. Für Operationszeichen wird das Kriterium 
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K, & — K, festgelegt. Die Komponenten K, bis K, dienen dann der Unterscheidung 
der einzelnen Operationszeichen. Entsprechende Festlegung für andere Zeichen 
Es lassen sich dann Eigenschaften von Zeichen als aussagenlogische Formeln a- 
setzen | 
Op(x) = K,(x) & — K,(x) ,,x ist ein Operationszeichen“. @) . 
Nicht jede Folge von Zeichen stellt einen sinnvollen aussagenlogischen Ausdruck dar. 

Zur Durchführung der obigen Aufgabe muB zunächst das Pradikat Sa(z) ,,x ist 
ein sinnvoller Ausdruck” streng definiert werden. Dies erfolgt durch eine rekursive 
Definition: 

1. Eine Variable ist ein sinnvoller Ausdruck. 


>, Durch Vorsetzen eines Negationszeichens vor einen sinnvollen Ausdruck ent- 
steht wieder ein sinnvoller Ausdruck. 


3. Durch Zwischensetzen eines Operationszeichens zwischen zwei sinnvolle Aus 
drücke entsteht wieder ein sinnvoller Ausdruck. 


4. Durch Einklammern eines sinnvollen Ausdrucks entsteht wieder ein sinn- 
voller Ausdruck. 
Dieu Regeln lassen sich mit Hilfe des Prädikatenkalküls formulieren. Es werden 
zunichst folgende Pradikate definiert: 

Va(x) ,,x ist em Variablenzeichen“, 

Op(x) ,,x ist ein Operationszeichen“, 

Neg(x) ,,x ist ein Negationszeichen", 

Kla(x) ,,x ist ein Klammerauf-Zeichen“, 

Klz(x) ,,2 ist ein Klammerzu-Zeichen“, 

Sa(x) ,,x ist ein sinnvoller Ausdruck“ 

Va’(x) ,,der Ausdruck x besteht aus einer einzelnen Variablen’. 
jouw Scinfiihrung eines Prädikates Va’(x) ist nôtig, um ein isoliertes Zeichen von 
sine durch ein einzelnes Zeichen dargestellten Ausdruck zu unterscheiden. 

ine aus den Zeichenfolgen x und y durch einfaches Aneinandersetzen gebildete 
/ewhenfolge sei mit Lz(x, y) bezeichnet (Langszusammensetzung). 

Nunumehr kénnen wir die obigen Regeln für ,,Sinnvolle Zeichenfolge" wie folgt 
im J'iädikatenkalkül ansetzen:?) 


- 
ww 


(sy | Sa(c)~ / Va' (x) 
V (x = Lz(yo, y,) & Neg (yo) & Sa(y,)) (3 
V (x = Le(yo Y1 Ya) & Sa(yo) & Op(y,) & Sa(y,) 
V (x = Le(Yo Yu. Ye) & Kla(yo) & Sa(y,) & Klz(y,)) 


1 sehe Anmerkung am SchluB. 


/ 
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Durch diesen Ausdruck ist das Kriterium ,,sinnvolle Zeichenfolge“ in impliziter 
Form gegeben. Die praktische Aufgabe fiir eine Rechenmaschine besteht jedoch 
darin, in jedem vorgelegten Fall festzustellen, ob das Kriterium erfüllt ist oder 
nicht. Hierzu muB obige Formel (3) mit Hilfe des vom Verfasser aufgestellten 
,,Allgemeinen Plankalküls‘ in eine explizite Rechenanweisung umgewandelt werden. 
Diese Umformung kann hier aus Raummangel nur in groben Ziigen angedeutet 
werden. 


Die mechanische Ermittlung des Kriteriums Sa(z) erfolgt am besten schritt- 
weise Zeichen fiir Zeichen, wobei bei jedem Zeichen von der Maschine festzustellen 
ist, ob die bis dahin gegebene Zeichenfolge sinnvoll ergänzbar ist. Erst bei dem 
letzten Zeichen kann das Kriterium Sa(x) gebildet werden. 


Diese Ermittlung erfolgt mit Hilfe dreier Hilfsprädikate: 


Az(z)  ,,x ist ein Zeichen, welches am Anfang cines sinnvollen Ausdrucks 
stchen kann‘, . 

Sz(x)  ,,x ist ein Zeichen, welches am SchluB eines sinnvollen Ausdrucks 
stehen kann‘, 


Sq(z,y) ,,innerhalb cines sinnvollen Ausdrucks kann das Zeichen y auf das 
Zeichen x folgen‘. 


Eine nähere Untersuchung, die hier umgangen wird, ergibt folgende Ansätze für 
diese Pradikate: 
Az(z) = Va(x) V Neg(x) V Kla(z), 
Sz(z) = Va(x) V Klz(x), (4) 
Sq(x, y) = — (Sz(x) ~ Az(y)). 
Hiernach lassen sich zunächst folgende Bedingungen für sinnvolle Ausdrücke auf- 
stellen: 
1. Das erste Zeichen muB der Bedingung Az(x) geniigen; 
2. Zwei aufeinanderfolgende Zeichen miissen der Bedingung Sq(z, y) geniigen; 


3. Das letzte Zeichen mu8 der Bedingung Sz(x) geniigen. 
Hierzu kommen noch weitere Bedingungen, welche die Zahl der Klammern be- 
treffen. Für den gesamten Ausdruck muB8 zunächst gelten: 


4. Die Zahl der Klammerauf-Zeichen muB gleich der Zahl der Klammerzu- 
Zeichen sein. 
Für jeden Abschnitt der schrittweise untersuchten Zeichenfolgen mu8 ferner gelten: 
5. Die Zahl der Klammerauf-Zeichen muB grüBer oder gleich der Zahl der 
Klammerzu-Zeichen sein. 
Archiy der Mathematik, Bd. I, Heft 6. 30 
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Diese fünf Sätze lassen sich wiederum entsprechend Ansatz (3) im Pradikaten- 
kalkül ansetzen. Es soll jedoch gleich die hiernach abgeleitete explizite Rechen- 
anweisung gegeben werden. Diese sieht im Allgeméinen Plankalkül wie folgt aus: 


| @ RV) RE 
V O O 
S moa oO 
@42(V) = ER. OVEZ (O0;e 
Ve Oo O 0 0 : 
K 0 oO | 
s o 0. o o ln 


Wl @pez eV e+ F Z| © 8q(Z,Z) 7 &R 


y. 1, ol o 
K o | ; 
Ss oc ma Go Gj oo 0 (5) 
| (D Kla(Z) — (¢ +1 ©) (8) Kk(Z)— (e—1=8) 
La 1 | 1 
Ss. a | o 
| @eZo- ER (9Z -2Z 
y: 0 | 1 
S| 0 : G Oa 
| (D Sz(Z) = &R! Qe=o- ER 
V | o o | O 
S| O o | 0 


Um dieses spezielle Beispiel (5) einer im Allgemeinen Plankalkül aufgestellten 
Rechenvorschrift verständlich zu machen, sei eëniges über die Darstellung im allge- 
meinen gesagt. 

Die den einzelnen Variablen zugeordneten Indizes sind nach Zeilen geordnet. 
In der ersten Zeile, der Hauptzeile, stehen die einzelnen Variablen- und Formel- 
zeichen. Variable werden mit V, Zwischenwerte mit Z, Resultatwerte mit R be- 
zeichnet. Hierbei ist zu beachten, daB Variable, Zwischenwerte und Resultatwerte 
im Plankalkül allgemein von beliebiger Struktur sein kônnen (z. B. Ja-Nein- Werte, 
Zahlen, Zeichen, Zeichenfolgen, Listen, Paarlisten usw.) und ein Rechenplan beliebig 
viele Variablen und Resultatwerte haben kann. 

In der zweiten Zeile, der V-Zeile, stehen die den Variablen, Zwischenwerten und 
Resultatwerten zugeordneten Indizes, welche diese voneinander unterscheiden. Sie 
entsprechen etwa der fortlaufenden Numerierung der Werte in einer numerischen 
Formel. 2 
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In der dritten Zeile, der K-Zeile, steht der Komponentenindex, welcher angibt, 
welche Komponente der betreffenden Angabe gemeint ist. 

In der vierten Zeile, der S-Zeile, steht die Kennzeichnung der Struktur der 
betreffenden Angabe. (Z. B. o bedeutet einen Ja-Nein-Wert, 1 -n eine Folge von 
n Ja-Nein-Werten, o ein sogenanntes variables Strukturzeichen, fiir welches eine 
geeignete Struktur eingesetzt werden kann.) 


Der gesamte Rechenplan zerfallt in verschiedene Rechenplangleichungen. Das 
»Ergibt-Zeichen‘ = verbindet einen zu errechnenden Ausdruck (links) mit dem 
Resultat (rechts). Links steht also stets eine Rechenvorschrift, in welche Variable 
oder Zwischenwerte als bestimmende GréBen eingehen, rechts ein Endresultat. 
Die Strukturen der einzelnen Werte kinnen dabei sehr verschieden sein. 


Einer Rechenvorschrift geht ein ,,Randauszug‘‘ voraus, aus welchem die ein- 
gehenden Variablen und die zu errechnenden Resultate erkenntlich sind. 


Für das speztelle Betspiel gilt: 

@); der Randauszug besagt, daB als Variable eine Angabe V, von der Struktur mo 
in die Rechnung eingeht und ein Resultatwert À, von der Strukturo errechnet 
wird. (mo = Folge von m Zeichen der Struktur o, o ‘Struktur eines Ja-Nein-Wertes.) 
Das heiBt, daB einer Folge von m Zeichen der Strukturo ein Ja-Nein-Wert, also 
ein Prädikat zugeordnet werden soll. Die in die Rechenvorschrift eingehende 
Variable ist also die gesamte zu untersuchende Formel (Zeichenfolge mo), welche 
nieht mit dem einzelnen Variablenzeichen verwechselt werden darf. Das Resultat R, 
ist in diesem Fall ein Ja-Nein-Wert, der den Wahrheitswert der Aussage darstellt: 
»Voist eine sinnvolle Zeichenfolge“. 

@ besagt, daB die Komponente o der gegebenen Zeichenfolge V, die Eigenschaft Az 
haben mu8. Der Ausdruck = & R bedeutet: ,,ergibt ein Konjunktionsglied : zur 
Bestimmung von FR“, d.h. ist notwendige Bedingung fiir RÀ. 

Die Hauptrechnung besteht dann in einem Wiederholungsplan W, in welchem 
die Folgebedingung Sq(Z,, Z,) zweier aufeinanderfolgender Zeichen geprüft und 
die ,,Klammerbilanz“ « gebildet wird. Dieser Vorgang muB durch zwei Ansätze @ 
und (4) vorbereitet werden. 

(3) besagt, daB das erste Glied von V, das erste Z, ergibt. 

G) besagt, daB der Hilfswert e am Anfango zu setzen ist. 

Die Vorschriften (©) bis liegen im zu wiederholenden Teil. 

() ist ein Ansatz mit dem Operator u x, welcher bedeutet ,,das nächste Glied von 
folgender Eigenschaft’. u x A(x) ist der Befehl, stets das nächste noch nicht er- 
mittelte Glied der Eigenschaft A herauszusuchen; die Untersuchung wird abge- 
brochen, sobald kein derartiges Glied vorhanden ist. In diesem Beispiel besagt die 
Forderung, daB x von der Struktur a, also eines cinzelnen Zeichens in der Zeichen- 

30* 
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folge V, enthalten sein muB, aber nicht gleich dem ersten Zeichen sein darf. Das 
so ermittelte Zeichen ergibt den jeweiligen Zwischenwert Z.. 

(6) besagt, daB das Prädikat Sq(Z,, Z,) notwendige Bedingung für das Resultat R, ist. 
(7) und (8) sind die Ansatze zur Bildung des Zwischenwertes. Bei einem Klammer- 
auf-Zeichen wird € um 1 erhéht, bei einem Klammerzu-Zeichen um 1 erniedrigt. 
Das Zeichen — steht vor ,,bedingten Planteilen“. Die hinter diesem Zeichen stehende 
Rechenplangleichung ist nur durchzurechnen, falls die davorstehende Bedingung 
erfiillt ist. Die Gleichung e + 1 = € ist wie folgt zu lesen: ,,der alte e-Wert, erhôht 
um 1 ergibt den neuen e-Wert™. 

(9) ist die Bedingung, daB « stets gréBer oder gleich o sein mus. 

besagt, daB der bisherige Zwischenwert Z, den neuen Zwischenwert Z, ergibt, 
wonach die Rechnung wieder bei (5) weiterläuft. 

Sind alle in V, enthaltenen Werte erschôüpft, so wird zu (11) übergegangen. Dieser 
Ansatz besagt, daB das letzte Glied der Zeichenfolge die Eigenschaft Sz haben mus. 
Dieses letzte Glied ist gleich dem bei der letzten Durchrechnung des Wiederholungs- 
planes ermittelten Z,. 

SchlieBlich stellt der Ansatz (2) die Bedingung dar, daB die Klammerbilanz ¢ am 
SchluB gleich o sein muB. 

Rechenvorschriften dieser Art bieten die notwendigen mathematischen Voraus- 
setzungen, um die Frage der mechanischen Lôsung solcher Aufgaben mit Hilfe ,,lo- 
gistischer“’ Rechenmaschinen praktisch in Angriff zu nehmen. Es ist leicht einzu- 
sehen, daB in der skizzierten Art auch kompliziertere mathematische Operationen 
explizit als Rechenvorschrift formulierbar sind. Dasselbe gilt fiir schematische Auf- 
gaben aus Gebieten auBerhalb der Mathematik. 

Das praktische Arbeiten mit einer solchen Rechenmaschine wiirde bei Lésung 
mathematischer Aufgaben dann wie folgt vor sich gehen: Die fiir ein bestimmtes 
Gebiet, z. B. Aussagenkalkül, entwickelten Rechenvorschriften, die alle auf diesem 
Gebiet vorkommenden schematischen Prozesse explizit enthalten miissen, werden 
in einen Programmspeicher der Maschine hineingegeben. Der Mathematiker gibt 
die zu untersuchende Aufgabe über eine Tastatur in das Gerät. Es sind eine Reihe 
von Operationstasten verfiigbar, welche die verschiedenen Umformprozesse aus- 
lésen. Zwischen- und Endresultate kénnen gedruckt werden. So künnte z. B. das 
Gerät umstandliche Beweisverfahren fehlerfrei nach den Regeln des Kalküls durch- 
führen, wobei der Mathematiker lediglich die grundsätzliche Richtung des Prozesses 
angibt. Jeder Mathematiker weiB, welche ungeheure rein schematische Kleinarbeit 
bei schwierigen mathematischen Ableitungen zu leisten ist. Diese gilt es der Me- 
chanisierung zugänglich zu machen. 

Die Ausführbarkeit einer solchen Maschine erscheint nach dem heutigen Stande 
der konstruktiven Entwicklung gesichert. 
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Die Schaffung der mathematischen Voraussetzung, welche einen wesentlichen 
Teil der Gesamtaufgabe bildet, künnte bereits jetzt unabhangig von der praktischen 
Entwicklung in Angriff genommen werden. 


Zusammenfassung 


Der Verfasser stellte sich zur Aufgabe, einen Rechengerätetyp zu schaffen, mit 
Hilfe dessen beliebige schematisch-kombinative Aufgaben automatisch zu lésen 
sind (Logistische Rechenmaschine). 

Als wesentliche theoretische Voraussetzung für diese Geräteentwicklung ist die 
Aufstellung eines Formalismus anzusehen, der es gestattet, beliebige schematisch- 
kombinative Aufgaben in expliziter Form als Rechenanweisungen zu formulieren, 
nach welchen entsprechende Rechenmaschinen arbeiten kénnen. 

Während die bekannten, für andere Zwecke entwickelten logistischen Kalkiile 
zur Formulierung von derartigen Rechenanweisungen nicht ausreichend sind, stellt 
der vom Verfasser aufgestellte.,, Allgemeine Plankalkiil‘ einen Weg zur Lüsung der 
gestellten Aufgabe dar. 

An einem aus dem Gebiete der Mathematik gegriffenen Beispiel einer schematisch- 
kombinativen Aufgabe wird versucht, den grundsätzlichen Gedankengang bei der 
Aufstellung einer solchen allgemeinen Rechenanweisung zu erläutern. 


(Eingegangen am 6. 12. 1948) 


Zusatzbemerkung bei der Korrektur: Die Formel (3) stellt eine leichter verständ- 
liche abgekürzte Form der strengen Formulierung im Prädikatenkalkül dar, welche 
im folgenden gegeben wird: 


(x) | Sa(x) — | Va'(x) 
V (£ Yo) (Eu) [(x = Lz (vo y,)) & Neg(yo) & Sa(y,)] 
V (Ly) (E y) (Ey)| (x = LA yo, 2)) & (2 = Le(y,,42) 
NE & Op(y,) & Sa(ys)] 
[Kla(yo) & Sa(y:) & Kle(y,)] 


Reibungswiderstand einer schwach gewellten, 
längs angestrémten Platte 


Von H. Gorter in Freiburg i Br. 





In einer früheren Untersuchung’: habe ich den Verlauf der stationaren und 
ebenen laminaren Grenzschicht längs einer Kontur mit periodischer Welliskeit 
untersucht. Zur rechnerischen Vereinfachung dieses in voller Allgemeinheit ax 
Ivtisch nicht angreifbaren Problems habe ich im wesentlichen von zwei einschrit- 
kenden Voraussetzungen Gebrauch gemacht: 1. Die Wellenamplituden der um- 
strômten Oberfläche sollten klein sein gegenüber der ürtlichen Grenzschichtdicke. 
Demzufolge wurde die Rechnung als Stürungstheorie der ersten Ordnung bezig- ; 
lich eines dimensionslosen MaBes £ für die Wandwellenamplitude durchgefihrt. 
(Unter ..ungestürter Grundstrémung” wird demnach die Grenzschichtstromung an 
der entsprechenden Wand mit verschwindender Wandwellenamplitude — Mittel- 
linie « = 0 — verstanden.) 2. Die Wellenlange À der Wandwellen sollte klein sin 
gegeniiber jener Umgebung der betrachteten Wandstelle, langs welcher sich die 
ungestérte Grenzschicht merklich andert. Demzufolge konnte die Geschwindigkeitr 
verteilung U, der ungestürten Grenzschicht in einer Umgebung von einigen Weller- 
langen in der Nachbarschaft der betrachteten Wandstelle in geläufiger Vereir- 
fachung als reine Funktion des Wandabstandes angesehen werden. 


Obwohl die früher mitgeteilten Lésungsansatze für beliebige ungestôrte Grund- 
stromungen anwendbar sind. habe ich mich. um zu quantitativen Aussagen von 
praktischem Interesse zu gelangen. auf die Grenzschicht an der langs angestrômten 
Platte als Prototyp einer ungestôrten Grenzschicht beschränkt. 


Das behandelte Problem hat für die Frage des laminar-turbulenten Umschlags und aligemeintr 
für die der Oberflächenbeschaffenheit von Stromungskorpern Bedeutung. Wie die Rechnans 
lehrte, kann bereits eine sehr schwache Welligkeit von erheblichem EinfluB sein. Wenn langs einer 
Platte nur geniigend viele schwache Wellenzüge überstromt werden, erfolgt schlieBlich Ablosuns 
der Grenzschicht. Die Rechnung liefert ein verhaltnismaBig einfaches Ablésekriterium. De 
Stérungen (Abweichungen vom Grundzustand der Grenzschicht an der ebenen Platte) sind in 
unmittelbarer Plattennähe relativ am starksten und klingen nach auBen rasch ab. Am daferen 
Rande der Grenzschicht tritt die Stromlinienwelligkeit nur noch stark geglättet in Erscheinung. 


| 1 H. GôrTLEr: EinfluB einer schwachen Wandwelligkeit auf den Verlauf der laminaren Great 
schichten. Teil I und Teil II. Zschr. angew. Math. Mech. 25:27 (1947), 233—244 und 28 (1948), 
13-22, Im folgenden wird Teil] mit W I, Teil II mit W II zitiert. 
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Ist à, die Dicke der ungestérten Grenzschicht, 6, die Dicke der wandnahen ,,St6rungsgrenzschicht“ 
(Untergrenzschicht) an einer Wandstelle im Abstand Z stromabwärts von der Plattenvorderkante, 


so gilt die Proportionalität 6,: 5) — | 4/E als Ausdruck für die Abhängigkeit des DickenmaBes der 
Stôrungsgrenzschicht von der — nach der obengenannten 2. Voraussetzung kleinen — Verhältnis- 
zahl //L. 

Die Abweichung des Reibungswiderstandes der schwachwelligen Platte von jenem 
der ebenen Platte ist ein Stérungseffekt zweiter Ordnung in €. Sie wird daher von 
den theoretischen Entwicklungen meiner früheren Untersuchung nicht erfaBt. Es 


sel W,(À: L) der Reibungswiderstand einer Wellenlänge L..... L +A der welligen 
Platte, W,(A;Z) der Reibungswiderstand des entsprechend gelegenen Stückes 
L...... L + À der ebenen Platte bei sonst gleichen Bedingungen. Im Hinblick 
auf entsprechende. Beobachtungen von Quick und SCHRODER?) an einigen nume- 
risch durchgerechneten Beispielen, die zum Vergleich mit meiner Theorie der 
1. Ordnung herangezogen wurden, habe ich bereits früher den im Rahmen einer 


Theorie der 2. Ordnung in € allgemein gültigen Zusammenhang zwischen W (A; L) 


und W,(A;L) ausgesprochen. Bemerkenswert ist, daf W (A; L) < W (A; L) ist 
(in Übereinstimmung mit den Zahlenbeispielen von Quick und ScHRODER). Den 
Beweis des formelmäfigen allgemeinen Zusammenhangs bin ich damals schuldig 
geblieben*). Er soll yn folgenden erbracht werden. 


Unter Benutzung der gleichen Bezeichnungen wie in meiner früheren Arbeit sei 
wieder die mit der Anstrémgeschwindigkeit l’, dimensionslos gemachte äuBere 
Geschwindigkeit 

U(x) =1+ecosz, (1) 


wo z der mit 2x/À multiplizierte und also dimensionslos gemachte Abstand von 
der Plattenvorderkante stromabwärts ist, ferner 


6,=|rL/U,, o=A2aL 2) 


(> die kinematische Zahigkeit des strômenden Mediums). Der mit à, dimensionslos 
gemachte senkrechte Wandabstand werde mit y, die mit U, 6, dimensionslos ge- 
machte Stromfunktion der Grenzschichtstrémung mit y(x, y) bezeichnet. 


3) A. W. Quick und K. SCHRÔDER: Verhalten der laminaren Grenzschicht bei periodisch 
schwankendem Druckverlauf. Dtsch. Luftfahrtforsch. Zentr. wiss. Ber.-Wes. Unters. u. Mitt. 1257 
(1944). 

3) Vgl. WII, S. 20—21. 

*) Als Effekt 2. Ordnung in & sollte diese Erscheinung im Rahmen einer r allgemeinen Theorie 
der 2. Ordnung dargestellt werden. Inzwischen zeigte sich, daB cine solche eine numerisch wesent- 
lich genauere Durchführung der Theorie 1. Ordnung als bisher erforderlich macht (mit Rücksicht 
auf die Fehlerfortpflanzung bei der rekursiven Ermittlung der Koeffizientenfunktionen der Glieder 
2. Ordnung aus jenen der 1. Ordnung); diese konnte wegen des damit verbundenen numerischen 
Aufwandes noch nicht geleistet werden. 
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Es gilt die Grenzschichtgleichung 
D Vey — Ve Py — 0 Pop = — sin —-—S sin 2 (3) 
bei den Randbedingungen 
y, =y,=0 für y=0, y, U(x) für yoo. (3a) 
Die Stromfunktion y,(z, y) der ,.ungestôrten“ Grundstrémung bringt nach 


Definition die linke Seite von (3) zum Verschwinden. Macht man für w(x, y) den 
allgemeinen FouriIER-Ansatz 


v(z, y) = po(z, y) + fol) + >) {2,(y) cosn x +b,(y)sinn x}, (4) 
an=l 


so lehrt das Einsetzen in (3), daB nur a, und 6, von der ersten Ordnung in € sind 
Mit den Bezeichnungen a, = «-f,(y) und 6, = «-g,(y) waren daher in meiner 
Theorie der 1. Ordnung in € nur die Funktionen /, und g, zu ermitteln. Bei Be. 
rücksichtigung auch der quadratischen Glieder in e — und damit auch erst der vol 
ständigen rechten Seite in (3) — erweisen sich bei Einsetzen von (4) in (3) a,, a, und 
b, als in € quadratisch. Für eine Theorie der 2. Ordnung in € ergibt sich daher 
der zweckmäBiger geschriebene Ansatz 


y= Yo te {f,(y) cos x + 9,(y) sin x } (9) 
+ e{ fo(y) + fe(y) cos 2 x + g(y) sin 2 x }. 


Für den Reibungswiderstand einer Wandwellenperiode L..... L +A inter- 
essiert nur der nicht periodische Anteil von (5). Zu ermitteln ist daher nur f,”(0). 
Wie einleitend hervorgehoben wurde, wird dy,/oy= U, wegen À € L als reine 
Funktion von y angesehen: U, = U,(y). Für die Reibungswiderstande W (A; L) 


und W (A; L) liefert (5) daher sofort 
WG: L): WG D = VO: [Us 0) +e"), () 


und es gilt nur noch, /,"(0) zu bestimmen. 
Nun bestimmt sich f,(y) nach (3) und (3a) aus 


© fo" =i" — #1" 9),  fo(0) = fo (0) = fo (©) = 0. (7) 


Unter Berücksichtigung von /,(0) = f,'(0) = g,(0) = g,'(0) = 0 ergibt sich daraus 
nach zweimaliger Integration und Umformung 


fev) — ho") 9 = 3 fs n'dy— >, h(y) ov) 


Asymptotisch fiir hinreichend groBes y ist f,(y) ~ y + const. und g,(y)— const. 
und da f {91 dy endlich ist, wird somit 
) 


fo" (0) = 35 “> 91(00) . 
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Damit ist die gesuchte GrôBe /,"(0) auf den von der Theorie 1. Ordnung gelieferten 
Zahlenwert g,(0o) zuriickgefiihrt. Nach (6) folgt damit die friiher5) bereits be- 
hauptete Beziehung 


We (As L): ati D) =1: (1+ ge ro; >). (8) 


Das Ergebnis (8) gilt noch fiir jede ungestérte Grundstrémung. Jetzt erst 
machen wir von dem speziell fiir die gewellte Platte bekannten Ergebnis*) Gebrauch: 


g, (co) = 0,82 — 6,06 (a/o)"* 
mit a = U,'(0) = 0,33206. Wegen der vorausgesetzten Kleinheit des Parameters o 
wird angenähert 
g,(0) = — 6 (a/a)” 
und somit in dieser Näherung nach (8) 
W AA; L) ~ WA; L) {1—3ea "o""} < WA; L). (9) 

Numerische Beispiele: Fiir o = 10-? und € = 10-? (Fall der Bilder 7 und 9 
meiner friiheren Untersuchung’) mit schwacher Ablôsung der Grenzschicht) wird 
W ,(A; L) =0,7W,(A;L). Für gleiches o und « = 0,5 -10-% (Fall der Bilder 8 
und 10 meiner früheren Untersuchung®) ohne Ablésung der Grenzschicht) wird 
W (A; L) = 0,9 W,(A; L). 

Es mag zum AbschluB noch daran erinnert werden®), daB die Verminderung (9) des Reibungs- 
widerstandes der Platte durch schwache Oberflächenwelligkeit gerade durch den — gegentiber der ebenen 
Platte neu hinzutretenden — Druckwiderstand hompensiert wird. Der Gesamtwiderstand (Reibungs- 
widerstand + Druckwiderstand) bleibt also unverändert, genauer: Der Unterschied der Gesamt- 


widerstande bei ebener und schwachwelliger Platte ist von der Ordnung O(c"), wo jedénfalls 
n => 3 ist. 


(Eingegangen am 20. 7. 1948) 


5) Vel. WIT, S. 20, GI. (6. 24). 
*) Vgl. WII, S. 19, GL (6. 18). 
7) Vel. WI, S. 243 und 244. 
8) Vel. WII, S. 21. 
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@ uneigentliche Kurve des Kegels, die wir kubische Indikatrix des System- 
es nennen wollen, läBt sich durch das Verschwinden einer ternären kubischen 

darstellen. Es werden alle Strahlensysteme bestimmt, fiir welche diese Form 
bel ist. Im allgemeinen ist die Indikatrix eine rationale Kurve III. Ordnung; 
yperbolischen Strahlensystem hat sie den uneigentlichen Punkt von Y als 
‘enpunkt und die uneigentlichen Geraden der Brennebenen von À als Knoten- 
enten. Im elliptischen System ist der uneigentliche Punkt von  isolierter 
kt der Indikatrix. Ist schlieBlich der Strahl À ein isolierter parabolischer Strahl 
; sonst nicht parabolischen Strahlensystems, so hat die Indikatrix eine Spitze. 


Vabrend im allgemeinen Fall jeder Punkt des Kegels Mittelpunkt einer Schmieg- 
t, kénnen im Entartungsfall nur die von den Brennebenen verschiedenen Teile 
Kegels Trager von Schmieg-F,-Mittelpunkten sein. Das Ergebnis läBt sich 
dahin zusammenfassen: Die kubische Indikatrix zerfallt in einen Kegelschnitt 
eine (beliebige) Gerade, wenn eine Brennflache des Strahlensystems abwickelbar 
lagegen in einen Kegelschnitt und eine diesen berührende Gerade, wenn das 
hlensystem parabolisch ist. Sind beide Brennflächen des Systems abwickelbar, 
esteht die Indikatrix aus drei Geraden. Zu dieser Klasse gehéren auch die 
ren Kongruenzen, deren Indikatrix sich leicht konstruieren läBt. Zerfallt die 
<atrix jedes Strahles in drei verschiedene Geraden, von denen zwei konjugiert 
plex sind und den absoluten Kugelkreis berühren, so ist das System ein isotropes 
hlensystem. . 
1. Grundformeln des Strahlensystems 

ie: Geraden des Raumes seien durch Stupys duale Vektoren gegeben®). Wir bezeichnen mit 
n deutschen Buchstaben duale Vektoren, mit groBen lateinischen Buchstaben duale Zahlen. 
und Dualteil werden stets durch den entsprechenden kleinen Buchstaben bzw. den über- 


enen kleinen Buchstaben angegeben. Sind die Komponenten des dualen Einheitsvektors & 
differenzierbare Funktionen zweier Veranderlichen wu}, u? 


A = A(ut,u?) = a(ul,u®) + ea(ut,u?); eX =0, (1) 


ie Identitat erfüllen 
UA=-aat2eaaH=l, 


schreibt 9 ein Strahlensystem; dabei wird vorausgesetzt, daB 


(a a, a.) + 0; a, = ie Oy = one 
Tmgebung I. Ordnung eines Systemstrahles À ist bestimmt durch den dualen Tensor 
Ga == UU, (2) 
1 Real- und Dualteil die reellen Tensoren 
Jue = Aj, und gig == a;ag + aga; (2a) 





BLascakEr, Diff.-Geometrie I. 3. Aufl. Berlin; Haack. D. G. IT § 26. 


456 W. Haack 


sind. Der Vektor a beschreibt das sphärische Bild des Strahlensvstems. g,, ist der metrische Gruné- 
tensor des spharischen Bildes und 

dg? — 9,4 du’ dut 2b. 
das Quadrat des Bogenelements der Einheitskugel. Wahit man g,; als Grundtensor des Ricc:- 
Kalküls, so werden die kavarianten Ableitungsgleichungen des Strahlensystems (D.G. IT S. 93) 


Wig = — Gey AH 2 big Ay 13 
mit : | : 

bar = 389i — Gite — Guns) - Bar 
Hier sind g,,, die kovarianten Ableitungen von g,,. 

Langs einer durch den SvystemstrahiM gehenden Regelflache des Strahlensvstems seien y, 
Funktionen u‘(t) eines Parameterst. Die Ableitungen nach f werden durch Punkte bezeichnet. 
Für den Mittelpunkt 3 des Schmiegregulus einer Regelflache gilt die Forme! (D.G. II S. 62) 

24—-1.-{alaa — aa)+a(aa — ad)—a(aa —aa)}. td) 
(aaa) 
Setzen wir zur Abkürzung | | 
op! = Fa! uA T7 a; ey; = (a a,a,), 19) 


so folgt aus den Ableitungsgleichungen (D.G. II $S. 103) 


1- -..,., - +243. . 
3=mMm- Ban git it à a + Ga à it il ar). 161 


2e,,g"u | 
Dabei ist m der Mittelpunkt des Systemstrahles À (D.G. IT S. 89): 
m—e(aa;)a, + de (a,a,)a. 


Den Ausdruck fiir den Mittelpunkt 3 kénnen wir auf eine etwas iibersichtlichere Form bringen, 
wenn wir als Parameter ¢ die Bogenlänge des sphärischen Bildes der Regelflache wahlen. Dann 


wird . 1 
es QU = — 
ZT 4 
gleich der geodätischen Krümmung des sphärischen Bildes und daher 
g= mt $0, {boast ut à à + gi if uP ul ay}. (6a) 


Durch u’ ist die Tangente des sphärischen Bildes bestimmt. Für alle Regelflachen mit gemeinsamer 
Tangente des sphärischen Bildes, die sich also langs A% berühren, ist in (6a) der rechte Klammer- 
ausdruck ein fester Vektor. Je nach der geodätischen Kriimmung des sphärischen Bildes liegt 3 
auf der durch jenen Vektor und m bestimmten Geraden. Daraus ergibt sich, da8 der Ort der Mittel- 
punkte der Schmiegreguli ein rationaler kubischer Kegel ist, dessen Spitze in m liegt. 


Um die einzelnen Glieder von (6a) zu deuten, fallen wir vom Mittelpunkt 3 das 
Lot auf %; sein FuBpunkt seit. Dann ist der Einheitsvektor in Richtung (3; — r) 
gleich #’ a, und daher der Abstand 3 von 2% 


lat] =|terga tit | =| 2 |, (6b) 
wenn 6 der Drall der Regelfläche ist. D.h.: Der reziproke Wert des Abstandes des 
Mittelpunktes des Schmiegregulus von der Erzeugenden der Regelfläche ist gleich dem 


Produkt aus dem Drall der Regelfliche und der geodätischen Kriimmung des sphäri- 
echen Bildes. 
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Ferner folgt aus (6a) für den Betrag des Vektors (r — nt) 


mie [to da tw a |. (6c) 
Setzen wir | 
ar 
tg a>- ml , 


indem wir mit « den Winkel bezeichnen, den die durch 3 gehende Erzeugende des 
kubischen Kegels mit À einschlieBt, so folgt aus (6b) und (6c) 


Qu, Wi! =. | | (6d) 


Diese Formel enthält eine einfache geometrische Deutung der Differentialform 
Jas% uu’ unter der Voraussetzung, da8 die Punkte die Ableitungen nach der 
Bogenlänge des sphärischen Bildes angeben. 
Zum Abschlu8 dieses Abschnitts wenden wir uns zu dem Sonderfall der tsotropen 
Strahlensysteme ; in diesen ist bekanntlich*) g,, proportional zu g,,, so daB gilt: 
sk — 893% » 
dabei ist à der allen Regelflächen, die durch denselben Strahl À gehen, gemeinsame 
Drall. Der Drall der Regelflächen ist also eine Funktion des Ortes. Die Formel (6) 
vereinfacht sich zu 
me tt 1, a tea! | 
= ME rat 5 d'a +sù ay, (6e) 
oder, wenn wir wieder die geodätische Kriimmung des sphärischen Bildes der Regel- 
fläehe einführen 
3=m+}o {sd a +sd'a}. (6f) 
Der rechte Klammerausdruck ist linear in 2’, daher ist in einem isotropen Strahlen- 
system der geometrische Ort der Mittelpunkte eine Ebene bzw. ein Strahlenbüschel. 
Die Stellung der Ebene des Büschels 148t sich am einfachsten durch einen zur 
Ebene senkrechten Vektor t kennzeichnen. Wie man leicht nachrechnet, ist 


t—sa—3g"s,a, 
senkrecht zur Ebene der Mittelpunkte, denn es ist t : (3 — m) — 0, unabhängig 
von &'. Der reziproke Drall s eines isotropen Strahlensystems kann als Ortsfunktion 
auf der Einheitskugel des sphärischen Bildes gedeutet werden; dann ist der Ausdruck 
g" 8,0, = grads, 


gleich dem Gradienten der Ortsfunktion. Die von 4 und grads bestimmte Ebene 
ist somit senkrecht zur Ebene der Mittelpunkte der Schmiegreguli. Berührt das 
sphärische Bild der Regelfläche des Strahlensystems die Niveaulinie der Orts- 


‘) D. G. II S. 95. 
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funktion s, so liegt der Mittelpunkt des Schmjegregulus auf der zu & senkrechta 
Geraden durch m, die parallel zur Niveaulinie ist. Berührt das sphärische Bild de 
Regelfläche dagegen die Feldlinie der Ortsfunktion, so liegt der Mittelpunkt auf der 
zur Niveaulinie senkrechten Geraden des Biischels. Diese bildet mit 9% den kleinstes 
Winkel der Biischelgeraden. 


2. Die kubische Indikatrix 


Die uneigentliche Kurve des kubischen Kegels nennen wir die kubische Indikatnx | 
des Systemstrahles 1. In der uneigentlichen Ebene führen wir homogene Koord- 
naten £, », ? derart ein, daB die uneigentlichen Punkte der Richtungen von a, a,,%_ 
die Koordinaten erhalten . : 


a= (1.0.0): a, = (0,1,0): a — (0,0.1). (à | 
Dann hat der Schnitt des Kegels (6) mit der uneigentlichen Ebene die Parameter- 
darstellung 


oi=}g,,0'u'w, 
on — g,%' a's. (8) 
ol= gyü'ü'ut 


Um diese Gleichungen auf eine einfachere Form zu bringen, denken wir das Strahler- 
svstem auf Torsenparameter bezogen: dann ist 


Qu = Ye = 0. (9) 

Dabei schlieBen wir den parabolischen Fall. in dem (91; 922 — 912 912) = 0 ist, 20 
nachst aus. Ferner schreiben wir zur Abkürzung 

Jura = 24. Oye — N21 — Jar = 25, Ji.» —Jors +921 = 2¢, Jone = 2d. (1) 


Durch Elimination der à‘ und des Faktors o ergibt sich die algebraische Gleichung 
der kubischen Kurve 

Dgeini=ans—-brs —en 5S? dis. (11) 
Sie hat den Doppelpunkt (1.0. 0) und in diesem die Tangenten 7 = 0 und £ = 0. 
Daraus folgt für den Kegel: 
Die Brennebenen des Svstemstrahles À berühren den Kegel lings der Doppel- 
erzeugenden À. Im elliptischen Fall (g,, Jes — 912 912) > 0 ist A isolierte Erzeugende 
des Kegels. im hyperbolisehen Fall [(g,; 922 — 912 912) < 0, Brennflächen reell] hat 
die kubisehe Kurve einen Knoten und Y ist Doppelerzeugende des Kegels. 

Ist in dem Strahl À die Determinante des Tensors g,, gleich Null 


911 Ya — Ji Tis = 0, (12) 


so fallen in % die Brennebenen zusammen. so daB man die Torsen nur als eine 
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Schar von Parameterflächen einfiihren kann. In diesem Sonderfall wählen wir die 
Parameter so, da8 im Strahl 2 


Jo = 912 = 0 (13) 
ist. Dann folgt aus (8) als Gleichung der kubischen Indikatrix im parabolischen 
Strahl, dessen Umgebung aber nicht parabolisch ist, 

In ém=ari +bn +enl?+aes. (14) 
Die Kurve hat eine Spitze im Punkt7 = € = 0 und als Spitzentangente die Ge- . 
rade 7 = 0, d.h. die uneigentliche Gerade der doppeltzihlenden Brennebene. 


3. Zerfallen der Indikatrix in drei Geraden 
Die kubische Kurve (11) zerfällt in drei Geraden, wenn 
a—d—0. (15) 
Dann wird (11) 
no(—292€ +bn+ci)=0. (16) 
Der Kegel zerfällt in die beiden durch À gehenden Brennebenen und eine dritte 


Ebene durch den Mittenpunkt m von A. Zur Kennzeichnung der Strahlensysteme, 
für die (15) gilt, beachten wir nach (10) und (15) 


Ia — 92.2 = 0. (16a) 
Diese kovarianten Ableitungen des Tensors g,, lassen sich wegen (9) schreiben: 
Gara = — 22 2 9013 Foa.2 = — 2D 21 2 - (16b) 
Daher folgt aus (16a) 
; Py?=0; Pyt=0. (16c) 


Wir behaupten: Sind die Gleichungen (16c) erfüllt, so ist der Systemstrahl X Wende- 
erzeugende der beiden durch YU gehenden Torsen. À ist Wendeerzeugende der Torse 
u* — const, wenn 3 konsekutive Strahlen in einer Ebene liegen, d. h. wenn das 
sphärische Bild a von À die Bedingung erfüllt 


da Ga 
| (e ou! pon) = 0. (17) 
Nach (3) gilt fiir die kovariante Ableitung 
©? ’ 
(3) ane lui dg — Ly, 2 a, = — 9, 0 
Bestimmen wir daraus =; ra TT und setzen den Wert in die Determinante ein, so folgt 
7] O° ’ 
(a 28 sata) —=—Tu2 (em a), (18) 


Ist also eine der Gleichungen (16c) erfüllt, so ist A Wendeerzeugende einer Torse. 
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Gelten beide Gleichungen (16c), so haben beide Torsen # als Wendeerzeugende. 
dann miissen aber die Brennflächen im Berührungspunkt mit YU verschtrindenda 
Gausssches KriimmungsmaB haben. Zerfallt die kubische Indikatrix für alle Strahlen 
des Systems in drei Geraden. so sind die Torsen des Strahlensystems Ebenen. De 
Brennflächen als Hiillflachen einer Ebenenschar sind abwickelbare Flachen oder 
gerade Linien. Satz: Wenn in einem Strahlensystem die Brennflächen alncickelbar 
sind oder in Geraden entarten. so zerfallt der kubische Kegel jedes Systemstrahlea in 
drei Ebenen, von denen zwei die Brennebenen des Strahles sind, und umgekehrt. 


Im Besonderen ergibt sich fiir isotrope Strahlensysteme: 


Zerfallt der kubische Kegel für alle Strahlen eines Strahlensystems in drei (ver- 
schiedene) Ebenen, von denen zwei isotrop sind, so ist das System ein isotropes Strahlen- 
system. 

Auch im parabolischen Fall (12) kann die kubische Indikatrix in Geraden 
zerfallen. Dies tritt ein, wenn in (14) die Faktorenc und d verschwinden. Wir 
wollen annehmen, daB das Strahlensystem in der Umgebung von & parabolisch ist. 
Dann lassen sich die Verhältnisse leicht als Grenzfall eines hyperbolischen Systems 
tiberschen. Im hyperbolischen System zerfallt der Kegel in drei Ebenen, wenn die 
Brennflächen Torsen sind. Soll die zusammenfallende Brennfläche des parabolischen 
Systems eine Torse sein, so entartet das System in eine einparametrische Geraden- 
schar, die von den Erzeugenden gebildet wird. Denn die Strahlen eines paraboli- 
schen Systems sind die Haupttangenten der Brennflache. Es bleibt daher nur die 
parabolische lineare Kongruenz. Für jeden Strahl einer parabolischen linearen 
Kongruenz zerfallt die kubische Indikatrix in eine doppelt zahlende und eine einjack 
Gerade. 


4. Indikatrix der linearen Kongruenzen 


Die Indikatrix jedes Strahles einer linearen Kongruenz zerfallt in drei Geraden, von denen 
im hyperbolischen Fall alle drei reell und verschieden, im elliptischen zwei konjugiert komplex sind 
und im parabolischen zwei zusammenfallen. Für diese einfachsten Strahlensysteme läBt sich dit 
kubische Indikatrix leicht konstruieren. 

Die hyperbolische Kongruenz besteht aus allen Geraden A, die zwei feste Geraden $.£ 
schneiden. “{ sei eine Gerade der Kongruenz. m der Mittelpunkt der von $ und & auf X ausge 
schnittenen Strecke. Die durch Yt gehenden Torsen des Systems sind die Strahlenbüschel, die 
den Schnittpunkt (9. 8) mit aven Punkten von © bzw. den Schnittpunkt (M, ©) mit den Punkten 
von À verbinden. Der Ort der Mittenpunkte m. d.h. die Mittenflache der Kongruenz, ist die 2 
Ÿ und © parallele Ebene durch den Mittenpunkt von YW. Sie ist zugleich, wie wir zeigen werden, 
die dritte Ebene des zerfallenden kubischen Kegels. Daher gilt: In einem linearen, hyperboliachen 
Strahlensustom besteht die kubische Indikatrir aus der Verbindungsgeraden der uneigentlichen Punite 
der Leitgeraden B.S und den uncigrntlichen Gcraden der durch UW gehenden Brennebenen. 

Um einzusehen, dab die Mittenebene dem Kegel angehôrt, beachten wir folgendes: Der Schmieg- 
rezulus jeder Revelflache der linearen Kongruenz enthält die beiden Leitgeraden $, © als Er 
zeuvende. Dann cibt es stets einen Punkt 4 auf % und einen Punkt B auf © derart, daB die 
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Strecke AB Durchmesser der Flache IT. Grades ist. Der Mittelpunkt von AB ist daher Mittelpunkt 
der Flache und liegt auf der Mittenebene der Kongruenz. 


Erzeugen wir die parabolische Kongruenz durch eine Korrelation zwischen den Punkten 
der doppelt zählenden Leitgeraden §, so ist die durch einen Strahl A der Kongruenz gehende doppelt 
zählende Brennebene zugleich Doppelebene des kubischen Kegels. Die dem uneigentlichen Punkt 
von ® durch die Korrelation zugeordnete Ebene ist die dritte Ebene des zerfallenden Kegels; 
diese ist der Ort der Mittelpunkte der Schmiegreguli. 


5. Zerfallen der Indikatrix in eine Gerade und einen Kegelschnitt 


Ist die Gerade À eines Strahlensystems ein isolierter parabolischer Strahl derart, 
da8 die Umgebung von À nicht parabolisch ist, so hat die kubische Indikatrix eine 
Spitze im uneigentlichen Punkt von À. Wenn auch die Umgebung von À para- 
bolisch ist, d. h. wenn auBer (12) auch die Ableitungen der linken Seite von (12) 
im Strahl 2{ verschwinden, so wird in den Parametern (13) 


Jona = GE — 2 lot ua — 2 lie Jun = 0 (19) 


und daher in (14) d = 0. Dann erkennt man aber aus (14): Ist in einem Strahlen- 
system die Umgebung des Strahles A parabolisch, so zerfällt die kubische Indikatrix 
in einen Kegelschnitt und die uneigentliche Gerade der einzigen Brennebene, die den 
Kegelschnitt berührt. 

Der Fall eines Strahlensystems, das im ganzen Gebiet der Parameter wu}, u? 
parabolisch ist, wurde früher behandelt*). Die beiden Haupttangentensysteme einer 
Fläche sind stets parabolisch, daher werden jedem Flächenpunkt zwei quadratische 
Kegel zugeordnet, die beide die Tangentenebene der Fläche berühren. Eine der 
beiden reellen Schnittgeraden der beiden Kegel ist die Affinnormale des Flachen- 
punktes. 

Ist die Umgebung eines Strahles À nicht parabolisch, so läBt sich die Indikatrix 
in der Form (11) schreiben. Sie entartet in einen Kegelschnitt, wenn a = 0 oder 
d = Oist. Nach (18) folgt daraus: Jst der Strahl À Wendeerzeugende einer der beiden 
durch XM gehenden Torsen, so zerfällt der kubische Kegel in einen quadratischen Kegel 
und eine Ebene, die den Kegel schneidet und mit der Tangentenebene der Torse zu- 
sammenfallt, die A als W'endeerzeugende besttzt. 

Wenn a oder d im ganzen Gebiet der Parameter ul, uw? verschwinden, so ist eine 
Brennfläche des Systems eine Torse oder entartet in eine Gerade. Wenn die Brenn- 
flache eines Strahlensystems eine Torse oder eine Gerade ist, so zerfällt der kubische 
Kegel in die Tangentenebene dieser Torse und einen quadratischen Kegel. 


(Eingegangen am 2. 9. 1948) 


§) Haack, Math. Zeitschrift 88 (1931), S. 232—270. 
B. Su, Japan. Journ. of Math. 9 (1933), S. 38—56. 
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Mitteilung zum Problem eines konvexen Extremalkôrpers 


Von H. Brert in Bern (Schweiz) 


Es bezeichne $(#, F) die Klasse der konvexen Kürper des gewühnlichen Raumes, 
welche ein vorgeschriebenes Integral der mittleren Kriimmung M und eine Ober- 
flache F aufweisen. Nach den klassischen Resultaten sind die Kugelkappenkorper 
die Extremalkérper der Klasse (M,F), welche ein gréBtmégliches Volumen F 
besitzen. Die entgegenstehenden Extremalkérper mit kleinstem Volumen sind 
für 2M?— 2° F = 0 trivial und werden durch die ,,flachen‘‘ Kérper vom Vo- 
lumen V = 0 repräsentiert, für 2M*— a? F <0 dagegen gibt es nichttriviale 
Extremalkôrper, welche unseres Wissens noch nicht aufgefunden werden konnten. — 
Vor kurzem wurde indessen bewiesen'), daB sich bei Beschrankung auf die Teil- 
klasse R(M,F) der konvexen Rotationskérper die symmetrische Kugelzone als 
Lôsung des Extremalproblems herausstellt. 


Im AnschluB an dieses Ergebnis wurde mehrfach die Vermutung ausgesprochen!). 
daB die symmetrischen Kugelzonen ihre Extremaleigenschaft auch innerhalb der 
umfassenden Klasse $(4, F) beibehalten. 


Indem wir auf theoretische weitere Erérterungen verzichten, geben wir in der 
vorliegenden Mitteilung nun einen elementaren Kôrper bekannt, dessen numerische 
Überprüfung den SchluB gestattet, daB die oben erwahnte Vermutung unrichtig 
ist. Damit ist bewiesen, daB der dem Kugelkappenkérper in diesem Problemkreis 
gegenüberstehende Extremalkérper im Gegensatz zu jenem nicht als Rotations- 
kürper realisierbar ist. 


Wir stellen jetzt einer symmetrischen Kugelzone X, einen Gegenkérper K 
gegeniiber, welcher mit jener in den MaBzahlen 4 und F*iibereinstimmt. Sowohl 
K, als auch K ist ein regelmaBiger Kalottenkürper der Kugel, der aus einer Kugel 
dadurch gewonnen wird, daB man eine gewisse Anzahl kongruenter Kalotten ab- 
schneidet. In der unten folgenden Tabelle bezeichne n die Anzahl der Kalotten, 
« den halben Offnungswinkel des Kreiskegels, der sich mit einer Kalotte zu einem 


1) H. Hapwicer, P. Give und H. Brert: Die svmmetrische Kugelzone als extremaler Ro- 
tationskôrper (Kurze Mitteilung). Experientia Vol. 4 (8), 1948, 304—309. 

*) H. Wapwicer: Zum Problem des vollständigen Ungleichungssystems bei konvexen Korpern. 
Archiv der Math. 1 (1), 1948, 15: ferner: Notiz zur fehlenden Ungleichung in der Theorie der kon- 
vexen Kôrper. Elemente der Math. 8 (6) 113. 


Mirceimme som Pridden seme crams Datamalcicwcs Bat 


Rugekukiir orriunes 2e Du ferme suc F der Radies er Rae Tor Rennes 
elemente urd de et ecpetendes Malsit em snd riz he km Siar Race 
korperz A, zuû A cy farendes- 





K A, 
8 à 2 
z ou: NOTES 
R i 1 an 
M 11.68 se 11.65 Ne 
F 104.2101 1021018 
T 223924 2502: 


Die letzte Zeile dieser Tafel lehrt. daB der Kalottenkürper A das kleinere Vo- 


lumen F aufweist. als die svmmetriche Kugelzone A, welche der nämlichen 
Klasse 81M. F) angebért. 


:Engegansen am 25. 12. 1945) 
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Application des propriétés descriptives de la fonction ,,contingent” 
à la théorie des fonctions de variable réelle et à la géométrie dif. 
férentielle des variétés cartésiennes!) 


Par Gustave CHOQUET à Grenoble 


Ce travail consacré à la géométrie différentielle des ensembles cartésiens et — 


basé sur l'étude topologique de certaines fonctions abstraites qui se retrouvant 
partout en analvse (le contingent. le paratingent en sont des exemples géométriques) 


Ce travail rejoint la théorie des fonctions de variable réelle, non seulement par 
les problèmes qui nous y ont conduit, mais encore par les applications de nos théo- 
rèmes généraux à cette théorie. 


Les résultats essentiels de ce travail sont: 


a) Un théorème topologique général sur les limites de fonctions continues. 

b) La résolution et l'extension d'un problème de LEBESGUE sur la recherche des 
primitives. 

c) La résolution et l'extension d'un problème de M. FRÊCHET sur la paramétn- 
sation positivement dénvable des arcs et des variétés. 

d) La caractérisation des arcs susceptibles d'une paramétrisation dérivable. 

e) La caractérisation topologique de la famille des fonctions dérivées. 


I. — Etude topologique preliminaire. — Nous avons mis en évidence un 
théorème général qui. dans un cas particulier, peut s'exprimer ainsi: Sur tout en- 
semble ferme cartésien E, il existe des points en lesquels le contingent de E possède la 
semi-continuite supérieure dinclusion, Plus précisement. en tout point d'un résidu 
de E, le paratingent de E, est continu et identique au contingent. 

Voici, sous une forme déja assez générale comment peut se formuler le théorème: 

Définitions: Soit U un espace métrique. E et P deux sous-ensembles de £, 
où P constitue un sous-espace complet de C. 

Scit d'autre part -{ un espace métrique compact. 

Soit à une fonction faisant correspondre à tout couple ordonné (m. m’) de points 
distincts de U tels que m = P et m ZE. un point 6 Um. m’) de J variant conti- 
nuement avec m pour tout m° fixe. 


>. Resume de la These. parte dans le Journai de Mathématiques pures et appliquées, 1941. 
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1°. Pour tout point m € P et pour tout voisinage V de m dans U, designons par 
C'£(F) la fermeture de l'ensemble des points 6 (m,m‘) de 4, ou m’C V -&£. 

Puis posons C,;(m)= [| C,(V), cette intersection étant étendue à tous les 
voisinages V de m. 

L'ensemble C,(m) est un sous-ensemble fermé de E. Il apparait comme un 
contingent associé à la fonction 6. 

Nous dirons que C, (m) est le contingent de E en m associé à la fonction 6. 


2. Pour tout mC P et pour tout voisinage F de m dans U, désignons par 
P, p(V) la fermeture de l'ensemble des points 6 (m’,m") de 4, oum’CV-P et . 
m" CV -E. 

Puis posons P; p(m)= [| Pz p(V), cette intersection étant étendue à tous 
les voisinages F de m. 

On a C,z(m)C Pz p(m) et Pz p(m) jouit de la semicontinuité supérieure 
d'inclusion. 

Nous dirons que P; p(m) est le paratingent de E en m relatif à l’ensemble P, 
et associé à la fonction 6. 

On peut alors énoncer: 

Théorème: En tous les points d'un G, partout dense sur P, donc en tous les points 
d’un résiduel de P, Pz p(m) est une fonction continue dem sur P, et l'on a: CL (m) = 
= Px p(m). 

Ce théorème général s’applique immédiatement à l'étude de la fonction multi- 
forme égale à l'ensemble des valeurs-limites d'une suite de fonctions continues 
(ou plus généralement presque continues en un certain sens) de variable réelle. Sous 
cette forme, il élargit doublement le théorème de Baire car, d'une part, il ne suppose 
plus l'unicité de la limite, d'autre part, grâce à l'introduction d’un »paratingent 
abstrait», il renseigne sur la façon dont se fait la convergence. 

On peut en déduire trois remarquables théorèmes topologiques dus à M. DENJoy. 

Ce théorème s'applique également à l'étude d’ensembles cartésiens paramétrés 
et à l'étude de la courbure, de l’osculation, etc. 

Il permet de préciser certains résultates de F. RoGer sur les propriétés tangen- 
tielles des ensembles cartésiens. 

Il permet de montrer que si un ensemble cartésien E a, en tout point M d'un 
ensemble parfait P, son contingent situé dans un hyperplan L, (M) et contenant n 
rayons ayant un coefficient d'indépendance linéaire À borné inférieurement, L, (M) 
est ponctuellement discontinue sur tout sous-ensemble parfait de P. 

Un contre-exemple montre qu'il est essentiel d'introduire ce coefficient À. 

Nous étudions en détail les applications continues d’un espace compact E dans un 
espace cartésien, dont le contingent en tout point est vide ou porté par une seule 
droite; dans le cas particulier ou cette droite a une direction fixe, l'image de Æ a une 
structure très simple. 
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IL — Derivée et primitive d‘une fonction. Soit E un espace topologique. 
Si F (m) et a(m) sont deux fonctions continues à valeurs réelles définies sur £, : 
on définit aisément la notion de dérivée de F (m) par rapport à a (m). Lorsqu'elle 
existe, cette dérivée peut être déterminée ou indéterminée. 


Les formules: x = a(m), y = F (m) définissent une application continue de EF 
dans le plan (x, y). On peut, dès lors, utiliser les résultats géométriques relatifs aux 
applications à contingent porté par une droite. 


a) Cette géométrisation du problème nous permet d'étudier ce que deviennent 
les propriétés classiques des fonctions dérivées lorsque E est un espace compact 
connexe quelconque (propriété de DarBoUx, théorème des accroissements finis) 
Nous montrons l'importance des points de rebroussement dans cette question. 


b) Nous résolvons sous une forme très générale un problème posé par LEBESGtE: 
Unicité et recherche de la primitive d’une fonction dérivée g(m) par rapport a une 
fonction continue quelconque a (m). 


Lorsque EF est compact et connexe. la primitive est unique à une constante près. 
Sinon, nous donnons un théorème analogue à un théorème d’unicité et nous donnons 
une méthode de recherche de toutes les fonctions 6 (m) définies sur E et à dérivée 
nulle par rapport à une fonction continue donnée a (m). | 

| 


Enfin, lorsque E est localement connexe, nous donnons la méthode de recherche 
de la primitive F (m) d'une fonction dérivée donnée g (m) par rapport à une fonction 
continue donnée a (m). 


Nous indiquons dans quel sens on pourrait prolonger cette étude. 


III. — Paramétrisation des courbes et des variétés. 


a) M. FRÊCHET a posé le problème de caractériser les arcs: simples susceptibles 
d'une paramétrisation © (t) dérivable, à dérivée M” (t) partout non nulle. 


Nous donnons la caractérisation de ces arcs valable également pour les ares 
paramétrés (à points multiples éventuels); elle s'exprime par l’absence, sur ces ares, 
de points contrariants en lesquels les oscillations locales de la courbe auraient des 
amplitudes relatives trop grandes. Pour les arcs qui contiendraient de tels points 
contrariants, nous construisons une paramétrisation qui est la meilleure en un certain 
sens. 


b) Nous caractérisons les arcs, simples ou paramétrés, susceptibles d'une pars- 
métrisation dérivable (à dérivée Jf’ (t) éventuellement nulle). Par exemple, tout arc 
rectifiable admet une paramétrisation dérivable. 


Pour de tels arcs, nous construisons une paramétrisation dérivable qui est, en 
un certain sens, la meilleure. 


Il y a identité entre la famille de ces arcs et une famille d’arcs que nous appelons 
ponctuelllement rectificables. 
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c) Nous généralisons notre réponse au problème de FRECHET en caractérisant 
les variétés à x dimensions paramétrées (par un domaine de RÀ,) susceptibles d’une 
paramétrisation positivement dérivable, c'est-à-dire partout tangente à une trans- 
formation linéaire non dégénérée. 


Nous utilisons pour la démonstration des lemmes topologiques dont certains 
donnent les conditions pour qu’une homéomorphie entre deux ensembles fermés 
de R, soit prolongeable à tout l’espace. 


Nous mettons d’autre part en évidence des propriétés de l’ensemble des points 
contrariants d’une variété à » dimensions qui ne sont vraies que pour n = 1. 


IV. — Etude topologique et métrique des fonctions derivées. 

Nous étudions ici les fonctions dérivées de fonctions F (x) d’une variable réelle. 
a) Etude des fonctions de lère classe possédant la propriété de DARBoUx. 

b) Caractérisation métrique simple des fonctions dérivées semi-continues. 

c) Caractérisation topologique des fonctions dérivées: 


Pour toute fonction g (x) (0 £ x < 1) de lère classe possédant la propriété de 
DarBoux, il existe une fonction continue croissante a (x) telle que g[a(x)] soit 
une fonction dérivée. 


d) Caractérisation de l’ensemble des points en lesquels une fonction dérivée 
égale + co (C’est un G, de mesure nulle). 


e) Obtention de fonctions dérivées à partir de fonctions dérivées données. 


En particulier, nous étudions les fonctions continues croissantes a (x) telles que 
pour toute fonction dérivée g (x), la fonction g [a (x)] soit aussi une fonction dérivée. 


(Eingegangen am 26. 1. 1948) 
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Von H. HapwiceER in Bern (Schweiz)*) 


1. Es bezeichne St die Klasse der beschränkten, abgeschlossenen dreidimensio- 
nalen Polyeder des gewühnlichen Raumes. Bewegungsgleiche (eig. kongruente) 
Polyeder sollen, falls dies zweckmäBig ist. durch ein und dasselbe Svmbol 4. B,C... 
bezeichnet werden. £ sei ein Einheitswiirfel. Mit À 4 (2 => 0) bezeichnen wir em 
Polyeder, das zu A ähnlich ist und dessen lineare MaBe sich zu denjenigen von 4 
wie 2: 1 verhalten. Nach der oben getroffenen Konvention ist seine Lage im Raum 
nicht durch die Anschrift charakterisiert. — Unter 4 + B verstehen wir ein Polv- 
eder, das sich in die Teilpolyeder 4 und B zerlegen läBt. Diese wie jede im folgenden 
angeschriebene Summe ist wie üblich als Vereinigungsmenge zu interpretieren, 
wobei jedoch die für uns wesentliche zusätzliche Vorschrift zu beachten sei, dal 
die Summanden paarweise keine inneren Punkte gemeinsam haben sollen. — Sind 
zwei Polyeder 4 und B zerlegungsgleich oder äquivalent, so daB sich beide Polveder 
definitionsgemäB simultan als endliche Summe paarweise bewegungsgleicher Teil- 
polveder anschreiben lassen. so setzen wir 4 ~ B. Unter der symbolisch aufz- 
fassenden Aquivalenzformel À ~ B —C wollen wir nach Konvention das nämliche 
verstehen, wie das, was durch die eigentliche Formel A +C ~ B ausgedriickt 
wird. 

2. In einer demnächst erscheinenden Note!) habe ich den folgenden Aquivalenz- 
satz bewiesen: Es gibt eine Teilklasse IC KR von Basispolyedern (Bausteine) 0, 
daB durch jedes Polyeder A € eine Auswahl endlich vieler Basispolyeder A, CE 
sowie ein zugehôrendes System gleich vieler Koeffizienten a, (— 00 < a, << oo) und 
endlich noch ein weiterer Koeffizient £ (— oo < E < o) auf eine und nur eine Weise 
fesigelegt sind, so daB die Aquivalenzrelation 


ANE 1+) 4,4, (1) 


besteht. — Mit Hilfe der in der Basisklasse enthaltenen Bausteine kann somit jedes 
Polyeder des Raumes im Sinne der Darstellungsformel (1) hergestellt werden, und 
umgekehrt bestimmt jedes Polyeder die hierbei benôtigten Bausteine sowie die 

*) ZusammengefaBte Darstellung der an der Jahresversammlung der Schweizerischen Mathe- 


matischen Gesellschaft am 5. September 1948 in St. Gallen mitgeteilten Resultate. 
1) Erscheint in Comm. Math. Helv. 
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erforderlichen Koeffizienten «, der ähnlichen VergréBerung bzw. Verkleinerung ein- 
deutig. In der Anschrift der Aquivalenzformel (1) tritt eine durch verschiedene 
Umstände gerechtfertigte Sonderstellung des Würfels £ deutlich in Erscheinung. 


3. Der Beweis für die Existenz der Basisklasse À setzt die Gültigkeit des Aus- 
wahlaxioms, insbesondere des Wohlordnungssatzes von ZERMELO voraus. Indessen 
handelt es sich um einen reinen Existenzbeweis, der in seinen wesentlichen Ziigen 
der bekannten Hametschen Konstruktion?) nachgebildet ist. Für die Struktur der 
Klasse À und der ihr angehôürenden Polyeder A, ergeben sich keinerlei weitere Auf- 
schliisse. — Nach dem Dennschen Satz’), welcher in Bestätigung einer bekannten 
Vermutung D. Hivserts*) aussagt, da8 es überhaupt inhaltsgleiche nicht äqui- 
valente Polyeder gibt, ist nur zunächst sichergestellt, da8 À wenigstens ein Element 
enthält. Andernfalls wäre nach (1) jedes Polyeder mit einem Wiirfel äquivalent, 
woraus sich im Hinblick auf die Transitivität der Aquivalenz die Folgerung ziehen 
lieBe, daB je zwei inhaltsgleiche Polyeder äquivalent sind. 


. Die Forme! (1) gestattet z. B. ohne weiteres einen von J. P. SYpLER5) bewiesenen 
Satz abzulesen, wonach es eine Menge von inhaltsgleichen Polyedern von der 
Mächtigkeit des Kontinuums so gibt, daB je zwei herausgegriffene Polveder nicht 
Aquivalent sind. 


4. Unter einem additiven Polyederfunktional wollen wir hier cin eindeutiges, 
reellwertiges über der Klasse À definiertes Funktional y(4) verstehen, welches die 
beiden nachfolgend aufgeführten Haupteigenschaften hat: 


(D) p(A) = y(4'), A = A’ (bewegungsinvariant); 
(II) (4 + B) = p(4) + p(B) (additiv). 


Es handelt sich um zwei Postulate, welche insbesondere fiir die Inhaltslehre 
von grundlegender Bedeutung sind. Der elementare Polyederinhalt, den wir mit 
J (A) bezeichnen wollen, ist jedenfalls ein Funktional der von uns betrachteten 
Art. — Vertreten wir die Auffassung, da8 der elementare Polyederinhalt nicht 
etwas an sich Gegebenes ist, so haben wir diesen als Funktional in unserem Sinne 
zu definieren. Geschicht dies in der üblichen Weise, wonach J (A) als algebraische 
Summe der Inhalte der Tetraeder, in die sich A tetrangulieren laBt, erklärt wird, 
so hat man die Unabhängigkeit der so erzielbaren Summe von der speziellen Tetran- 
gulierung von A nachzuweisen. Diese Eigenschaft ist identiseh mit der durch (Il) 


?) G. Hamet, Eine Basis aller Zahlen und die unstetigen Lôüsungen der Funktionalgleichung 
f(z+y) = f(x) + f(y). Math. Ann. 60, 459— 462 (1905). 

3) M. Denn, Über den Rauminhalt. Math. Ann. 55, 465—478 (1901). 

#) D. Hitpert, Mathematische Probleme. Gôttinger Nachrichten 1900 (266). 

5) J. P.Sypiter, Sur la décomposition des polyèdres. (Comm. Math. Helv. 16, 266—273 
(1943/44). 
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geforderten Additivität. Der Beweis dieser Eigenschaft des oben erklärten it 
halts J(A) ist. wie bekannt. das eigentliche Kernstück der Theorie von S. 0. Sca- 
TUNOWSKI®) und W. Suss?). 


Einmal vom Standpunkt der elementaren Inhaltstheorie aus stellt sich die Frage. 
ob der klassische elementare Polvederinhalt J() im wesentlichen durch die beiden 
durch (I) und (IT) ausgedrückten Eigenschaften charakterisiert werden kann. mit 
andern Worten. ob die lineare Mannigfaltigkeit aller Lüsungen von (I) und (I) 
mit der eindimensionalen Schar 


q(A)=cJ(A) (— 2 <c<o) (3) 
identisch ist. oder diese nur als echte Teilmannigfaltigkeit enthalt. 


Verschiedene Beweisversuche fiir den erstgenannten näherliegenden Sachverhalt 
blieben ohne Erfolg. Selbstverständlich gelingt dieser Nachweis dann, wenn mm 
noch weitere passende Eigenschaften des Funktionals fordert. SchulmaBig und fast 
trivial gestaltet sich die Herleitung von (2) unter der zusätzlichen Voraussetzung. 
das g (41) stetig ist. 

Vom Gesichtspunkt der elementaren Inhaltstheorie aus ist die Voraussetzung 
sinnvoll, daB g(4) nicht-negativ sei. — Kiirzlich habe ich eine Ableitung von (2) 
unter der soeben genannten Voraussetzung gegeben®). Der Koeffizient c wird inner- 
halb der Inhaltstheorie durch die dort übliche Festlegung g(£) = 1 noch bestimnt: 
es ist dann natürlich c = 1. — Die letzterwahnten Ergebnisse zeigen, da sich 
der klassische Polvederinhalt. insbesondere die Tetraederformel, welche in der 
ScHaTuxowskischen Theorie ohne weitere Begriindung willkürlich angesetzt wird. 
in vüllig eindeutiger und zwingender Weise aus den vier natürlichen Haupteigen- 
schaften des Inhalts herleiten lassen. — 


Um auf die oben gestellte Hauptfrage zuriickzukommen, kann nunmehr eit- 
geräumt werden. daB sich auf Grund der Aquivalenzformel (1) zeigen läBt, da8 in 
der Tat die Mannigfaltigkeit aller Lüsungen von (I) und (II) ganz erheblich um- 
fangreicher ist als die Schar (2). 


d. Die volle Lisungsmannigfaltigkeit scheint indessen ziemlich uniibersichtlich 
zu sein. Es ist deshalb gegeben. durch eine weitere. aber nicht zu starke Voraus- 
setzung eine Teilmannigfaltigkeit auszuscheiden, welche immer noch die trivialen 
Lisungen (2) umfaBt. die sich aber in befriedigender Weise charakterisieren und 
überblicken läSt. 

6) S. 0. ScHATUNOWSKI, Über den Rauminhalt der Polveder. Math. Ann. 87, 496—508 (1903). 

7) W. St ss, Über das InhaltsmaB bei mehrdimensionalen Polyedern, Tohoku Math. Journal 38, 
252-- 261 (1938). 

*) H. Hapwicer, Bemerkuny zur elementaren Inhaltslehre des Raumes, Elemente der Math. 4, 
3-7 UN, 
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Das von uns zu wählende dritte Postulat heiBt: 
(ID) (2 A) ist eine stetige Funktion von 4. 


Ein Funktional, für welches (A A) = 4* (A) gilt, hei8t homogen vom Grade x; 
ein solches ist natiirlich stetig im Sinne von (III). Es läBt sich nun zunächst zeigen, 
da nur x = 3 oder x = 1 in Betracht fällt. Aus diesem Grunde ist es angezeigt, 
einmal das Postulat (III) wie folgt zu spezialisieren: 


(a) p(A 4) = À y(4); 
(IIIb) (4 4) = À ¢(A). 


Wir wollen die Lésungsmannigfaltigkeit von (I), (IJ), (HIT) bzw. (IIIa) bzw. (IIIb) 
mit M bzw. M, bzw. Mt, bezeichnen. 


Es läBt sich sodann zeigen, daB I = Mt, + M, ist, wodurch dargetan ist, daB 
durch die beiden wesentlich spezielleren Forderungen (II]1a) und (IIIb) bereits alle 
Lüsungen ausgeschieden werden, welche auch der allgemeinen Forderung (III) 
genügen. ~ 


6. ES mu8 sich nun darum handeln, die Lüsungsmannigfaltigkeiten M, und M, 
näher zu charakterisieren, insbesondere zu zeigen, daB diese nicht leer sind. — Wir 
greifen auf die Aquivalenzformel (1) zuriick. — Zunächst künnen wir jedem Basis- 
polyeder 4, ein additives, linear-homogenes Funktional durch den Ansatz 


4:(4) = «, (3) 


zuordnen; der Funktionalwert ist also gleich dem in der eindeutigen Aquivalenz- 
relation (1) für das Polyeder A € & auftretenden Koeffizienten von A,. Es gibt 
demnach ebensoviele Funktionale (3) als die Basisklasse A Bausteine aufzuweisen 
hat, also wenigstens eines. 


Nunmehr lassen sich die drei Lésungsklassen vollständig umschreiben: 
a. Die Mannigfaltigkeit M, besteht aus allen Funktionalen der Form 


p(4) =cJ(A); (4) 
b. Die Mannigfaltigkeit M, besteht aus allen Funktionalen der Form 
p(A) = Die, x,(A). (9) 


Hierbei ist zu bedenken, daB sich die angeschriebene Reihe fiir ein fest gewähltes 
Polyeder A stets auf eine endliche Summe reduziert, da die Funktionale (3) fiir 
laufendes t und festes 4 nur fiir endlich viele x einen von Null verschiedenen Wert 
haben. 


a” 
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SchlieBlich haben wir: 
e. Die Mannigfaltigkeit Dt besteht aus allen Funktionalen der Form 
p(4)=cJ(4) + Dic, x,(A). 6) 
Endlich ergibt sich aus allen oben näher erürterten Zusammenhängen der fol 
gende Satz: 
Zwei Polyeder A, BCS sind dann und nur dann zerlegungsgleich (äquivalent 
wenn für alle Funktionale der Mannigfaltigkett M 


p(4) = p(B) 
gilt; d.h. die notwendigen und hinreichenden Bedingungen für A ~ B lauten 
J(A) =J(B); 2:(4) = 4,(B) für alle v. 


(Eingegangen am 18. 11. 1948) 


Mengen mit affiner Anordnung 


Von Hetmurt Scuiek in Weil a. Rh. 


Einleitung 

Die vorliegende Arbeit bezweckt den Aufbau linearer Räume beliebiger Di- 
mension aus den in formalisierter, Gestalt vorliegenden Anordnungsaxiomen. Die 
Formulierung der Axiome und die Anfangsentwicklungen wurden angeregt durch 
F. Scuur [5] (dreidimensionaler Raum). 

Für die Räume endlicher Dimension existiert eine Arbeit von E. H. Moone [2], 
in der — ebenfalls von den projektiven Axiomen ausgehend — der n-dimensionale 
lineare Raum durch vollständige Induktion nach x definiert wird; der Begriff 
der Geraden wird dort unter die Grundbegriffe mit aufgenommen. 

Einen Dimensionsbegriff, der dem hier vorliegenden verwandt ist, verwendet 
TEICHMULLER [6] fiir allgemeine Vektorräume mit Koeffizienten aus dem Quatern- 
ionenkérper. TEICHMULLER zitiert ferner zwei Arbeiten von Lowic: [3] und [4]. 
Die grundlegenden Begriffe des §1 sind teilweise Ubertragungen analoger Be- 

griffe der linearen Algebra. In § 2 enthält der Satz I eine explizite Definition des 
allgemeinen linearen Raumes, die eine Analogie zur PEANoschen Definition der 
Ebene darstellt (ScHur [5], S. 7). Die Beweise verlaufen jedoch im allgemeinen - 
Fall wesentlich komplizierter und verlangen schärfere formale Hilfsmittel. Unter 
Verwendung der obigen expliziten Definition werden die Sätze über allgemeine 
lineare Räume abgeleitet und in § 3 die wesentlichsten Ergebnisse zusammengestellt. 
Durch Einführung eines Umgebungsbegriffes wird der AnschluB an die Topologie 
erreicht. Die ausführlichen Beweise sollen noch verôffentlicht werden’). 


§ 1. Grundlegende Begriffe 
I. Wir nennen eine Menge G affin angeordnet, falls jedem (ungeordneten) 
Paar von Elementen {4, B} aus G, 4 CG, BEG, A + B vermüge einer 
Funktion © eine Teilmenge G(A, B) zugeordnet ist, welche folgende Postulate 
erfiillt (vgl. ScHur [5], S. 5ff.): 
P.1. oc €(A, B)CG 
P.2. CE €(A, B) > S(A,C)C E(A, B) 
1) Inzwischen soll das vollständige Manuskript im Mathematischen Forschungsinstitut Ober- 
wolfach zur Einsicht niedergelegt werden. 
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P.3. C = D 
CE S(A, B) ~ 
DE ZA, B) — CE E(4, D) 


DE'&(4.0C) 
P.4 3(C)[CEG, BE S(A.C)] 


P.5.C + D 
BE s(dA.C) 
Be &(A, D) 
DE} S(B,C) 
P.6. 4 = B,A Ej) S(B.C).DE S(A, B) 


A+C,BE|E(A,C), EE S(C,D)}— 3(F) [F € (B,C), EC S(4,F) 


+ CE S(B, D) 


(Axiom von Moore [2], S. 147, gleichwertig dem Axiom von Pascn). 
J ist Existentialzeichen, -> Implikationszeichen, o die Nullmenge. 


Soweit nicht anders vermerkt, sind alle in der Arbeit auftretenden Mengen 
Teilmengen von G. 


Statt CE €(A. B) schreiben wir auch C V (4, B) [Symbol von Nett, 
.C zwischen (4, B)"]. 


Aus P. 1—P. 3 werden die Anordnungseigenschaften innerhalb einer gegebenen 
Strecke S(A, B) abgeleitet. Mittels P. 4 definiert man die ,,Verlingerungen“ 
von G(A, B) und die Gerade (4, B) (Scucr [5], S. 6). Aus P. 1—P. 5 folgen 
die Eigenschaften der linearen Anordnung auf &(4, B). 


Eine Teilmenge © von @ nennt man einen linearen Raum (1. R.), falls mit 
AEX BEX auch T(4. B)C L gilt. T(U) sei der kleinste 1. R., welcher Ul 
enthält; man nennt dann ll erzeugende Menge von T(U). Existiert kein 
U*C LU, so daB TU) = T(U*), so nennt man UW Basis von T(U). 11 nennt 
man unabhängig. falls U Basis ist von T(l). 


Jedem 1. R. wird zugeordnet die Menge aller ihrer erzeugenden ‘Mengen, 
damit auch die Menge der den erzeugenden Mengen zugehérigen Kardinal- 
zahlen. Diese Menge von Kardinalzahlen la8t sich der GréBe nach wohlordnen; 
die kleinste Kardinalzahl nennt man Dimensionszahl des 1. R. (vgl. eine ahn- 
liche Definition bei TEicHMÜLLER [6]. S. 85). Mittels einer einfachen Über- 
legung wird gezeigt. daB zu jedem Punkt P € T(U) eine endliche Menge U* CU 
existiert (die wir zudem noch als unabhängig annehmen künnen), so daB gilt: 
PET(*) Hierdurch künnen viele Sätze auf Spezialfälle über endlich- 
dimensionale Räume zurückgeführt werden. 
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§ 2. Peanoprodukte 


- Für zwei Mengen A € G, B € G definieren wir ein ,,Inneres Produkt“ Ao B 
und ein ,,AuBeres Produkt' A x B: 


AOB— SA, B)= Bow 


ACU 
Be 


mit 
G(4, 4) = 0, XO0D—A—=00A 
(hiermit kann P.6 als Assoziativgesetz geschrieben werden). 


A x B= DTA, B)=% x A 
ACU 
BED 
mit 
$(A,4)=4A,UAxo=A=—o0x A. 
L Für eine unabhängige endliche Menge § — (Pr. ... P,} ist das Produkt 


—1 
IR — ÎTP, (definiert als {P,} für n = 1, als TIP, CP, fiir n > 1) unab- 


v=1 
hängig von der Reihenfolge der Faktoren. Es gelten eine Anzahl von Rechen- 
regeln, die einfachen Eigenschaften der offenen Simplizes entsprechen. 


Sei ll © G, ferner seien U, und ll, endliche Mengen, U, CU, U, CU, 
U, MU = 0, iu, + Uz, unabhängig, so nennen wir das Produkt 
P,p= ITU, x ITU, ein Peanoprodukt in U Jeden Punkt SE P, be- 
zeichnen wir als peanosch in Ul. 


[. U € sei unabhängig (in der Folge festgehalten); wir definieren dann die 
Menge $(U) der gemischten Produkte über U als kleinste Menge mit den 
Eigenschaften: 


1. a)o EP) 
b) U EP), falls VEU 


2. PER | KR P,0 P,€ FU) 
P,€ PU) b) PyxP,€ SU). 


Wird nur 2a verlangt, so kommen wir zur Menge $,(l) der inneren Produkte 
über U, wird nur 2b verlangt zur Menge R,(U) der äuBeren Produkte über U1. 


Wir kénnen jedem gemischten Produkt eindeutig ein äuBeres Produkt O(P) 
zuordnen als ,,Oberprodukt‘ durch die Festsetzung: 


O(P) = 0(P,) x O(P,) für P = P, © P, oder P= P, x Pp, 
O(0) = 0, O({U}) = {U} (VEU). 
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Die Menge A(U) aller Produktausdrücke über U ist definiert als Keinste 
Menge mit den Eigenschaîften: 


1. a) 
b) 


+ HE] > fanmade me. 


| wie oben, 


Durch 
p(x) = qu) X (2) fiir x = {2,, a}, 
p(o) = 0, p({U}) = {U} fir UEU 


kônnen wir jedem Produktausdruck eindeutig ein äuBeres Produkt ç(x) z- 
ordnen. Für ein äuBeres Produkt P, € $,(U) ist eindeutig bestimmt die Menge 
g-1(P,,) aller Produktausdriicke + € U(U), so daB w(x) = P, ist [p—1(P,) kann 
mehr als einen Produktausdruck enthalten, da die Punktmenge P, u. U. auf 
formal verschiedene Weise geschrieben werden kann]. 


Der Menge (11) ordnen wir zu eine kommutative Halbgruppe mit Einheits- 
element E und UW als Erzeugendensystem durch die Festsetzung: 


y(o) = £, y({U} = U = Ut für U EU, p(x) = yp(x) - y(æ) 


(Gruppenprodukt), wo x = {x,,x,}E U(U) ist. Alle Elemente der Halbgruppe 
schreiben sich als Potenzprodukte. Sei P € (U1) ein gemischtes Produkt, s0 
setzen wir g-1(P) = g-1[0(P)], Mit r(P) = yg 1(P) wollen wir die Menge 
aller Potenzprodukte y(x) bezeichnen mit x € g-1(P). Sei S € T(U) (U unab- 
hangig), so existiert die Menge M(S, UW) aller gemischten Produkte P € SU). 
so daB SEP gilt. Mit r(S, U1) wollen wir die Vereinigungsmenge aller t(P) 
bezeichnen mit PE M(S, 1) (Darstellungsmenge von S in U). Jeder Dar- 
stellungQ@ ET(S, Il) ist eindeutig zugeordnet eine natiirliche Zahl g(Q) als 
Grad der Darstellung: 


9(Q) = Dr, fir Q= li... UmU;EU(<i<n). 
1= 1 


Sind alle », gleich 1 oder 0, so nennen wir die Darstellung schlicht. 


7. Sei UC  unabhängig, ferner X CTU). YETU), X + Y, ZETA, FT) 


und siXe P, Ye P,’. wo P, und P,’ Peanoprodukte sind in U, so gilt: 
ZEP=P,x P,, wo P=P, x P,’ ein gemischtes Produkt ist über U. 
Sei Q = y(x) mit 7G q-}(2) eine nicht-schlichte Darstellung von Z in Ui, 
so gilt folgender Hilfssatz: 


em ee ee — 
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HS. 

Besitzt die — wie oben konstruierte — nichtschlichte Darstellung Q von Z 
in U, QET(Z,U) den Gradg(Q) — g, so existiert eine weitere Darstellung 
Q'ErT(Z, UW) mit einem Grad g’ = g(Q') <g. 

Der Satz wird bewiesen durch vollstandige Induktion nach g und erfordert 
mehrere Fallunterscheidungen, die nur teilweise aufeinander reduzierbar sind. 


Aus dem HS. folgt, daB Z auch eine schlichte Darstellung in U besitzen 
muB8. Vermittels eines weiteren Hilfssatzes zeigt man, daB man zu einer solchen 
schlichten Darstellung auch ein Peanoprodukt P, angeben kann, so daB 
ZEP, ist. Hieraus folgt, da8 alle Punkte von Z(U) peanosch sind in U. 


Vermittels des in §1 (SchluB) erwähnten Verfahrens wird der Satz für 
beliebige T(U) (U nicht notwendig unabhangig) zurückgeführt auf den Spezial- 
fall endlich-dimensionaler T(U) (U unabhängig). 

Satz I 
In X(U) sind alle Punkte peanosch in U1. 


Satz I enthalt eine explizite Definition von T(U), die eine Analogie zur 
Peanoschen Definition der Ebene darstellt (Scour [5], S. 7). 


§ 3. Sätze über allgemeine lineare Raume 
Im folgenden sollen noch die wichtigsten Ergebnisse angefiihrt werden: 


I. 1. Die Trennung in Halbräume durch eine Hyperebene gilt auch fiir 1. R. be- 
liebiger Dimension (Verfahren analog Scuur [5], S. 12). 


2. Unter Beniitzung von Satz I beweist man: 


Satz I. 
A €| TU) 
A'E|T(U) > TU + 4) = TU +A’) 
A'ETU + A) 
3. Aus Satz I folgt ferner: 
Satz III 
Es sel: 


U+A,+A,+...+A, unabhängig 

U+ B,+ B,+...+B, unabhängig 

B,ETU +4, +4,4+....4+4,) 1<i<n), 
dann gilt: 

EU +4, +...+4,) = TU +B, +...+8B,). 
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IL Mittels der Ergebnisse aus I lassen sich folgende Basiss&tze ableiten: 


IL 


H. Scurek 





Hieraus folgt als Korollar, daB in einem 1. R. der Dimensionszahls 
jede Basis aus n Punkten besteht. | 


Satz IV 
Jeder lineare Raum besitzt eine Basis. 


Satz V 


U, und ll, seien Basen von &. Die Dimensionszahl von © sei D(®. ¥, 
bzw. N, seien die Mächtigkeiten von U,, bzw. U,, dann gilt: 


x, = N 8 — D(X) ° 
Seien , und & zwei 1.R., 2, + 0 ihr Durchschnitt, T(L, + &) 
Verbindungsraum, dann folgen die Schnittsätze: 


Satz VI 


Es sei © eine Basis des Durchschnitts (M) N TN) + o. D labt ach 
dann erweitern zu einer Basis D + Mt, von T(M) = L, und zu einer Bass 
D+M, von T(N) = L, so daB D + M, +N, Basis ist von T(M +), 
und zwar gilt dies für jede beliebige Basis D + M, von T (D) und jede beliebige 
Basis D +N, von T(N); stets ist D + M, + MN, Basis von T(M +N). 


Satz VII 
Unter Verwendung von Satz V folgt aus Satz VI die Dimensionsgleichung: 
No + N, — x, + &,, 


wo N, die Dimensionszahl des Verbindungsraumes ist, $, die Dimensionszahl 
des Durchschnitts und 8, bzw. &, die Dimensionszahl von €, bzw. & (vgl. 
TEICHMULLER [6], S. 91). 


. Sei LM & = 0, so kénnen die beiden Fälle eintreten: 


1. Ist M eine beliebige Basis von &, und % eine beliebige Basis von &, so 
ist stets M +) unabhängig. Wir nennen dann Q, und & zueinander 
windschief. 


2. Es gibt eine Basis M von &, und eine Basis 2 von &, so daB Mt + M ab- 
hängig ist. Wir nennen dann %, und ©, zueinander teilparallel. 

Uber teilparallele und windschiefe Räume gelten folgende Satze: 

Satz VIII 


Ist MVR = o und ist M +N unabhangig, so sind T(M) und TN) zu- 
einander windschief. 
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Satz IX 
Sind Z(Mt) und TN) zueinander windschief und ist TU) S T(M), so gilt: 


TN) VER + U) = Tu). 
Satz X 
Sei T(M) teilparallel zu TM), EU) € TN) jedoch windschief zu TN), 
so gilt: 
TON) AIM +U) > TU). 


. Sei @ ein 1. R., so kénnen wir für jeden Punkt P € £ ein Umgebungssystem 
definieren in &: 


Eine Menge À € @ nennen wir wie üblich konvez, falls mit dE KR, BER 
auch ©(A, B) € À gilt. Wir nennen sie offen in ©, falls fiir jeden Punkt PER 
zu jeder Geraden g € Q, PEg zwei Punkte P,E À, P,E À existieren, so 
daB P,€g, P,€Eg, PV (P,, P,) gilt. 


Für PER definieren wir dann ein Umgebungssystem in 2 als Gesamtheit 
aller konvexen Mengen, welche P enthalten und offen sind in & 
Dieses Umgebungssystem erfüllt die vier Hausporrrschen Axiome, d. h. 
£ ist ein 7,-Raum (ALEXANDROFF-HopF [1], S. 67). Das Existenz- und das 
Trennungsaxiom werden bewiesen an speziellen ,, Normalumgebungen“. Damit 
ist der Anschlu8 an die Topologie erreicht. 
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Zwei Parameterlésungen einer mehrgradigen Gleichung 


Von A. Groves in Luxemburg 


Ich gebe in folgendem Parameterlosungen der mehrgradigen Gleichung: 
A,. Ay, ..-, Ag! 3" ‘ B,. B,,....B,1\). ul) 
En gilt der folgende Satz, den ich früher bewiesen habe*). 


Satz. 
Chilt die mehrgradige Gleichung 
Œye Age Ag * * bj, by, ds , . (2) 
mit der Nehenhezichung 


dd — a, == 2 (b, + 6, — 5,), a, + a, —a, +0, (3) 


av gilt auch die folgende: ) 
ba, Au} 3a3, 74, —a,+4,, — 3a, + 5a,+ 3a,, — a +7a+a, 
2 (b, + by + 365) 1447 (4) 
Gy -+ dy -t Tay, 3a, -+ 3a + Say, 2(3b, — b, + by), 
2(-—b, | 3b, -+ 65). 3 (a, + as —a,). 
Demnach ergibt jede Lésung von (2) (3) eine zu (1). Lüsungen des Syatems (2) (3) erhalt man 
leicht in den folgenden zwei Fallen. 
1. all: 
Ich fiige zu dem System die Relation 
a, —a, = b,— b, (5) 
hinzu. 
Wenn man nun setzt 
ay + da — As = 2 (b, + b, — ba) = 4h; 
a, — a, = 6, — b, = 2k; 
a,=a-+k, b=b+k, 

'y Die Bezeichnung besagt. daB die Summe der Potenzen der Zahlen der ersten Gleichungs- 
cite gleich ist der Summe der entsprechenden Potenzen der Zahlen der zweiten Gleichungsseite 
für die Werte 1.8,6, 7 des Exponenten. 

Retr. der Definitionen und Bezeichnungen über mehrgradige Gleichungen, cf.: 

A. Gioprs, Sur les égalités multigrades, Luxembourg, 1938. 


A. Gropnn, Mehrgradige Gleichungen, Groningen, 1944. 
*) The American Mathematical Monthly, Vol. LUT, No. 4, 1946, pp. 205—206. 
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so bleibt zu erfiillen 
a—k, 4hkA+2k, atk7*4b-—khb+k, 26— 2h, 


woraus sich folgende zwei Bedingungen für die GrôBen a, b, h.k ergeben: 


(2b — 2h) + (E+ Ah) — (a? +54) = 6; 


die Form von (6") erhält man nach Streichung des gemeinsamen Faktors 2 (a? — b*). 
Zur Lésung des Systems (6’) (6") mache ich den Ansatz: 
2b6—2h=2mn+ pq; a=mp+nrq, 
2k+-4h=2mn— pq: b=mp—ngq. 
Gleichung (6") verwandelt sich nun in eine solche von der Form 
am + Bmqt+yq=0, 
worin die Diskriminante 6 = ff? — 4ay = 0, folglich erhält man zwei rationale Werte für den 
Quotienten 7 . Diese sind 


9 96 n — 
a ar und — ign 85. 

Die erste Lüsung, die sich hieraus für (2) (3) ergibt, ist trivial. Der zweite Wert von J” ergibt fol- 
gende, worin (2,u.») die quadratische Form Ap*+ upn-+ vn? darstellt: : 

(8, — 39, 16), ( 13, — 22, — 26), (— 7, — 13, 30) * 4 

(8, — 13, — 30), (— 7, 138, — 16), (— 13, 24, — 26). 
Hieraus ergibt sich schlieBlich folgende Parameterlésung zu (1): 
(— 5, — 42, 62), (9, — 66, 42), (5, — 8, — 22), (19, — 32, — 42), (— 19, 36, — 62) ‘5? 
(— 7, — 38, 50), (7, — 62, 30), (9, — 14, — 60), (— 21, 38, — 22), (21, — 36, — 30). (7) 
2. Fall. 

Ich füge zu dem System (2) (3) die Relation 


a, — 4, — bg — b, (8) 
hinzu. ; 


Ich setze nun 
a, + a, — a, = 2 (b, + by — Ds) = LD; 
da — a, = by — b, = 2k, 
a, =a+k, b=b+k. 
Es bleibt zu erfüllen 
a—k,a+k, 2a—4h 74 244+ 29h, 6-4 6+8. 


Hieraus folgen die zwei Bedingungen 


(2k + 2h) — (2a — 4h)? = 2 (a? — 5) (9') 
(2k + 2h)? + (2a — 4h)? — (at + b?) = 6 ki. (9°) 
Ich schreibe nun ähnlich wie beim 1. Fall ° 


2ki2h=2mn+ pq; a=mp+ngq, 
2a—4h=2nm— pq; b=mp—nq. 
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Der Quotient _ hat folgende zwei rationale Werte: 


m lin—13p 


— =  ———— und @ = 5 n—11p" 


Der erste Wert führt zu einer trivialen Lôsung des Systems (2) (3). Der zweite ergibt folgende 
Lésung: 
(6, 7, — 8), (16, — 7, — 5), (14, — 24, 7) 5 
(14, — 2, — 7), (6. — 7, 6), (16, — 21, 8). 


Hieraus findet man eine neue Parameterlésung Zu (1): 


(6, — 4, —1), (10, 8, — 11), (26, —32, 5), (30, — 20, —6), (34, —36, 11) 1°3:5°? 
(30, —42, 9), (34, —30, — 1), (26, —10, —9), (10, —20, 16), (6. 18, —15). (10) 
Lahlenbeispiel. 

Aus | 6, 23, 25 ** 10, 19, 27 


6 + 23 — 26 = 2(10+ 19 — 27) 
ergibt sich 


3, 19, 37, 51, 53 #7 9, 11, 43, 45, 65. 
Dies ist die Lésung in kleinsten Zahlen der mehrgradigen Gleichung (1): 


(Eingegangen am 21. 9. 1948) 


Uber mehrgradige Gleichungen 


Von A. GLopex in Luxemburg 


A. Gilt die mehrgradige Gleichung 


a,b, (a+b) *:* c,d,(c+d), 
so gilt auch die folgende für die fünf Werte 1,2,3,4,5 der Hochzahl 


t—a,t—b,t—a—b,t+a,t+b,t+a+b P2345 
t—c,t(—d,t—c—d,i+cec,t+d,t+cd, 
für beliebige Werte von t. 


Setzt man ¢ =“ +? und streicht auf der ersten Gleichungsseite die hier auftretenden sym- 


metrischen Zahlen, so besteht die neue Gleichung nur mehr für die Werte 1. 3,5 des Exponenten: 
man findet 

3a+ 6, 3b+a,3a+3b,2d—-a—-b,2c+2d-a—-b 33:5 

a+b,a+6—2c,a4+6+4+ 2¢,a4+64 2d,a+6+4+2c+ 2d. i1) 
Zahlenbeispiel : 

1, 18. 19 7:4 7, 14, 21 
ergibt 
9, 21, 23, 55, 57 !'? 145 5, 19, 33, 47, 61. (1’) 


| 


Kleine wissenschaftliche Mittetlungen 483 


B. Zwei Lésungen der Multigrade 
A,, Ay, A;, A, ‘2° B,, By, Bs, B,. 
(x) Setzt man in (1) 6 = 0, so bleiben vier Glicder auf jeder Gleichungsseite. 
Zahlenbeisprel. Aus 
7,7 *4 3, 6, 8 
ergibt sich 
3, 9, 21, 21 "3:5 1, 13, 17, 23. 
(B) Setzt man 
a+b—2c+d, 
so findet man 
a=2p'—pq—q, b—3pg, 
c=pq—q, d=2p+ 
und \ 
6 p* — 39°, 2p* + 8pq — q°, 6p°+ 6 pq — 3q%, 2p?—2pgt+3qe Ve? 
2p° + 2pq — q°, 2p° + 4pg — 3q°, 6 p° + 2 pq + q°, 6p? + 4 pq — g°; 
p und q sind zwei unabhängige Parameter. 
Zahlenbeisprel. Für p= 2, g = 1 ergibt sich 
7, 21, 23, 33 ‘#5 11, 13, 29, 31. 
C. Aus dem Zahlenbeispiel (1') leite ich unter Anwendung meines Reduktionssatzes für mehr- 
gradige Gleichungen!) folgende Multigrade ab: 


7, 14, 13, 18, 23, 28 7-4 5, 10, 15, 20, 25, 26. 


Auf der ersten Gleichungsseite bilden 4 Glieder eine arithmetische Reihe, auf der 2. Gleichungs- 
seite 5 mit derselben Differenz. ° 


(Eingegangen am 21.9. 1948) 


1) Cf. ,,.Ein Satz über die Erniedrigung der Ordnung mehrgradiger Gleichungen“. Gazeta 
Matematica, Bucarest, Vol. XLIV (1939), Seite 293—297. 
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Perséniiches 


Bei einer Zusammenkunft von Spezialisten der 
Topologie im Mathematischen Forschungs- 
institut in Oberwolfach verstarb am 4. April 
1949 Prof. Dr. WiLLiAm THRELFALL, der Mit- 
begründer und langjährige Mitarbeiter des In- 
stituts, o. Professor an der Universitat Ileidel- 
berg, in seinem 61. Lebensjahr. 


Gesellschaften, Tagungen 


Tagung der Deutschen Mathematiker- 
Veretnigung. Die diesjährige DMV-Tagung 
findet in der mit dem 18.9. dieses Jahres be- 
ginnenden Woche in Kôln statt. Einzelheiten 
der Tagung werden Ende Juli bekanntgegeben. 
Es sind insbesondere zusammenfassende Be- 
richte über Allgemeine Raume und Eigenwert- 
theorie vorgesehen. Erwiinscht sind auch Vor- 
trage aus dem Kreis der Schulmathematik. 


II. Osterreichischer MathematikerkongreB. 
Der KongreB, zu dem von der ,.Usterreichischen 
mathematischen Gesellschaft’ die Mathematiker 
aller Lander eingeladen werden, soll nunmehr 
in der Zeit vom 29.8. bis 2.9. 1949 in Innsbruck 
(Tirol) stattfinden. Die wissenschaftliche Arbeit 
des Kongresses gliedert sich in die Sektionen: 
Analysis: Geometrie und Topologie: Algebra 
und Zahlentheorie: Angewandte Mathematik; 
Geschichte, Philosophie und Unterricht. 


15. Tagung zur Pflege des Zusammen- 
hanges von Universität und Schule. Am 
8. und 9.6. 1949 fand in Münster i. W. die 
15. Tagung zur Pflege des Zusammenhanges von 
Universitit und Schule statt, veranstaltet vom 
Mathematischen und vom Physikalischen In- 
stitut der Universitat in Verbindung mit dem 
Schulkollegium Miinster. 


Mathematiker-Treffen im  Mathemati- 
schen Forschungsinstitut in Oberwolfach. 
Wie in den Semesterferien üblieh, fanden wieder 
im Marz und April 1949 wissenschaftliche Be- 
sprechungen und Beratungen im Mathemati- 


schen  Forschungsinstitut in Oberwolfach 
(Schwarzwald) statt. Im Mittelpunkt standen 
diesmal eine Reihe von Vortragen über Sonder- 
fragen der Topologie in der ersten Aprilwoche. 
Einen Uberblick über die Veranstaltungen gibt 
die Liste der Vorträge von Gasten und Mit- 
arbeitern des Mathematischen Forschungr- 
instituts: 


BiLHarz (Oberwolfach): Bericht über eine Ar- 
beit von F. Scutrer, ,,Zur Theorie des Ba- 
lancierens‘. 

Bot (Oberwolfach): Über den Vierscheitelsats 
bei Raumkurven. 

BuRCKHARDT (Zürich): Über konvexe Bereiche 
mit Mittelpunkt. 

CREMER (Aachen): Cher das Zentrumproblen 
der Funktionentheorie. 

Eckmann (Zürich): Komplex-analytische Man- 
higfaltigkeiten mit KAHLERscher Metrik. 


EHRESMANX (StraBburg): Über geblâtterte 
Mannigfaltigkeiten. 
Hasicut (Heidelberg): Reelle aleebraische 
Mannigfaltigkeiten. 


Hirscu (Brüssel): Über die Bestimmung der 
dritten Homotopiegruppe eines einfach zu- 
sammenhängenden Raumes. 


Horr (Zürich): Geschlossene komplex-analy- 
tische Mannigfaltigkeiten. 

KaALUzA (Braunschweig): 
Permutationen. 


Uber  diskordante 


Karvza (Braunschweig): Über unendliche, 
kreislose, zusammenhängende Graphen end- 
lichen Grades. 

H. Kxeser (Tübingen): Über algebraisch ab- 
geschlossene Kôrper. 

Leicutweiss (Freiburg):- Über ein Axiomen- 
system der ebenen Geometrie. 

G. MULLER (Heidelberg): Uber geschlossene 
Geodätische. 

NôBeLixc (Erlangen): Über die Topologie in 
Vereinen und Verbänden. 

D'ORGEVAL (Grenoble): Über die Irrationalitat 
der kubischen dreidimensionalen Mannig- 
faltigkeit. 





Mitteilungen 


Ostwaxn (Marburg): Euklidische Ringe mit 
eindeutiger Partialbruchzerlegung. 

Peter (Cherlingenj: Über Scheitel bei Raum- 
kurven. 

Rees (StraBburg): Points singuliers d’une 
forme de Prarr analytique complètement 
intégrable. 

SCHNEIDER (Gôttingen): Analvtischer Beweis 
. eines BLicaFeLDtschen Satzes. 

SCHNEIDER (Gôttingen): Zwei neue einfache 
Beweise einer Minxowskischen Ungleichung 
über konvexe Kôrper mit Mittelpunkt. 

Scuwarz (Oberwolfach): Über die Gleichartig- 
keit von Ringelementen. 

Scuwarz (Oberwolfach): Uber Integraltrans- 
formationen, die den identischen Auto- 
morphismus induzicren. 


SPERNER (Oberwolfach): Über algebraisch ab- 
geschlossene Korper. 


Stern (Miinster i. W.): Primfunktionen und 
multiplikative automorphe Funktionen auf 
offenen Kremannschen Flächen. 


STRUBECKER (Karlsruhe): Über Vierscheitel- 
sätze bei Kurvenpaaren. 


Vietoris (Innsbruck): Uber den topologischen 
Inhalt des Fundamentalsatzes der Algebra. 


Vretonis (Innsbruck): Axiomatisches zur Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung. 

VINCENSINI (Besancon): Sur certains champs 
de cônes attachés à une hypersurface. 


Zeitschriften 


Mitteilungsblatt fiir Mathematische Statistik. Mit 
diesem Mitteilungsblatt wird eine Zeitschrift ge- 
schaffen, die eine recht spiirbare Liicke im deut- 
schen Schrifttum ausfüllt. Das Mitteilungsblatt 
wird von O. ANDERSON, München, H. MÜNZNER, 
Gottingen, und H. KELLERER, München, heraus- 
gegeben. Es erscheint zunächst in Gestalt einer 
im Baverischen Statistischen Landesamt her- 
gestellten maschinenschriftlichen Vervielfälti- 
gung zum Preise von DM 2.— (für Mitglieder 
der Deutschen Statistischen Gesellschaft 
DM 1.—) pro Heft. Das 1. Heft des 1. Jahr- 
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gangs erschien Ende April 1949, das 2. Heft 
ist für Ende Juli 1949 angekündigt. 


Das Blatt will den Vertretern der mathemati- 
schen Statistik in Deutschland wieder Gelegen- 
heit bieten, ihre Forschungsergebnisse weitcren 
Fachkreisen bekannt zu machen. Es wendet 
sich ferner an die in den Amtern tatigen Sta- 
tistiker, aber auch, wie im Creleitwort der Eler- 
ausgeber hervorgehoben wird, an die Mathe- 
matiker mit dem Wunsche, deren Interesse an 
der Statistik zu wecken,.,damit auch in Deutsch- 
land der Kreis derer, die auf diesem Gebiet ar- 
beiten, endlich einmal gréBer wird”. Es will 
schlieBlich überall dort, wo statistische Me- 
thoden und Ergebnisse angewandt werden, das 
Verständnis für die zur einwandfreien Anwen- 
dung entscheidende Abgrenzung der Geltungs- 
bereiche statistischer Schlüsse verbreiten. 


Im 1. Heft (Umfang 67 Seiten) kommt die all- 
gemeine Zielsetzung in den einzelnen Beiträsen 
deutlich zum Ausdruck: H. Minzver, Die ty- 
pischen SchluBweisen der mathematischen Sta- 
tistik: P. Lorenz. Über Wahrscheinlichkeits- 
netze und Wahrscheinlichkeitstafeln; O. AN- 
DERSON, Die Grundprobleme der Stichproben- 
methode; M. Propan, Naherungsverfahren zur 
Bestimmnng ciniger hôherer statistischer Mab- 
zahlen der statistischen Kollektivs; als Absehlug 
bibliographische Hinweise über neuere angel- 
sichsische Fachbiicher und über Zeitschriften 
der Welt, die hiufig Beitriige über mathema- 
tische Statistik bringen. 

H. Gorter (Freiburg-Oberwolfach) 


Neue Fachliteratur 


Bei der Redaktion liegen folgende neue Fach- 
schriften vor, deren Besprechung vorbchalten 
bleibt: 


Becker, J.: Von der Bauakademie zur Tech- 
nischen Universitat. 150 Jahre technisches 
Unterrichtsweaen in Berlin. Technische Uni- 
versität Berlin-Charlottenburg 1940, 43 5. 


BeuTEL, E.: Die wichtigsten Sdtze und Formeln 
der Schulmathematik. 2. erweiterte Aufl., 
W. Kohlhammer Verlag, Stuttgart 1948. 
125 8. mit 70 Fig. DM 1,30. 
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HameE., G.: Integralgleichungen, Einfiihrung in 
Lehre und Gebrauch. 2. berichtigte Aufl., 
Springer-Verlag, Berlin, Gôttingen und Hei- 
delberg 1949. VIII und 166 S. mit 19 Abb. 
DM 15,60. 

Kosto., E.: Finanzmathematik. 4. Aufl. Be- 
triebswirtschaftlicher Verlag Dr. Th. Gabler, 
Wiesbaden 1948. 122 S. mit 175 Beispielen, 
8 Tafeln und einer Formelsammlung. DM 4,80. 

v. MaxcoznT, H.: Einführung in die hôhere Ma- 
thematik für Studierende und zum Selbst- 
studium. Volist. neu bearb. und erweitert von 
K. Knopp. 9. Aufl. Bd. I: Zahlen, Funktionen, 
Grenzwerte, Analytische Geometrie, Algebra, 
Mengenlehre. XVI und 585 S. mit 112 Fig.; 
Bd. II: Differentialrechnung, unendliche Ret- 
hen, Elemente der Differentialgeometrie und der 
Funktionentheorie. XV und 634 S. mit 
108 Fig.; Bd. III: Integralrechnung und thre 
Anwendungen, Funktionentheorie, Differential- 
gleichungen. XVI und 618 S. mit 103 Fig. 
S. Hirzel Verlag. Stuttgart 1948. Preis pro 
Band DM 24.80. 


PRANDTL, L.: Führer durch die Strémungslehre. 
3. durchgesehene und erganzte Aufl. (zugleich 
5. Aufl. des ., Abrisses der Strémungslehre’‘ des 
gleichen Verfassers). Friedr. Vieweg u. Sohn, 
Braunschweig 1949. XV und 407 5S. mit 
347 Abb. Halbleinen DM 16.50. 


ROHRBERG, A.: Wegweiser durch die Mathe- 
matik, Teil I: Elementare Mathematik. Fach- 
verlag Schiele und Schon, Berlin 1949. 262 S. 
mit 132 Fig. DM 9.80. 

Rotue, R.t: Hôhere Mathematik für Mathe- 
matiker, Physiker, Ingenieure. Teil I: Dif- 
ferentialrechnung und Grundformeln der In- 
tegralrechnung nebst Anwendungen. 8. Aufl. 
Verlag fiir Wissenschaft und Fachbuch. 
Bielefeld 1949. (Lizenzausgabe aus der 
B. G. Teubner Verlagsgesellschaft. Leipzig.) 
208 S. mit 161 Abb. DM 6,20. 

RUNGE, L: Cart RUNGE und sein wissenschaft- 
liches Werk. Vandenhoeck und Ruprecht. 
(rôttingen 1949. 214 S. DM 13,—. 

SCHMFIDLER, W.: Vortrage über Determinanten 
und Matrizen mit Anwendungen in Physik und 
Technik. Akademie-Verlag, Berlin 1949. VIII 
und 155 8. DM 10,—. 


Mitteilungen 


Scumipt, H.: Ausgewdhlte hôhere Kurven. Fer 
Schüler oberer Klassen und Studenten der ersten 
Semester. Kesselringsche Verlagsbuchhand- 
lung, Wiesbaden 1949. 256 S. mit 220 Strick- 
zeichnungen. DM 7,80. 


Steck, M.: Diners Gestaltlehre der Mathematik 
und der bildenden Künste. (Mathesis Univer- 
salis, Quellenschriften zur Geistesgeschichte 
der exakten Wissenschaften und der Künste, 
hrsg. von Max Steck, Bd. 1.) Max Niemever 
Verlag, Halle 1948. 173 S. mit 82 Fig. und 
654 Tafeln mit 144 Abb. 


Tricomi, F.: Elliptische Funktionen. Chersetzt 
und bearbeitet von M. KRAFFT. (Mathematik 
und ihre Anwendungen in Physik und Tech- 
nik, Reihe A, Bd. 20. Hrsg. von E. Kamxe 
und A. Kratzer.) Akademische Verlags- 
gesellschaft Geest und Portig, Leipzig 198. 
XII und 315 S. mit 44 Abb. DM 22,-. 

WEISE, K. H.: Gewdhnliche Differentialgleichun- 
gen. (Bücher der Mathematik und Natur- 
wissenschaften, hrsg. von Dr. Henry Pottz.) 
Wolfenbiitteler Verlagsanstalt. Wolfenbüttel 
und Hannover 1948. 146 S. mit 41 Bilder 
DM 6,—. 


Kurze Buchbesprechungen 


JosepH FE. HormMann: LEIBNITZ’ mathematische 
Studien in Paris. LEIBNITZ zu seinem 300.Ge- 
burtstage. Walter de Gruvter & Co., Berlin 
1948, 70 S. DM 3,—. 


Die für den Mathematiker LEIBN1ITZ entscheiden- 
den Jahre laBt der Verfasser an uns vorüber- 
zichen, die Jahre 1673—%6, in denen Lermsz 
im Verkehr mit HuyGens, in schriftlicher Aus 
einandersetzung mit den Mathematikern der 
Roval Society in London, darunter Newrtox. 
vom Dilettanten zum groBen Mathematiker 
wurde, in denen er seine Tangentenmethode, 
seine Reihenlehre und vor allem seinen Calculus 
fand. Der Verfasser ist dieser Entwicklung mit 
liebevoller Genauigkeit bis in die kleinsten 
Einzelheiten nachgegangen, so daB er sagen 
kann: ,. Wir besitzen aufgrund der Gesamtheit 
der nunmehr vorliegenden Aufzeichnungen und 
brieflichen AuBerungen einen weit besseren 
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Cherblick über den Gegenstand und die Zu- 
sammenhänge als irgendeine der damals be- 
teiligten Persünlichkeiten.‘ Auf Grund sou- 
veräner Beherrschung der Einzeltatsachen kann 
Hormann diese zu einem Bilde zusammenfügen, 
das in geradezu dramatischer Eindringlichkeit 
das mathematische Geschehen jener Jahre 
schildert. Für den Prioritatsstreit zwischen 
Lerpniz und Newton ist das Ergebnis, das in 
dem Werk noch ausfübrlicher dargelegt wird, 
etwa dies: Das historische Material erweist klar 
die vollige Unabhangigkeit der wesentlichen Ge- 
danken von LEiBxiz von denen von NEWTON, 
Grecory usw. AuBerdem: ,,LEIBN1IZ hat das 
Grundsätzliche besser und scharfer als alle Zeit- 
genossen und viele spatere gesehen und kann 
als der ausschlieBliche Erfinder des Calculus 
gelten. Hinsichtlich dieser Schopfung ist er von 
keiner anderen Persônlichkeit auch nur im ge- 
ringsten beeinfluBt.* 


Ein ausführliches chronologisches Verzeichnis 
der benutzten Briefe und ein Namen- und 
Schriftenverzeichnis beschlieBen das Werk. 
Man darf dem Verfasser dafür dankbar sein, 
daB er das zum Teil schwer oder gar nicht zu- 
gangliche Material in so klarer, übersichtlicher 
und auBerdem gefalliger Weise darbietet. 


H. Gericke (Freiburg-Oberwolfach) 


EMANUEL SPERNER: Eïnführung in die ana- 
lytische Geometrie und Algebra. 1. Teil. (Studia 
Mathematica /Mathematische Lehrbücher, 

Bd. 1.) Vandenhoeck u. Ruprecht, Gottingen 
1948. VIII und 347 S. mit 45 Fig. Kart. 
DM 19,80, geb. DM 23,—. 

Es gibt wohl nur wenige Lehrbiicher, denen in 
entsprechend kurzer Zeit ein âhnlicher Erfolg 
zuteil wurde wie der von E. SPERNER in Aus- 
führung eines Planes von O. ScHREIER nach 
dessen Tode verfaBten ,,Einführung in die 
Analytische Geometrie und Algebra‘’. Haben 
sich doch die in diesem Werk vertretenen Auf- 
fassungen und Methoden an den deutschen 
Universitaten weitgehend eingebiirgert, so daB 
der ,,SCHREIER-SPERNER‘ Zu einem unentbehr- 
lichen Hilfsmittel fiir die Studenten der Natur- 
wissenschaften wurde! Eine Neuauflage dieses 
Lehrbuches, das seit Jahren vergriffen ist, 
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wurde damit zu einem dringenden Erfordernis. 
Um so verdienstvoller erscheint die Neubearbei- 
tung, die E. SPERNER in Angriff genommen hat 
und deren erster Teil unter gleichbleibendem 
Titel nunmehr erschienen ist. Wesentliche An- 
derungen des Lehrbuches tragen der Auffassung 
Rechnung. daB zweckmäBige Rechenmethoden 
mindestens so wichtig sind wie die Theorie 
selber. Erweiterungen wurden an den Stellen 
vorgenommen, wo sich ein Bedürfnis nach Ver- 
breiterung des Fundaments zur Unterstiitzung 
hôherer mathematischer Theorien gebildet hatte. 


_ Der spezifisch algebraische Charakter des Lehr- 


buches hingegen ist unverändert erhalten ge- 
blieben. Ein Anfanger. der sich mehr geo- 
metrisch anschaulich zu orientieren wünscht, 
wird G. Bois .,Elemente der Analytischen Geo- 
metrie‘* (Studia Mathematica. Bd. II) als eine 
glückliche Erganzung des Spernerschen Buches 
ansehen. 


Das neue Spernenrsche Lehrbuch gliedert sich 
in fünf Abschnitte, deren Inhalt durch die fol- 
genden Uberschriften gekennzeichnet ist: 1. Af- 
finer Raum und Vektoralgebra; 2. Lineare 
Gleichungen; 3. Euklidischer Raum; 4. De- 
terminatentheorie; 5. Koordinatentransforma- 
tionen und Abbildungen. Die Kôrpertheorie und 
der Fundamentalsatz der Algebra, die den ersten 
Teil des Lehrbuches in seiner urspriinglichen 
Fassung abschlossen, wurden aus Raummangel 
fortgelassen und sollen nun im zweiten Teil Auf- 
nahme finden. Da der grundsätzliche Aufbau 
der Theorie als bekannt angesehen werden darf, 
wird es geniigen, die Aufmerksamkeit auf die 
Anderungen und Erganzungen zu lenken, welche 
die erste Fassung des Lehrbuches erfahren hat. 


Um die Vektoralgebra begründen zu kônnen, 
bedarf man eines Hilfsmittels zur Feststellung 
der linearen Abhangigkeit bzw. Unabhangigkeit 
eines Systems von Vektoren. SPERNER fihbrt zu 
dem Zweck sehr früh gewisse Matrizenopera- 
tionen ein und greift damit im wesentlichen auf 
das klassische Eliminationsverfahren suriick. 
Damit wird z. B. der Sreinrrzsche Austausch- 
satz, der ein reines Existenztheorem darstellt, 
fiir den Aufbau entbehrlich. Die Neufassung des 
Paragraphen iiber Lote und Lotgebilde, in der 
von normierten Orthogonalsvstemen kein Ge- 
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brauch gemacht wird, bedeutet Abkehr von 
einer rechnerischen zu Gunsten einer mehr be- 
grifflichen SchluBweise. Eine wesentliche Be- 
reicherung erfährt der Abschnitt über Determi- 
nanten durch die Aufnahme der Grundtat- 
sachen des GrassMANNSChen Kalküls der .,Grd- 
Ben hoéherer Stufe‘, die bekannte Determi- 
nantensatze in neuent Licht erscheinen lassen 
und in der Theorie der alternierenden Difieren- 
tialformen beispielsweise eine wichtige Rolle 
spielen. Das Verfahren, n-dimensionale Volu- 
mina im #-dimensionalen Raum durch innere 


Eigenschaften zu charakterisicren, wird sinn- | 


gemaB auf k-dimensionale Volumina (k < n) 
verallgemeinert. Auf eine kurze Einführung des 
Vektorprodukts im dreidimensionalen Raum 
sowie die Darstellung der metrischen Formeln 
in beliebigen Parallelkoordinatensystemen sei 
hirgewiesen. Eine Anwendung der allgemeinen 
Satze des fünften Abschnitts führt zu einer af- 
finen Klassifizierung der Kurven und Flachen 
zweiter Ordnung. Damit wird die entsprechende 
Aufgabe im n-dimensionalen Raum vorbereitet. 
Zudem wird dem Anfänger in überzeugender 
Weise vor Augen geführt, daB die im ersten 
Teil entwickelten Methoden bereits zu wich- 
tigen geometrischen Resultaten führen. Es bleibt 
nur noch zu hoffen, daB der zweite Teil dieses 
erstklassigen Lehrbuchs dem ersten in Balde 
folgen wird. H. Maass (Heidelberg) 


L. Locuer-Ernst: Differential- und Integral- 
rechnung im Hinblick auf thre Anwendungen. 
Ein Lekr- und Ubungebuch zur Infinitesimal- 
rechnung und zur analytischen Geometrie. Verlag 
Birkhauser, Basel 194$. 594 S. mit 406 Fig. 
1007 Übungen mit Ergebnissen. Zahlentafeln. 
Formelsammlung und historischen Notizen. 
Geb. Fr. 4S.—. 


Eine neue groBe Einfiihrung in die hühere Ma- 
thematik. besonders geeignet für alle Studie- 
render. die einmal die Mathematik praktiseh 
anwenden wollen. Das Buch ist aus einer lang- 
jährigen Unterrichtserfahrung entstanden und 
nach didaktischen Gesichtspunkten aufgebaut. 
indem ¢s den Anfanger schritt- und stufenweise 
mit den Methoden vertraut werden la8t und 
diese stets an Beispielen erläutert. Der Verfasser 
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versucht im Hinblick auf den Durchschnitt der 
gedachten Leser einen Mittelweg hinsichtlich 
der Strenge der Formulierungen einzuhalten. 
Wo immer môüglich, werden die mathematischen 
Methoden auch bis zu praktischen Verfahren 
entwickelt, deren Leistungsfahigkeit und Ge- 
nauigkeit untersucht wird. Es werden z. B. in 
der Integralrechnung auch graphische und nu- 
merische Integration sowie die harmonische 
Analyse ausführlicher behandelt. In den theo- 
retischen Teilen beschrankt sich die Darstellung 
bewuBt auf die ausführliche Behandlung der 
wichtigsten Grundzüge. Für die gedachten Be- 
nutzer machen die vielen (bungsbeispiele und 
Abbildungen das Buch besonders wertvoll. 


W. Stss (Freiburg-Oberwolfach) 


WOoLFGANG GRÔBNER und Nixozaus Hor- 
REITER: Integraliafel, 1. Teil: Unbestimmie In- 
tegrale. Springer-Verlag, Wien und Innsbruck 
1939. VIII und 166 S. DM 14,—. 


Die Verfasser haben mit der vorliegenden In- 
tegraltafel ein sehr nützliches Instrument der 
angewandten Mathematik geschaffen. Sie haben 
bei der unter Berücksichtigurg praktischer Be- 
dürfnisse zusammengestellten Sammlurg die 
ihnen erreichbaren bereits bestehenden In- 
tegraltafeln sorgfaltig geprüft und berücksich- 
tigt, so daB mit der nun verôffentlichten Tafel 
unbestimmter Integrale ein hoher Grad der 
Vollständigkeit erreicht sein dürfte. Da das 
Werk als Vervielfaltigurg eines handgeschrie- 
benen. sehr gut leslichen Manuskripts vom Ver- 
lag herausgebracht warde, konnte der Druck- 
fehlerteufel ferngehalten werden. Figuren, Hin- 
weise verschiedener Art und manche andere 
Migtichkeiten zur Erleichterurg der Anwendung 
durch den praktischen Rechner wurden aus- 
genutzt. 

Pie Tafel gliedert sich in drei Hauptabschnitte: 
1. Rationale Integranden. 2. Algebraiseh ir- 
rationale Integranden. 3. Transzendente Inte- 
cranden. Leichte Auffindbarkeit wird durch 
lexikographische Untergliederurg und fort- 
laufende Durchnumerierung erreicht. Der an- 
cekund:gte zweite Teil der Integraltafel. der 
die bestimmten Integrale enthalten wird und 
inzwischen im Manuskript fertiegestelit ist, 
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soll mit dem ersten Teil ein organisches Ganzes 
bilden und manche Liicken desselben noch aus- 
fiillen. 
Es steckt in der Zusammenstellung dieser In- 
tegraltafel ein hohes MaB an miihevoller Ge- 
duldsarbeit, begleitet von umfargreichen Kon- 
trollrechnungen. Man muB den Verfassern und 
ihren Mitarbeitern fiir diese entsagungsvolle Ar- 
beit sehr dankbar sein. Méchte das Werk in der 
rechnenden Praxis volle Bewahrung und rege 
Inanspruchnahme finden. 

H. GôRTLER (Freiburg-Oberwolfach) 


F. REUTTER: Darstellende Geometrie, Band II: 
Kotierte Projektion, Orthogonale Axonometrie, 
Zentralperspektive. Verlag G. Braun, Karlsruhe. 
216 S. mit 210 Fig. DM 12,50. 

Das Biichlein behandelt die angegebenen Gegen- 
stande im AnschluB an Vorlesungen, die der Ver- 
fasser an der Technischen Hochschule Karlsruhe 
vor Bauingenieuren und Architekten zu halten 
pflegt. Der Geist des Buches ist daher durchaus 
mehr nach der praktischen, als nach der theo- 
retischen Seite der behandelten Gegenstande 
gerichtet. So kommt es, daB Gegenstande, die 
dem Mathematiker interessant und bedeutsam 
sind (ahnlich wie schon im ersten Bande des 
Werkes), wie etwa die genauere Begriindung 
des Pontxeschen Satzes und vieles andere, bei- 
seite bleiben. Dagegen sind die den reinen Prak- 
tiker interessierenden Fragen mit Sorgfalt zu- 
sammengestellt. 


Uber den Aufbau des Buches und die im ein-. 


zelnen behandelten Gegenstande mag folgender 
Blick in das Inhaltsrerzeichnis unterrichten: 
Kotierte Projektion: 1. Grundgesetze (Punkt, 
Gerade, Ebene, Grundaufgaben). II. Darstel- 
lung von Kurven und Flächen (insbesondere 
Geländeflächen, Béschungsflachen, Regelfla- 
chen). III. Anwendungen (Dächer, Gelände- 
aufgaben). Orthogonale Axonometrie: IV. Grund- 
gesetze (Achsendreibein, Spurendreieck, Ver- 
kürzungsverhältnisse). V. Axonometrische Dar- 
stellungen (Vielflache, Dreh- und Schraub- 
flachen, Durchdringungen). VI. Schattenkon- 
struktionen (Grundbegriffe, Beispiele). Zentral- 
perspektive: VII. Grundgesetze (Punkt, Gerade, 
Ebene, Grundaufgaben). VIII. Perspektivität 
(Grundbegriffe, Kreisbild, Bild eines Kegel- 
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schnitts). IX. Vielflache in gebundener Perspek- 
tive(DurchstoBmethode, Spur- und Fluchtpunkt- 
methode, geneigte Bildebenen, perspektive 
Axonometrie, unerreichbare Fluchteleménte). 
X. Freie Perspektive (Vielflache, unerreichbare 
Fluchtelemente und MeBpunkte, Kombination 
von gebundener und freier Perspektive in der 
Zeichenpraxis der Architekten). XI. Zentral- 
perspektive von Kurven und Flächen insbesondere 
Drehflächen (Zylinder, Kegel und ihre Durch- 
dringungen, Kugel, Drehflächen, Schraub- 
flachen, Innenraumperspektive zylindrischer 
und kugelférmiger Bauten). XII. Spiegelung 
und Schatten in der Zentralperspektive (Grund- 
gesetze, Wasserspiegelung, Schatten ebenflachig 
und krummflächig begrenzter Kürper). Ein An- 
hang hilft — an Hand einer Gegeniiberstellung 
von Beispielen der Praxis — dem Architekten 
bei der Auswahl der zweckmäBigen Projektions- 
art und ihrer giinstigsten Daten und erlautert 
einige Elemente der Reliefperspektive. 


Das Biichlein zeichnet sich auBer durch klare 
Diktion durch zahlreiche gute Figuren aus. Viel- 
leicht ware aber auch dem Praktiker bei den 
Schattenkonstruktionen eine genauere Unter- 
scheidung der Gebiete der Eigen- und Schlag- 
schatten willkommen. Und vielleicht ware es 
auch fiir den Praktiker wiinschenswert gewesen, 
etwas mehr von der schtefen dA xronometrie zu er- 
fahren. Insbesondere ware es bei der sonstigen 
Haltung des Biichleins zweckmaBig, auch das 
neuere Ecknartsche Æinschneidererfahren 
(SchnellriBverfahren) aufzunehmen, das be- 
kanntlich gestattet, aus irgend zwei beliebigen 
(ev. maBstabverschiedenen) und beliebig in die 
Zeichenebene gelegten Rissen eines Kôrpers 
durch mechanisches Parallelenziehen (,,Ein- 
schneiden*) mühelos ein schief-axonometri- 
sches Kôrperbild zu gewinnen. Auch ein Ab- 
schnitt über Phofogrammetrie ware wohl zu 
empfehlen. 


AbschlieBend ist zu sagen, daB die beiden durch 
den sehr rührigen Braunschen Verlag sehr 
gut ausgestatteten Bindchen im Rahmen ihres 
wohlumrissenen technischen Interessentenkrei- 
ses sicher sehr vielen Erfolg haben werden, 
einen Erfolg, den man ihnen vollauf wiinschen 
kann. À. STRUBECKER (Karlsruhe) 
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W. LiETzMANX: Sonderlinge im Reich der Zahlen. 
Ferd. Dimmlers Verlag, Bonn 1948. 155 S. 
DM 6,—. 
Die vorliegende Sammlung von Sonderlingen 
aus dem Zahlenreich wendet sich vorwiegend 
an Lehrer und Schüler hoherer Lehranstalten. 
Aber auch Fachmathematiker und Studierende 
der Mathematik kénnen daraus manches An- 
regende und Unterhaltende entnehmen. Das 
Büchlein ist ein erster verdienstvoller Schritt 
zur Verwirklichung eines Vorschlages von 
G. Loria, die Mannigfaltigkeit der Sonderlings- 
probleme svstematisch zu ordnen. Für die 
Zahlenlehre, insbesondere für die elementare 
Zahlentheorie, läBt sich hierbei noch manches 
schône Resultat erwarten. Diese Svstematik 
aufzustellen ist jedoch keine leichte Aufgabe: 
denn solange wir über keinen Begriff des Nor- 
malen verfügen. ist die Versuchung gro8. durch 
weitgetriebene Analvse der Individualeigen- 
schaften jede Zahl ais einen Sonderling er- 
scheinen zu iassen. Um hier nicht ins Uferlose 
zu geraten, übt der Autor eine weise Beschran- 
kung. Wie in Littzwanwvs früheren Büchern 
sind auch dieses Mal die Ausfahrungen sehr 
ansprechend. 

H. Birgarz 1 Freiburg-Oberwolfach) 


Hetwirt Hasse: Zavariante Kenn=cichnung re- 
lativ-alalecher Zahilérper mit vorgeget« ner Galore- 
grupye über cinem Teillôrner dea Grundlürpers. 
tAbhand'anzen der Deutschen Akademie der 
Wissenschaften ru Berlin. Math.-naturw. Klasse, 
Jahreang 147. Nr. $.) Akademie-Veriag. Berlin 
194. 56 SS. DMe.—. 


Uber einem cesebenen Grundkérper &. der ga- 
rssch mit der Gruppe à über einem cezebenen 
deukarper 5, ist. werden diejenizen relat.v-abeb 
Schen Aorpmr KE mit vergegebener trrappe & 
betrachtet. far de Kx. galssch ist urd acs 
CALS AZToDre oh ene Vorgegehere Erweceranz 
ven M out der PFaktergrepne (SX = 2 hat. 


run diese liroppererweiteraurng 


moyen Mons st torch ewe: lnvararcwen cekernn- 
ere ee wie” r+ TS Por we Th se ~ sap 
at. mee ne somme eZ on ain =e 4 1 Ars eur 
ed en . - - Le - ge: + a TES ns et | . Le ni 
] arta, ete "a" 2a UIT TS STI LIT ONE Vi ad «4 
mand ere Aliases [ass ri ativer Faktorensvsteme 
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. Angrere.ts ist feder relativ abel 
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sche Korper K;Q, wenn Q die nôtigen Einheits- 
wurzeln enthalt, als Kummerscher K6rper in- 
variant durch eine Klasse c abelscher Faktoren- 
systeme in Q zur Charaktergruppe von & ee- 
kennzeichnet, und wenn © ein alvebraischer 
Zahikorper ist, auch als Klassenkôrper ru einer 
Kongruenzdivisorengruppe H in Q. Als Vor- 
arbeit für die Losung des Konstruktionspro- 
blems der betrachteten Korper K © in invarian- 
ter Form und für die Beherrschung der Arith- 
metik in ihnen wird ausführlich entwickelt. wie 
sich die Tatsache. daB K Q, als Galoiserappe G 
gerade die Erweiterung von X mit q mit den In- 
varianten [~. © hat, in der Kummerinvariarte : 
und in der Klassenkôrperinvariante H von K £ 
ausdrückt. Autoreferat 


J. Honxt: Gewdhnliche Differentialgle ichungen. 
{(Gôschens Lehrbücherei Bd. 10.) 5.. erweiterte 
Auflage. W. de Gruyter. Berlin 1445. VIII und 
237 S. mit 4 Fig. DM 16,—. 


Zuerst als Band L der ..Sammlung Schubert” 
erschienen, 1927 als 19. Band von .,Güschens 
Lehrbicherei* vollig umgearbeitet, spater als 
anastatischer Nachdruck in 3. und 4. Auflase 
herausgebracht. hat dieses Lehrbuch vielen 
Studentengenerationen als klare und leicht- 
faBiiche Einführung in die Theorie der sewéhn- 
lichen Differentialgleichungen gediert. Von die- 
sem so beliebten Lehrbuch ist noch eine 5. Aui- 
lage mit Zusätzen und Anderungen aus der 
Hand des inrwischen verstorbenen Verfassers 
vorbereitet worden und im vergangenen Jahre 
erschienen. Neben einer etwas eingehenderen 
Behandtung der hvpergeometrischen Funktio- 
nen ist vor allem die nun hinzugekommene 
asvmtotische Darstellung der Integrale Enearer 
Differentialgieichungen ?. Ordnuns dereh d:- 
vergente Reihen im komplexen Gebiet herverra- 
heben. Es ist eine Freude, unsere Stodicrendes 
der Mathemat:k sowie der Natur- und Inee- 
rieurwisserschaften auf diesen nun wieder ver- 
füsbar sewordenen bewahrten Zugarr rar 
Theor.e der cewohnlichen Differentialele:chun- 
gen hinwesen zu konnen. Mace ihm haxi eine 
Nessufiaze der ..Particlien Differentiaicleichun- 
cer" des £isichen Verfassers :Gôsechens Lehr- 
hbichere: Bd. 14s. in welchem auch die Rand- 


Mitteilungen 


wertaufgaben der gewühnlichen linearen Dif- 
ferentialgleichungen behandelt sind, folgen. 


H. Gorter (Freiburg-Oberwolfach) 


K. H.Weise: Gewdhnliche Differentialgleichun- 
gen. Wolfenbütteler Verlagsanstalt, Wolfen- 
biittel und Hannover 1918. 146 S., 41 Fig. 
DM 6,—. 

Das Buch entspricht im Inhalt und Umfang 
der üblichen Vorlesung und bietet deren Stoff 
in einer sauberen und gefälligen Form gerade 
so, wie der Student ihn braucht. Verfasser ver- 
zichtet bewuBt darauf, bei Existenz- und Ein- 
deutigkeitssätzen mit môglichst geringen Vor- 
aussetzungen auszukommen, und legt statt 
dessen mehr Wert auf die Durchführung der 
Lésungsmethoden, die er stets durch zum Teil 
bis zur numerischen Auswertung durchgeführte 
Beispiele erlautert. Besonders ausführliche Be- 
handlung erfahren die Differentialgleichungen 
von allgemeinerer Bedeutung, wie z. B. die 
Lecenpresche und die Bessetsche. Rand- und 
Eigenwertprobleme sowie Systeme von Diffe- 
rentialgleichungen werden gerade soweit be- 
handelt, wie in diesem Rahmen wiinschenswert 
ist. Das Buch wird dem Studenten eine will- 
kommene Hilfe sein. 


H. Gericke (Freiburg-Oberwolfach) 


G. HAMEL: Integralgleichungen. Einführung in 
Lehre und Gebrauch. 2. berichtigte Auflage, 
Springer-Verlag, Berlin-Géttingen-Heidelberg 
1949. VIII und 166 S. mit 19 Abb. DM 15,60. 


Das Buch ist die fast unveranderte neue Auflage 
der zuerst vor über zehn Jahren erschienenen 
Einfiihrung in den fiir Physiker und Ingenieure 
sehr wichtigen (regenstand, und zwar fiir Inter- 
essenten, die schon im praktischen Berufsleben 
stehen. Der erste Teil, der im wesentlichen tat- 
sächlich fiir den genannten Kreis veranstaltete 
Vorlesungen wiedergibt, beschäftigt sich haupt- 
sächlich mit linearen Integralgleichungen 2. Art 
mit symmetrischem Kern, wobei die Theorie 
von E. Scumipt das (rerüst der Darstellung ist. 
Mehrfach wird der Zusammenhang zur Theorie 
der gewôhnlichen und partiellen Differential- 
gleichungen hergestellt. Dem Ziel des Buches 
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entsprechend werden die zum Verstandnis not- 
wendigen Beweise an geeigneter Stelle ausge- 
fübrt; verbleibende Liicken werden genannt, so 
da der erste Teil auch für Studierende geeignet 
ist, welche ihn zusammen mit der Originalarbeit 
von E. Scawipt durcharbeiten. Im zweiten Teil 
werden einige wichtige und charakteristische 
Anwendungsbeispiele durchgearbeitet, dabei die 
FrEepDHOLMSche Theorie auseinandergesetzt und 
die hauptsächlichen Gedanken der HiLBERT- 
schen Arbeiten referiert. 


Das Buch brifigt auf knappem Raum in leicht 
verstandlicher und gut lesbarer Darstellung eine 
reiche Menge von Material sowohl aus den 
Hauptteilen der Theorie wie auch aus den An- 
wendungsgebieten der Integralgleichungen. 


W. Stss (Freiburg-Oberwolfach) 


W. SCHMEIDLER: Vortrage über Determinanten 
und Matrizen mit Anwendungen in Physik und 
Technik. Akademie-Verlag, Berlin 1949. VIII 
und 155 S. Brosch. DM 10,—, geb. DM 15,—. 


Das Buch wendet sich an theoretisch inter- 
essierte Ingenieure. Es ist aus Vorträgen vor 
Ingenieuren hervorgegangen. Verfasser versteht 
es in einer diesen Leserkreis ansprechenden 
trefflichen Form der ‘Darstellung die mathe- 
matische Theorie der Matrizen recht allgemein 
zu entwickeln und dann stets an Hand ein- 
gehend durchgeführter Cbungen und Anwen- 
dungen gerade auch dem Praktiker vertraut 
zu machen. Der Hauptteil dieses Buches ent- 
halt u.a. die Hauptachsentransformation der 
quadratischen und Hersiteschen Matrizen, 
normale und normalisierbare Matrizen, Sta- 
bilitatskriterien nach Hermite, Hutrwitz, 
I. SCHUR, Fusrwara und BiLHARrz, Gleichun- 
gen, deren Wurzeln samtlich positive oder 
simtlich negative Realteile oder alle Absolut- 
betrage kleiner als 1 besitzen; ferner ähnliche 
Matrizen, unendliche Reihen von Matrizen mit 
Anwendungen auf lineare Differentialgleichungs- 
systeme, praktische Behandlung von linearen 
Gleichungen und Bestimmung von Eigen- 
werten und Eigenvektoren. 


W. Stss (Freiburg-Oberwolfach. 
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Tu. PôüscuL: Einführung in die analytische Me- 
chanik. Verlag G. Braun, Karlsruhe 1949. VIII 
und 166 S. mit 37 Abb. Hin. DM 10,—. 

Diese Einfiihrung gründet sich auf Vorlesungen, 
die der Verfasser wahrend der letzten Jahre an 
der Technischen Hochsehule in Karlsruhe ge- 
halten hat, und legt Zeugnis ab fiir die gediegene, 
auf À. CLesscu und H. Hertz zuriickreichende 
Karlsruher Tradition. Thr Erscheinen kommt 
einem fühlbaren Mangel nach einem kurz ge- 
faBten und zuverlässigen Lehrbuche der analy- 
tischen Mechanik sehr entgegen. Das Buch ist 
zur Vorbercitung des Studiums gréBerer Spe- 
zialwerke und von Originalabhandlungen be- 
stens geeignet. 

Nach Formulierung der Aufgabenstellung und 
einem kurzen geschichtlichen (Wrblick folgt 
die Dynamik der Punktmassen und starren 
Kôürper (85 S.\. Hierfür werden die wichtigsten 
elementaren Methoden, die in der allgemeinen 
Mechanik grundlegende Bedeutung erlangt 
haben, zusammengestellt: Lacrancesche Be- 
wegzungsgleichungen, Energieintegral, zyklische 
Koordinaten. pb" ALEMBERTSches Prinzip. Et LER- 
sche Gleichungen, Differentialprinzipe von 


Mitteilungen 


Gauss und Hertz. Zwei weitere Kapitel sind 
den Hauptsätzen der Variationsrechnung als 
Grundlagen der Integralprinzipien (36 S.) und 
der Anwendung dieser Prinzipien auf die Dy- 
namik (40 S.) gewidmet. Sie enthalten die 
Hamitton-Jacopische Theorie und die von 
HitBert und seinen Schiilern erzielten Fort- 
schritte der Variationsrechnung für die In- 
tegrations- und Transformationstheorie. Mit 
Hilfe der kanonischen Aquivalenz wird der Zu- 
sammenhang zwischen der klassischen analsti- 
schen Mechanik und der älteren Quantentheorie © 
hergestellt. 
Alle theoretischen Ausführungen sind streng und 
werden durch 24 gut gewählte Beispiele, die vor- 
wiegend das Zweikôrperproblem, das raumliche 
Pendel, die Kreiselbewegung und die geoditi- 
schen Linien auf Rotationsflachen und dem 
dreiachsigen Ellipsoid zum Gegenstand haben. 
wirkungsvoll erganzt. — Ein Auszug der Lehr- 
buchliteratur ist am Ende des Buches angefügt: 
wünschenswert waren auch genaue Zitate von 
gelegentlich im Text herangezogenen Original- 
arbeiten. 

H. Buwarz (Freiburg-Oberwolfach) 


Zuschrift an die Schriftleitung 


HERMANN Scunipt. Braunschweig: Bemerkung zu einem Determinantensatz. 
In seiner Note .,Verallgemeinerung eines Interpolationsproblems™ (dieses Archiv 1 (1948 49, 
278-- 281) berechnet Herr WENDELIN den Wert derjenigen Determinante, die aus 


xt xl ..... x 1 
1 
x x" ere x, li or=1,.2...... n (1) 
durch Streichen der ersten Zeile und der 1n — 5 — 1+ten Spalte hervorgeht. (2 > 1,5 = 0,1, ....2.) 


Es sei mir der Hinweis gestattet, daB das Ergebnis nicht neu ist: es findet sich r. B. bei Porra- 

SzEus, Aufgaben und Lehrsitze aus der Analvsis. 2. Rd.. Berlin 1925. 8. 99, Aufg. 10. Besonders 

einfach ergibt es sich übrisens daraus. da5 111 ais VaNDERMONDESche Determinante der » — 1 Un- 

bestanmiten r. r,. 7, .... 2, den Wert hat 
ee oc? alee (2) 

tm onthe 
durch Gicichsetzung der Faktoren ven x in beiden Darsteluneen. : Eingegangen am 19. 4. 1949. 
De Duschrt: hat Herr H. WENDELIN. Graz. dankend zur Kenntnis senommen. Er winseht daraaf 


binguweisst dad der Satz sels von ebicer Bemerkung nivht betroffen wird. Die Sehr.) 
yAbgesehiosser, am 35. Mai 1949 
Soetorrestuma: Peer Ts. Hl Gisver, Fratare:. Be. Seadeser.30. 
Vera rotor den anda Fret ZW Se it. KR. Gimier, Proë. De. G. Bol. 
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